Metoda charakteristik

Hlavnt myslienku metody charakteristik demonstrujeme na homogénnej linearnej
PDR prvého radu v tvare

a(x,t)u; + bz, )u, = 0 for x €R,t>0 }

(1)
u(z,0) = g(z) Ve e R

kde a,b,g su dané funkcie.

Téato metdda prevedie riesenie tlohy (1) na riesenie systému ODR, ¢o by malo
byt lahsie. Ako si tento systém odvodime?

Najprv predpokladajme, ze rieSenie u = u(x,t) pozname a vezmime si lubovolny,
na chvilu fixny, bod (z0,%) € IR x (0,00). Hodnotu riesenia u v tomto bode
si oznacime zy = u(xo,tp) a nasou tlohou je urcit tito hodnotu. Poktsime sa ju
urcit tak, ze ndjdeme krivku, parametricky popisant dvojicou funkeif (z(s), t(s)) pre
s € I C IR, ktora bude spajat bod (x,ty) s nejakym bodom (y,0), v ktorom je uz
dand hodnota u(y,0) = g(y). Aby sme mohli byt dspesni, musfme byt samozrejme
schopni pozdlz tejto krivky riesenie uréit.

Budeme teda hladat

(x(s),t(s),2(s)) pre se€l, (x(0),t(0),2(0)) = (zo, 10, 20) (2)
pricom z(s) = u(z(s),t(s)). Formélne mozeme pocitat
£(s) = w(x(s), t(5))i(s) + uz(x(s), t(s))i(s) (3)
a vratit sa k rovnici (1). Ak budeme vyzadovat
i(s) = ala(s),t(s)),  #(s) = b(a(s),t(s) s €L, (4)
potom po dosadeni (4) do (3 ) a z predpokladu, Ze u je riesenim (1), dostaneme
2(s) =0, =z ¢oho vyplyva, ze z(s) = zo. (5)
Ak teda bude existovat riesenie (4) s vlastnostou
(x(7),t(7)) = (y,0) pre nejaké 7 = 7(x9,t0) € I ay =1y(xo,t0) € R,
potom z (5) vyplyva, ze
u(wo, to) = u(y,0) = g(y) -
Na nasledujicich dvoch prﬂdf%doch uvidime, s akymi problémami sa pri rieSeni rovnic
prvého rddu mozeme stretntt.
Priklad A. Najdite riesenie u problému
xup + tu, =0 relR, t>0,
u(z,0) = e relR. (6)
V ktorej oblasti roviny tx je rieSenie jednoznac¢ne urcené?

Priklad B. Najdite riesenie u problému

U + ut, =0 relR, t>0,

u(z,0) = g(z) relR, (7)
kde g = g(z) je dand funkcia.
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Priklad 1.

Priklad 2.

Priklad 3.

Priklad 4.

N4ajdite rieSenie u problému
duy — 3u, =0

u(z,0) = 2°

N4jdite rieSenie u problému
2ut + 3uz =0

u(z,0) =sinzx

relR, 0<t <0,
reR.

reR, 0<t<oo,
reR.

N4éjdite riesenia u = u(x,y) rovnice

Uy + Ugy = 0.

Néjdite explicitnui formulu na vyjadrenie rieSenia u problému

u +b-Du+cu= f(z,t)

(x,0) = g(x)

reR", 0<t<oo,
x e R",

kde g(z), f(x,t) si dané funkcie, ¢ € IR a be IR".

Priklad 5.

Priklad 6.

Priklad 7.

Priklad 8.

Priklad 9.

Priklad 10.

Priklad 11.

N4éjdite riesenie u problému
us + xu, =0

u(z,0) = 2°

N4éjdite riesenie u problému
g + 2tz*u, =0

u(x,0) = f(x)

N4jdite riesenie u problému
(1 + t*)us +u, =0
u(z,0) = f(z)

N4jdite rieSenie u problému
V1—t2u+u, =0

u(z,0) =z

N4jdite riesenie u problému
zup — tuy, =0
u(z,0) = g(z)

zelR, 0<t <o,
reR.

relR, 0<t<oo,
reR.

relR, 0<t<oo,

N4jdite riesenie u problému

t

U — — Uy = U
T

u(z,0) = g(z)

N4jdite riesenie u problému

ut_’_uw_’_u:ez-l-%

u(z,0) =0

relR.

relR, 0<t,

relR.
z>0,t>0,
z>0.
x>0,t>0,
x>0.

relR,t>0,

reR.

(12)

(13)

(14)

(15)

(16)

(17)



