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1. DEFINICIA METRICKEHO PRIESTORU

V matematickej analyze je limitny prechod vel'mi doleZitd operécia. DoleZitt tlohu pri
tejto operécii hrad vzdialenost’ bodov. Pod pojmom vzdialenost’ rozumieme:

e v R (na priamke) dizku d = [x—y],

e v R? (v rovine) dizku d = \/(x; —y1)? + (x2 — y2)2.

Ak to zovseobecnime tak, Ze o redlnych ¢islach uvaZujeme ako o mnoZine, na ktorej je
definovana vzdialenost’, dostaneme pojem metricky priestor.

Definicia 1. Nech X # 0 je nejakd mnoZina. Definujme zobrazenie d : X x X — R, ktoré splria
nasledujiice vlastnosti

1.) dx,y)=0 < x=y,
2.) d(x,y) =d(y,x) pre vsetky x,y € X, (symetria)
3.) d(x,z) <d(x,y)+d(y,z) pre vsetky x,y,z € X, (trojuholnikovd nerovnost’)

Usporiadanii dvojicu (X,d) nazyvame metrickym priestorom, zobrazenie d metrikou a
mnozinu X zdkladnou mnoZinou.

Poznamka 1. Metrika d je vZdy nezdpornd. Na tej istej mnoZine moZeme definovat’ rézne
metriky.

Priklad 1.  Nech X # 0 je 'ubovol'nd mnoZina, na ktorej je definované zobrazenie
d nasledujticim spdsobom:

[0 pre x=y
d(x’y)_{l pre x#y

DokaZzte, Ze dvojica (X,d) tvori metricky priestor, ktory nazyvame metrickym priesto-
rom izolovanych bodov.

Priklad 2.  Nech X =R a d(x,y) = |x—y|. Dokazte, Ze je to metrika.

Priklad 3. Nech X =R", tj. x= (x1,...,%2), Y= (V1,---,n) @

a) d(x,y) = (x; —y;)> oznacenie E"

n
i=1

n
b) di(x,y) = ¥ |xi—yi| oznacenie E}
i=1



c) do(x,y) = max |x;—y;| oznacenie Ej
1<i<n
Dokazte, Ze mnozina X = R" tvori metricky priestor s danymi zobrazeniami.
Neskorsie ukdZeme, Ze tieto metricé priestory st v uréitom zmysle ekvivalentné.

Priklad 4. Nech X = C(a,b), tj. je mnozina vsetkych redlnych funkcii definova-
nych a spojitych na intervale (a,b). Dokézte, Ze d je metrika na mnoZine X, ak

a) d(f,g) = max |f(t) —g(1)]

a<t<b

b) d(f,g) = \/f(f(t) —g(t))%dt

Definicia 2. Nech (X,d) je metricky priestor. Ak M # 0 je podmnoZina mnoZiny X, tak
(M,d) je tiez metricky priestor a nazjjvame ho podpriestorom metrického priestoru (X,d).
Dalej, nech xo € X je danyj bod a € > 0 I'ubovol'né redlne ¢islo. MnoZina

S(xp,€) ={x€ X : d(x,x0) <€} resp. S[xo,e]={xeX: d(x,x0) <€}

sa nazyva otvorend resp. uzavretd gul'a so stredom v bode xo a polomerom ¢ (€ -okolie

bodu xg).
Pre 0 # A C X definujme Cislo

diamA = sup d(x,y),
Xx,yEA

ktoré sa nazjjva priemer resp. diameter mnoZiny A.V pripade, Ze diamA < oo, tak mnoZina
A je ohranicend, inak (t.j. ak diamA = o) je neohranicend.

Veta 1. Priemer mnoZiny md nasledujiice vlastnosti:
o Ak 0£A| C Ay C X, tak pre ich priemer plati diamA; < diamA;.

e Nech S(xo,€) je gul'a v metrickom priestore (X,d), potom diamS(xo,€) < 2¢.

2. KONVERGENCIA V METRICKYCH PRIESTOROCH

Definicia 3. Hovorime, Ze postupnost’ {xi}y_, bodov metrického priestoru (X,d) konver-
guje k bodu x € X ak klim d(xx,x) =0, t.].
—>00

Ve>0 FkoeN Vk>ko : d(xg,x) <Ee.

Ak postupnost’ {xi}y_, konverguje k bodu x € X , tak x nazyvame limitou danej postupnosti.

Veta 2. KaZdd postupnost’ {x;}7>_, v metrickom priestore (X,d) md najviac jednu limitu.
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Nech k; <...<k; <... jerastlica postupnost’ prirodzenych ¢isel, potom postupnost’
{xx,}32, sanazyva vybrana postupnost postupnosti {x;};_,. Ak postupnost’ konver-
guje k nejaému prvku, tak aj vybrand postupnost’ tej postupnosti konverguje k tomu
istému prvku.

Veta 3. Ak postupnost’ {xx};_, bodov metrického priestoru (X,d) konverguje, tak mnoZina
jej hodnot je ohranicend.

Ako sme uz v prvej Casti videli, na tej istej mnoZine mozno zaviest' r6zne metriky.
Preto je na mieste otdzka, ¢i tieto metriky v urcitom zmysle nerovnaju.

Definicia 4. Nech d| a d, si metriky na X . Hovorime, Ze tieto metriky sii ekvivalentné, ak
pre vsetky postupnosti {x;};>_, bodov z X plati, Ze xy — x v (X,dy) prdve vtedy, ak xy —x v
(X7 dZ) :

Poznamka 2. Metriky v priklade 3. sii ekvivalentné.

V prvom ro¢niku pri konvergencii funkcie, resp. postupnosti ste sa ucili Cauchy -
Bolzanovo kritérium, ¢o hovori, Ze funkcia f ma v bode a kone¢nt limitu, t.j. konver-
guje prave vtedy, ak plati:

vVe>0 30(a) Vxye(0(a)—{a})nD(f): [f(x)—f)]<e.

Vo vSeobecnosti v metrickych priestoroch tato ekvivalencia nie je takd jednoznacna.
Najprv uvedieme pojem, ktory stvisi s vlastnost'ou spominanou vo vete vyssie.

Definicia 5. Postupnost’ {xi};_, bodov metrického priestoru (X,d) sa nazjva cauchyovskd
alebo fundamentdlna, ak

Ve>0 FJkoeN Vk>kom>ko: d(xgxy) <E€.

Veta 4. Kazdd konvergentnd postupnost’ bodov metrického priestoru je cauchyovskd.

Poznamka 3. Opacnd implikdcia nemusi platit’, teda nie kazdd cauchyovskd postupnost’ musi
mat’ limitu.

Priklad 5. Nech (Q,d) je metricky priestor raciondlnych ¢isel s metrikou d(x,y) =

lx—y| pre x,y € Q. Zistite, & postupnost’ {x;};_,, kde x, = (1+ %)k je cauchyovskd a

konvergentna.

Priklad 6. Nech (X,d) je metricky priestor, kde X = (0,1) a d(x,y) = [x—y|. Zistite,
¢i postupnost’ {xi}7_,, kde x; = ’%1 je cauchyovskd a konvergentna.
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3. KLASIFIKACIA BODOV A PODMNOZIN V MET. PRIES.

Definicia 6. Nech (X,d) je metricky priestor a A C X. Bod xo € X sa nazijva hromadnij
bod mnoZiny A, ak existuje prostd postupnost’ {x;}y_, bodov mnoZiny A, ktord konverguje
k bodu xo. MnoZinu hromadnych bodov ozna¢me A?.

Poznadmka 4. Bod xq je hromadnym bodom mnoZiny A, ak I'ubovol'nd gul'a so stredom v xo
obsahuje body mnoZiny A rozne od xo.
Hromadné body moZu mat’ len nekonecné mnoZiny priestoru X .

Definicia 7. Nech A je podmnoZina metrického priestoru a nech A? je mnoZina vsetkych
hromadnijch bodov mnoZiny A. Potom mnoZinu A, ktord je zjednotenim mnoZin A a A?,
nazyvame uzdver mnoZiny A. Hovorime, Ze mnoZina A je

e uzavretd, ak A=A,
e otvorend, ak X — A je uzavretd,

e obojakd, ak je uzavretd aj otvorend.

Veta 5. Nech (X,d) je metricky priestor a A C X . Potom nasledujiice tvrdenia sii platné:

1. 0=0,

2. X=X,

3. ACA,

4. ACB = ACB,

5. AUB=AUB

6. A=A

7. xEASVE>0: ANS(x,8) #0.

Priklady na uzavreté mnoziny:

- kazda konena mnozina,

- uzéaver I'ubovol'nej mnoZiny,

- uzavrety n-roznerny interval a uzavreta gul’a.
Priklady na otvorené mnoziny:

- otvoreny n-roznerny interval a otvorena gul'a.

Mnoziny 0 a X st obojaké mnoziny.
Mnozina raciondlnych ¢isel Q nie je ani uzavreta ani otvorend.
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Veta 6. Nech (X,d) je metricky priestor. Potom plati:
o Prienik I'ubovol'ného poctu uzavretych mnoZin z X je uzavretd mnoZina v X .
o Zjednotenie konecného poctu uzavretiyjch mnoZin z X je uzavretd mnoZinav X .
o Prienik konec¢ného poctu otvoreniich mnoZin z X je otvorend mnoZinav X .

o Zjednotenie I'ubovol'ného poctu otvorenijch mnoZin z X je otvorend mnoZinav X .

= n
Priklad 7. Povedzte nieco o otvorenosti a uzavretosti mnozin A = U <O, 1 >
n
= /—-11
aB= —,— .
N ( . n)
n=1

Definicia 8. Nech (X,d) je metricky priestor, AC X a xo € X. Bod xo sa nazjva

n=1

- vniitornyj bod mnoziny A, ak existuje takd otvorend gul'a S(xo,€), Ze S(xo,€) CA,

- izolovanyj bod mnozZiny A, ak existuje takd otvorend gul'a S(xo,€), Ze S(xp,€) NA =

{xo0},

- hrani¢ny bod mnoZiny A, ak pre vsetky € > 0 plati, Ze S(xp,€) NA # 0 a siicasne
S(x0,€)N(X —A) #0.

MnozZina vsetkych vmitornijch bodov sa nazyva vmiitro mnoZiny A, pouZijeme oznacenie
intA.

Mnozina vsetkych hrani¢nijch bodov sa nazyjva hranica mnoZiny A, pouZijeme oznacenie 0A.

Poznamka 5. MnoZina je otvorend, ak vsetky jej body sii vmitorné. Pre mnoZinu vsetkiych
vmiitornych bodov intA plati, Ze intA C A.

Priklad 8.  Majme metricky priestor E” a mnoZinu v fiom, definovanti nasledovne
A={(x,y) €E" : 0<x<1,0<y<1}.

Zistite hranicu tejto mnoziny.

Priklad 9.  Zistite hranicu mnoziny racionélnych &isel v priestore E!.



4. UPLNE A KOMPAKTNE METRICKE PRIESTORY

Vo Vete 4. sme ukézali, Ze kazd4 konvergentnd postupnost’ metrického priestoru je
cauchyovska. Uviedli sme aj priklady, Ze opa¢nd implikacia vo vSeobecnosti neplati.
Ale je na mieste otdzka, ¢o ak plati aj td opa¢nd implikacia?

Definicia 9. Metricky priestor (X,d) sa nazyva iiplny, ak kaZdd cauchyovskd postupnost’
bodov tohto priestoru konverguje v X .

Priklad 10.  Priestory z prikladov 1., 2., 3. a 4a. st tplné. Priestor z prikladu 4b.
nie je tplny.

Veta 7. UvazZujme neprazdnu podmnoZinu Y C X a nech (X,d) je viplny metricky priestor.
Potom (Y,d) je viplny metricky priestor prave vtedy, ked' Y je uzavretd v X .

Definicia 10. Metricky priestor (X,d) sa nazyva kompaktnyj, ak z kaZdej postupnosti bo-
dov priestoru X mozno vybrat’ Ciastocnii postupnost’, ktord konverguje v X . PodmnoZina A
metrického priestoru (X,d) sa nazyjva kompaktnd, ak podpriestor (A,d) priestoru (X,d) je
kompaktny.

Poznamka 6. KaZdd kompaktnd mnoZina je uzavretd a ohraniceny.
PodmnoZina Euklidovského priestoru E" je kompaktnd prdve vtedy, ked’ je uzavretd a ohrani-
Cend.
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