FAKULTA MATEMATIKY, FYZIKY A INFORMATIKY
UNIVERZITY KOMENSKEHO V BRATISLAVE

FUNKCIE N REALNYCH
PREMENNYCH

RNDr. Kristina Rostas, PhD.

PREDMET: Matematickd analyza (3)

2010/2011



1. DEFINICIA REALNEJ FUNKCIE N PREMENNYCH

Za zékladny priestor povazujeme teda n-rozmerny euklidovsky (metricky) priestor, s

n
vzdialenost'ou (metrikou) d(%,7) =/ ¥ (x; —yi)*, kde £= (x1,%2, .. ,%n), F=(V1,Y2,- -, Vn)-

1=

Namiesto E" ale pouZijeme obvyklé znacenie R".

Definicia 1. .

Funkciu, ktorej defini¢nym oborom D(f) je R" (alebo jej podmnoZina) a oborom hodnot H(f)
je R! (alebo jej podmnoZina) nazyvame redlnou funkciou n redlnych premennych. Redlna
funkcia n redlych premennijch prirad uje teda n-ticiam redlnych &isel X = (x1,x2,...,x,) redlne
¢isla y - funkéné hodnoty. PiSeme y = f(X) alebo podrobnejsie y = f(x1,x2,...,Xn).

Niekedy vyslovime, kvoli prehl'adnosti a zrozumitel'nosti definicie a vety pre n =2

Poznamka 1. Funkciu dvoch premennyjch budeme znacit'’ z = f(x,y) a funkciu troch premen-
nych ako u= f(x,y,z).

Definicia 2. .
Grafom funkcie f(xi,x2,...,x,) definovanej na M C (f) je mnoZina vsetkych bodov
(X1,X2, -+« Xn, Xnt1), pre ktoré plati: (xi,x2,...,%,) €M a Xp1 = f(X1,X%2,...,Xn).

Poznamka 2. Pri zostrojovani grafu funkcie dvoch premennijch je vijhodné zostrojit’ priesec-
nice grafu funkcie rovinami rovnobeZnymi so siiradnicovymi rovinami, alebo rovinami prechd-
dzajiicimi niektorou zo siiradnicovych osi

e priesecnice grafu funkcie rovinami rovnobeZnymi so siiradnicovymi rovinami - rezy

° rezy rovnobezné s rovinou Xy - vrstevnice

Priklad 1.

g et

¥ ¥

(a) f(x,y) =5—x—y - graf je rovina (b) f(x,y) = x> +y* — 4 - graf je rotaény paraboloid
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(c) f(x,y) = /x> +y* - graf je kuzelové plocha (c}il) f(x,y) = 1 —y? - graf je parabolické valcova plo-
cha

2. LIMITA A SPOJITOST FUNKCIE N PREMENNYCH

Definicia 3. .

Hovorime, Ze funkcia f md v hromadnom bode a svojho definicného oboru D(f) limitu b,
ak VO(b) 30(a) VxeOo(@nD(f),x#a: f(x)€ O(b). Oznalenie: lim f(x) = b alebo

lim f(x1,x2,...,x,) =b.
x|—ay

Xpn—dn

e Ve>0 36>0 VieD(f)svlastnostou0<d(x,a)<d: |f(xX)—b|<e

e Pod symbolom % — oo budeme rozumiet’ x; — oo pre vSetky i=1,2,...,n.

Poznamka 3. Podobne ako v pripade limity redlnej funkcie jednej redlnej premennej aj pre
funkie z R" do R platia vety o limite siictu, sii¢inu funkcii, o limite zloZenej funkcie atd’.



Priklad 2. li inisinl=?
rikla (x,y)gr(IO,O) (x+y)sin sin

Je to limita typu 0.ohranicend funkcia, teda vysledok je 0. DokdZeme to z definicie: Nech
e > 0 je 'ubovol'né &islo, potrebujeme ndjst’ taku 3, Ze ak plati 0 < d(x,0) < §, ¢o v
nasom pripade znamend /x> +y? < 3, plati aj ’(x—i— y)sin %

X

.1 “ ,
sin § — ()‘ < €. Lenze plati,

7e |a| < Va2 +b2, preto |x| < 8 a |y| < 3. Dalej plati ‘()H—y)sin%sin%—O’ <|x+y <
x|+ |y] < 28. Teda staci si zvolit’ § tak, aby platila nerovnost’ 26 <¢, tj. § < 5.

Ak hromadnym bododm je bod o, tak limita je definovand nasledovne:

Definicia 4. .

Nech funkcia f je definovand na mnoZine M, ktord obsahuje body I'ubovol'ne vzdialené od bodu
0=(0,0,...,0). Cislo b sa nazyva limitou funkcie f pre X — oo prdve vtedy, ak Y& >0
JK >0 Vi € M s vlastnost'ou d(x,0) > K : |f(X) —b| <e.

Definicia 5. .

Nech f:M — R, M C R". Hovorime, Ze funkcia f je spojitd vbode @ € M, ak Ve >0
38 >0 Vx € M s vlastnostou 0 < d(x,a) <d:|f(X)— f(a)| <e.

Poznamka 4. Ak v definicii bod a je hromadnym bodom mnoZiny M, tak definicia je ekviva-
lentnd s tym, Ze lim f(X) = f(a).

S nasledujtcou vetou sme sa stretli v predchadzajtcej ¢asti, uvedieme ju bez dokazu.

Veta 1. (Heineho definicia limity)

Nech a je hromadny bod mnoZiny M C D(f). Funkcia f md v bode a limitu &islo b prdve
vtedy, ak pre kazdu postupnost’ bodov {x,},._, z mnoZiny M, ktord konverguje k bodu a pre

n — oo, priom %, # a,n=1,2,..., je lim f(x,) =b.
. N : w (6y) #(0,0)
Priklad 3.  Zistit spojitost’ funkcie f(x,y) =< *»v >~ ’ v bode (0,0)!

Ked'ze bod (0,0) je hromadnym bodom defini¢ného oboru, stali zistit, ¢i existuje
lim 2. VyuZijeme pritom predchddzajicu vetu.

(ey)olog) T Y HHISTEPTEOI ]

Vezmime dve postuPnosti: {(xn,yn) oy = (%,%)}nzl a {(, ), = {(%,%)}nzl.

Tieto postupnosti spliiaja podmienku, ze konverguji k bodu (0,0) pre n — . Ale

po dosadeni dostaneme, Ze

1
3

I IW[3 =

lim f((oyn) = lim 2 =0 #  lim f((¥,.y},)) = lim

n—oo n—oo
n

Z ¢oho vlastne vidime, Ze nie pre kazda postupnost’ je splnend td podmienka z vety,
teda limita neexistuje, preto t4 funkcia nie je spojitd v bode (0,0).

To, Ze limita existuje resp. neexistuje moZo ukazat’ aj inak:



x2y2
Priklad 4.  Zistit' spojitost’ funkcie f(x,y) = { 3x464y4 EX,y ; 7 Eg’g; } !

2 2
Teraz existenciu limity o )lingo ) BT n 4 ; zistime inak. Keby td funkcia bola spojita v

bode (0,0), tak o )hrr(lo 03 )&‘1 g by musela byt 0. Ale to znamen4, Ze ked’ sa blizime k

bodu (0,0) hociakym spdsobom, pozdiz hociakej krivky, tak vysledok musi byt vzdy
rovnaky, a to 0. Ked’ vsak k (0,0) ideme popri priamke napr. y = x resp. y = 2x, do-
staneme

2,2 T 2,2 4t 4

lim = = lim —— = - resp. lim Y im =
(r)—(0,0) 3xt+4y* x0Tt T (ty)—(0.0) 3 +4y* =0 6724 67

Teda té limita neexistuje, t.j. funkcia nie je spojita v (0,0).

Poznamka 5. Ak limitu v bode (0,0) skiimame pozdlZ priamok y = mx a vysledok zdvist od
m, tak moZeme konstatovat’, Ze limita neexistuje:
2y? . 2t m2

li lim .
(w)g?o,o) 3xt 4yt xLO (3+4m*)x 473 T dm?

Definicia 6. .

Nech funkcia f(x,y) je definovand na mnoZine M C R? a nech (xo,yo) je hromadnym bodom
mnoziny M. Nech pre kaZdé x # xo také, Ze (x,y) € M existuje lim f(x,y) = g(x) a nech tdto
Y=o

funkcia md v bode xo limitu, potom

lim g(x) = lim (hm f <x,y)>

X—X0 X=X0 \ Y=o

sa nazyva dvojndsobna limita funkcie f v bode (xo,y0) podla y a x. Analogicky sa
definuje dvojndsobna limita funkcie f v bode (xo,yo) podla x a y.

Ozna¢me: /1, = lim (lim f(x,y)> ,lb; = lim (lim f(x,y)), = lim f(x,y),
y—)yo X*?XO

X—=X0 \Y—Yo X—X0 )

Priklad 5. 'V priklade 3. sme ukazali, Ze ( %ingo 0 ;% neexistuje, ale dvojnasobné
x’y - b

limity existuja a

nerovnaju sa [y = hII(l) (igr(l) ,ﬁ) =1, —ig% ()162% x+§) =-1

Priklad 6. 'V priklade 4. sme ukézali, Ze ( )linzo 0 % neexistuje, ale dvojné-
‘x’y - )
sobné limity existuja

22 22
a sa aj rovnaju 112:;1_{1(1) <hrr(1) W) 0, by —)1}1_{1(1) ()lcl_r% 3x4+4 4> =0



Priklad 7. 'V priklade 2. sme ukézali, Ze ( )hng )(x—i— y)sin 1 sin§ = 0. Ale dvojna-
x,y)—(0,0
sobné limity
lip = )lcl_r{(l) (}1}1_{1(1) (x+y)sin % sin %) , by = il_r}r(l) ()1(1_1‘{(1) (x+y)sin )lc sin %) neexistuju, lebo
lir% (u+k) sin% sin % , kde k # 0 je konStanta, neexistuje.
u—

Veta 2. (veta o dvojnasobnych limitach)
Nech existuje lim f(x,y) = b a nech existujii vniitorné limity obidvoch dvojndsobnijch limit.
X—XQ

: Y=o
Potom existujii aj dvojndsobné limity lim (lim f(x,y)> a lim (lim f(x,y)) a obidve sa

A=Xx0 \Y—Yo Y=Yo \X—X0

roonaji b.

Dokaz
Poznamka 6. o Ak existuje 1,112,101 potom | =1jp = Do;.

o Ak existuje l12,1lp1 ale 112 # by, potom limita funkcie f v bode (xq,yo) neexistuje.

o | 7 existencie lia,lo1 a z ich rovnosti 11 = I nevyplyva existencia limity funkcie f v
bode (X(),yo) .

o ! Z existencie limity funkcie f v bode (xo,y0) nevyplyva existencia dvojndsobyjch limit

li2,D1.

Definicia 7. .

Hovorime, Ze funkcia f, definovand na mnoZine M C R", je na tej mnoZine rovhomerne
spojita, ak Ve >0 38 > 0 Vx,y € M s vlastnost'ou d(x,y) <d: |f(X)— f()| <e.

Veta 3. (veta o dvojndsobnych limitach)

Funkcia f spojitd na uzavretej ohranicenej (kompaktnej) mnoZine M C R" md tieto vlastnosti:

1. f je ohranicend na mnoZine M

2. f md na mnoZine M maximum a minimum

3. f jena mnoZine M rovnomerne spojitd

Dokaz

Priklad 8.
Zistite, i je funkcia f(x,y) = x? +y? rovnomerne spojitd na mnoZine
M = {(x,y) € R*: x> +y> < 1}! Ak 4no dokdaZte to aj pomocou definicie!
Ked'Ze mnoZina M je uzavreta a ohranicend, t,j. kompaktnd a funkcia f je spojitd na
M , na zdklade vety 3 je aj rovnomerne spojita.



Dokaz: Ve >0 38 >0V 'f= (x1,y1) €M, 8= (x2,y2) € M s vlastnostou

0<d('x,2%x) = \/ (x1 —x2)* 4+ (y1 —y2)* < 3, potom plati [x3 +y3 — (x3 +)3)| < &. Teda

It 4+ 37— (B +¥3)| = |xf —x3 + 37 —¥3| < |1 —xalfxs +x2] + [y1 = yally1 +y2] <

</ 01 —2)? o+ 1 =22+ ) 4/ Gt —x2) o (1 —32) (] + al) < 48

Stacisi zvolit' § < 7.

(Vyuzili sme nerovnosti: |x| —xp| = \/(x1 —xz)2 < \/(xl —xz)2 + (1 —yz)z, podobne pre
lyi —y2|, d’alej ak x> +y? <1, tak x| <1ajly|<1)

3. DIFERENCIALNY POCET FUNKCIi N PREMENNYCH

3.1 DIFERENCOVATELI'NOST A DERIVACIE FUNKCIE

Definicia 8. .

Funkcia f : M — R definovand na mnoZine M C R" sa nazyva diferencovatel'nd v
bode a=(aj,a,...,a,) € M, ktoryj je hromadnym bodom mnozZiny M, ak existujii ¢isla
A1,As, ... A, a funkcia €(X) s vlastnost'ou lim (%) = €(a) = 0 tak, Ze plati

X—a

M=

f(X)—fa) =) Ailxi—a;) +e(®)d(%,a).

1

~.

n
Funkciu Y. Ai(x; —a;) nazjvame totalnym diferencidlom f(x) v bode a, oznacujeme ho
=1

df@x.

° Vektor so sturadnicami A1,A,...,A, nazveme gradientom funkcie f v bode
a, oznatujeme gradf(a).

. Ak vektor h = (hy,...,h,) ma zlozky h; = x; —a;,i = 1,...,n, tak totalny dife-

_ n
rencidl mozno pisat’ v tvare df(a,h) = Y, Aih;.
i=1

Definicia 9. .

Nech funkcia f: M — R je definovand na mnozine M CR" a a= (ay,az,...,a,) je vniitornym
bodom tejto mnoziny. Ak existuje

lim f(ab'"7ai717xi7ai+17"'7an) _f(ala"'aaifhai;ai%»l)'"7an)

Xi—a; X;—da;

hovorime, Ze f md v bode a parcidlnu derivaciu podl'a premennej x; , oznacujeme: %(o‘z)
1
/ _
alebo f.(a) .




e Ak oznacime x; —aj; =h a x; —ap = k, tak definiciu méZeme pisat’ aj inak, uve-
dieme to pre funkciu f(x,y) v bode (aj,a2):
af . f(a1+h77a2)_f(al7a2> af . f(a177a2+k)_f(a17a2)
o =1 o =1
ox (a1,02) o h dy (a1,02) Pt k

Poznamka 7. Parcidlne derivdcie funkcie n premennijch sii opit’ funkcie n premennijch.

Priklad 9.  Zistite, ¢i je funkcia f(x,y) = x>+y? v bode a = (1,2) diferencovatel'na
a ndjdite tam jej diferencial.
Parcidlne derivacie st %(f) = 2x a teda %(172) = 2,%(%) =2y a teda 3—5(172) =4.
NechA1 =2 aA2=4.

Treba eSte najst’ funkciu €(%) s vlastnost'ou lime(x) = €(a) = 0 tak, aby platila rovnost’

f(x)—f(a)= )rf Ai(xi —a;) +€(X)d(X,a), ¢o v naSom pripade znamena, Ze
i=1

8()?):x2+y2—(12+22)_(2(x—1)+4(y—2)) :x2—2X+1+y2—4y+4 )
V=12 +(-2) Joa— 1+ (-2

V=124 (27

Vidime, ze ( }irr(l1 ) €(x) =0, ¢im je dokdzané, Ze nasa funkcia je diferencovatelna v
x7y - y
danom bode. Diferencidl je df((1,2), (x,y)) =2(x—1)+4(y—2).

Aj pri funkcii viac premennych plati Lagrangeova veta, uvedieme ju bez dokazu.

Veta 4. (Lagrangeova veta o prirastku funkcie)

Nech funkcia f(xi,...,x,) je definovand na istom gul'ovom okoli bodu a = (ay,az,...,a,)
nech na tom okoli md parcidlnu derivdciu podl'a kaZdej svojej premennej. Nech X = (x1,...,X,

P2 = (xl,éz,)g, . ,xn),..., Pn = (xl,)Q, . 7)Cn_l,gn), zZe
f®) = f@) = £, (P)(x1 — ar) + [, (P2) (2 — az) + - + f, (Pu) (%0 — an)

ad(P,a)<d(x,a), i=1,...,n abody &; leZia medzi bodmi x; a a; .

a
)

je 'ubovol'nyj bod toho okolia. Potom existujii v tom okoli také body Py = (&1,x2,X3,...,Xs),

Z tejto vety bezprostredne vyplyva d'alSia veta:

Veta 5. (veta o parcidlnych derivaciach)

Ak funkcia f(xi,...,x,) md na otvorenej mnoZine M ohranicené parcidlne derivicie podl

svojich premennyjch, je na tej mnoZine spojitd.

a

Doékaz:




Veta 6. (nutné podmienky diferencovatel'nosti)

Ak funkcia f je v bode a diferencovatel' nd, potom
1. je v tom bode spojitd,
2. existujui parcidlne derivdcie g—)é(c‘z), i=1,2,...,n aplati: %(a} = A;, kde A; je ¢islo z defi-

nicie diferencovatel nej funkcie.

Dokaz:
Poznamka 8.

o Ak funkcia f je diferencovatelnd v bode a, potom jej diferencidl md tvar: df(a,x) =
)_:1 aﬁ—f?(xi —a;) resp. df(a,h) = '21 aj;—)(f)hi

o gradf(a) = (3£(@),5L@),.... 2L(@).

Veta 7. (postacujtica podmienka diferencovatel'nosti)

Ak md funkcia f v nejakom okoli bodu a parcidlne derivdcie podl'a vSetkiych premennyjch a tieto
parcidlne derivdcie sii spojité v bode a, potom je funkcia f diferencovatel'nd v bode a.

Dokaz:

Geometricky vyznam parcidlnych derivacii a diferencialu funkcie dvoch premennych:

Nech je dand funkcia z = f(x,y), (x,y) € M C R?. Jej grafom je plocha v R3. Dalej, uva-
Zujme bod P = (x9,y0,z0) na tejto ploche. Rezom plochy z = f(x,y) rovinou y =y je
krivka, ozna¢me g(x) = f(x,y0). Ak pocitam parcidlnu derivéciu funkcie f(x,y) podla
J(xy0)—f(x0.y0)

X—XQ

premennej x v bode Py = (xo,y0) , tj. %(xo, yo) = lim , dostaneme deriva-
X—XQ

ciu funkcie g(x) v bode x.

Ale vieme, Ze derivdacia funkcie jednej premennej v nejakom bode zadd smernicu do-
ty¢nice ku krivke v tom bode.
Teda pomocou parcidlnej derivdcie funkcie f(x,y) podl'a premennej x [resp. y] v bode

9



Py mdZeme vypocitat’ smernicu doty¢nice ku kvivke plochy z = f(x,y) v bode P, pri-
¢om té dotycinca lezi v rovine rovnobezZnej s rovinou Xy [resp. 7] (t.j. kolmej na os y
[resp. x]).

Smerové vektory tychto doty¢nic st (1,0, fy(x0,y0)) a (1,0, f5(x0,¥0))-

SRR

. g

Ak funkcia je diferncovatelna v bode P, tak tieto dotycnice leZia v rovine, ktora
je dotykova rovina plochy z = f(x,y) v bode (x0,y0,z0 = f(x0,Y0)), @ ma normaélovy

vektor (fy(x0,y0),fy(x0,Y0),—1)
a teda rovnica dotykovej roviny je

z—20 = fu(%0,¥0) (x = x0) + f3(x0,0) (y — Y0) -

Ked' si pozrieme definiciu
3.1, vidime, Zze v okoli bodu Py,
vd’aka podmienke
(w)lir@o,yo) €x) =0
moZeme pisat’

Jxy) = f(x0,50) = fi(x0,y0)(x —
x0) + f3(x0,50) (y = o) -

Z pozndmky 3.1 zase mame,
ze

f(x,y) = f(x0,y0) = d f((x0,y0), (x,))
To vlaste znamend, ze ¢im bliz-
Sie je bod (x,y) k bodu Py =
(x0,¥0), tym bude mensi rozdiel
medzi diferecnidlom a diferen-
ciou f(x,y) — f(x0,y0) a pre bod
(x,y) dost" blizky k bodu Py
bude sa diferencia rovnat’ pri-
blizne diferenciélu.

Geometricky to teda znamend, Ze v malom okoli bodu Py = (x0,y0) graf funkcie f
mozno nahradit’ dotykovou rovinou plochy v bode P = (xo,y0,Y0) -

10




3.2 PARCIALNE DERIVACIE ZLOZENYCH FUNKCIi, DERIVACIA
V SMERE A PARCIALNE DERIVACIE VYSSICH RADOV

Ak médme zlozenu funkciu napr. u(xy) = (x2+y2)x+y , parcidlne derivacie moZeme
I'ahko vypocitat'.

Ale, ¢o ak mame funkciu definovanu nasledovne:
Je dana funkcia f(t1,2) , priCom #; = x.siny a f, = x.cosy. Funkciu teda mozno pi-
sat’ aj ako f(t1,tz) = f(xsiny,xcosy), ale to by sa dalo vyjadrit' aj v tvare f(1,) =
. . o u u 1e ,
f(xsiny,xcosy) = u(x,y). Keby sme chceli po¢itat’ =—— a =—, narazili sme na taky prob-

ox  dy
lém, Ze nemame konkrétnu funkciu (¢o by az tak velmi nevadilo) a Ze aj v prvej aj v
druhej zlozke mdme premenné x,y.

Veta 8. (veta o parcidlnych derivdciach zloZenych funkcif)

Nech funkcie t; = @;(x1,X2,...,%,),i=1,...,m, si diferencovatel né v bode a = (ay,az,...,a).
Nech ©;(a@) = b; a funkcia f(t1,ta,...,tn) je diferencovatel'nd v bode b = (by,by,...,by). Po-
tom je v bode a diferencovatel'nd aj funkcia

u(x1,x2,...,x0) = f(t1,02, - tm) = f(@1(X1,%2, ..., Xn)s - oo, Om(X1,X2, ..., X,)) a pre jej derivd-
cie v bode a plati:

Ju of

o 5 9 (5)2% ()
8xk(a) o =—(@1(a),...,om(a ;a 8xk ), pre k=1,.

Ale touto metédou mozno pocitat” aj prvy priklad, ak si uvedomujeme, ze u(x,y) =
f(t,02), kde 1 =x*+y* . =x+y a f(t,0) =17

Definicia 10. .

Nech funkcia f: M — R je definovand na mnozine M C R", a = (ay,az,...,a,) €M a é je

Th i) (i
jednotkovy vektor so zaciatkom v bode a. Ak existuje limita hr(])n fla+ et) /(@)
11— +

hovorime,

, ad
Ze f md derivaciu v bode a v smere ¢, oznacujeme: a—]_c(d).
e

Geometricky vyznam derivécie v smere:

Pomocou derivacie funkcie f(x,y) v bode Py = (x0,y0) a v smere ¢ mdZeme vypo-
¢itat’ smernicu doty¢nice ku kvivke plochy z = f(x,y) v bode P = (x0,y0,20), kde ta
krivka je rezom plochy rovinou, ktora je kolma na rovinu Xy, rovnobezna s vektorom
¢ a obsahuje bod P.

Pozndmka 9. Pre n=2:

e parcidlna derivdcia funkcie f(x,y) podl'a x v bode (xo,yo) je derivdcia v bode (xq,yo) v
smere & = (1,0),

e parcidlna derivdcia funkcie f(x,y) podl'a y v bode (xo,yo) je derivdcia v bode (xq,yo) v
smere e = (0,1).
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Veta 9. (veta o derivacii v smere)

Ak funkcia f je diferencovatel'nd v bode a, potom v tomto bode existuje v kaZdom smere deri-

J
vdcia a pocita sa to nasledovne: a—Je_C(d) = gradf(a)e, pricom gradf(a) = (ngl(d), ey a%(a‘))
alel=1.

Doékaz:
Poznamka 10. e Ak oy,i =1,...,n su uhly, ktoryj zviera vektor é s osami x; a funkcia
o . _ oOf v _x 9
f(x1,...,x,) jediferencovatelnd v bode a= (ay,...,a,), potom E(a) = ,ZT 8_x,~(a) cosQ,; .

o Ak o je uhol, ktoryj zviera vektor é s osou x a funkcia f(x,y) je diferencovatel' nd v bode

0 0 d )
(x0,Y0), potom 8_]ej(x0’y0) = %(xo,yo)cosoc-k a—]yf(xo,yo) sindl.

o gradient funkcie f v bode a charakterizuje smer a vel'’kost’ maximdlneho rastu tejto
funkcie v bode a.

A naozaj, lebo 3—];(51) = gradf(a)é = |gradf(a)||é|cos@ = |gradf(a)|cos@, pricom @ je

uhol, ktory zviera vektor gradientu a vektor ¢, a najva¢siu hodnotu nadobtda vtedy
ak cosp=1.

Definicia 11. .
Nech funkcia f: M — R je definovand na mnoZine M C R" a md na tejto mnoZine v bode
... d d d . o o
a derivdcie: —f(d), —f(d), e —f(d). Parcidlne derivdcie tychto derivdcii v bode a nazy-
0x1 0x> ox;,

vame parcidlne derivdcie druhého radu funkcie f podl'a x;,x; v bode a, oznacujeme:
’f " o N o .
I, (a) alebo fax; (@), pre i = j zvycajne ﬁ(a) alebo fxiz (@).
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o Ak i# j parcidlne derivacie nazyvame zmieSanymi parcidlnymi derivaciami.
e Podobne sa definuji parcidlne derivécie k-tého radu.

Veta 10. (Youngova veta)

Nech funkcia f: M — R je definovand na otvorenej mnozine M C R". Ak md tdto funkcia také
parcidlne derivdcie of a % , ktoré sii diferencovatel'né v bode a, tak potom nezdvisi od poradia
J

Bx,-
derivovania pri zmiesanych derivdciach druhého rddu, t.j. plati 7/ ) (@)
p y ’ ] p axj'ax,' B axiaxj' a-

(@)

Doékaz:

Definicia 12. .

Hovorime, Ze funkcia f(xy,...,x,) je k-krat diferencovatel'na v bode a, ak sii diferenco-
vatel'né vsetky parcidlne derivdcie funkcie f(xi,...,x,) rddu k—1-ého a ak vsetky parcidlne
derivdcie tejto funkcie, ktoré siu rddu nizsie ako k — 1, sii diferencovatel'né v istom okoli bodu
a.

Poznamka 11. Ak funkcia je dvakrdt diferencovatel'nd, tak totdlny diferencidl totdlného dife-
rencidlu, t.j. d [df(x,h)] (%,h) sa roond

d[df(%h)] (% h) =d [f,(x, ) + fy(x,9)h2] (%, h) = a% Lfe(e, 3+ £y (x,y)ha] hi+

0
3 [fi(xe, )bt + £y, 9)h2) by = [l (e, y)hT + £ (x,9)hiho + fi(x,9)h3,

pricom sme vyuZili Youngoou vetu pre rovnost’ parcidlnych derivdcii %8]; = ;j—a]; :
Definicia 13. .
Ak funkcia f(xi,...,x,) je k-krdt diferencovatelnd v bode a, potom vyraz d*f(a,x) =
aixl(xl —ay) —|—...+aixn(xn—an) k fla) nazyvame k-tym diferencidlom funkcie
f(x1,...,x,) vbode a.

Pritom pod symbolom, ktory sme pouzili, rozumieme toto: pouZijeme vzorec pre k-

tu mocninu vyrazu v zatvorke a potom namiesto mocnin znakov I berieme parcidlne
Xi

derivéacie funkcie f(xi,...,x,) v bode a takého radu, akd je mocnina. Mocniny ¢isel
(x; —a;) zostdvaju mocninami.
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3.3 EXTREMY FUNKCIE VIAC PREMENNYCH

Definicia 14. .

Nech funkcia y = f(x1,...,x,) je definavand na mnoZine M. Hovorime, Ze funkcia f md v
bode a € M lokidlne minimum (lokdlne maximum), ak existuje také okolie O(a) bodu
a, Ze pre kazdé x € O(a)NM je f(x) > f(a)(f(x) < f(a)). Ak pre kazdé x # a plati ostrd
nerovnost’ f(x) > f(a) (f(x) < f(a)), tak hovorime, Ze funkcia md v bode a ostré lokalne
minimum (ostré lokdlne maximum). Lokdlne minimd a maximd sa nazyvaji extrémy fun-

kcie f.

Veta 11. (Nutnd podmienka existencie lokdlneho extrému)

Ak md funkcia f v bode a extrém a ak existujii vsetky jej parcidlne derivdcie prvého rddu v

0
bode a, tak sa vsetky rovnajii nule: a—(d) =0,i=1,...,n.
Xi
Dokaz:
Definicia 15. .

Bod, v ktorom uvaZovand funkcia md vsetky parcidlne derivdcie proého radu nulové, sa nazyva
staciondrnym bodom tej funkcie.

Poznamka 12. e Pri funkcii dvoch premennijch to vlastne znamend, Ze v bode, kde je lo-
kdlny extrém, md graf tejto funkcie dotykovii rovinu rovnobeznii s rovinou Xy.

o V staciondrnom bode nemusi mat’ este funkcia extrém

o Ak md funkcia extrém v nejakom bode, to eSte neznamend, Ze ten bod je aj staciondrnym
bodom.

o Funkcia moze mat’ lokdlny extrém len v tyych bodoch, v ktorijch sa vsetky parcidlne derivd-
cie prvého rddu, ktoré existujii, rovnajii nule, alebo v ktorych Ziadna parcidlna derivdcia
neexistuje.

Priklad 10.  Zistite lokalne extrémy funkcie f(x,y) = x> +y?, ak existujt.

J
Parcidlne derivacie st: —f()f) = 2x, of
ox dy
(0,0), teda je to stacionarny bod. Pretoze f(0,0) =0 a f(x,y) >0 pre kazdy bod (x,y) #
(0,0), mé tato funkcia v bode (0,0) ostré lokalne minimum. Dotykovéa rovina v tomto
bode je rovina xy.

(¥) = 2y, nutnd podmienka je splnend v bode

Priklad 11.  Zistite lokdlne extrémy funkcie f(x,y) = xy, ak existuja.

ox
funkcia v tomto bode vSak extrém nem4d, lebo nech si zvolime akékol'vek okolie bodu

(0,0), vzdy v iom budu existovat’ body, v ktorych je ta funkcia kladnd, a aj body, v
ktorych je zapornd. Napr. ak mame okolie 0(0,0) = (—9,9), tak pre bod A| = (%, %) ,

Parcidlne derivécie su: —f(f) =y, a—f()?) = x, stacionarny bod je teda bod (0,0). Tato
y

ktory je z toho okolia plati f(A;) = %2 > 0 ale pre bod A; = (—%, g) , ktory je z toho
okolia plati f(A2) = —a—z < 0. Teda bod (0,0) nie je lokdlnym extrémom.
14



Priklad 12.  Zistite lokalne extrémy funkcie f(x,y) =+/x*+y?, ak existuju.
Vieme, Ze bod (0,0) je bodom lokédlneho minima, lebo f(x,y) = y/x*+y* > 0= f(0,0)
pre body (x,y) # (0,0). Ale bod (0,0) nie je stacionarnym bodom, lebo parcidlne deri-
vacie v tomto bode neexistuju.

Veta 12. (Postac¢ujtca podmienka existencie lokalneho extrému)

Nech funkcia f: M — R je v bode a € M dvakrdt diferencovatelnd a nech bod a je jej staci-
ondrnym bodom. Potom pre funkciu f plati:

a) ak druhy diferencidl d*f(a,x) je kladny pre kazdé ¥ € M, tak md funkcia v bode a ostré
lokdlne minimum,

b) ak druhy diferencidl d°f(a,x) je zdporny pre kaZdé ¥ € M, tak md funkcia v bode a ostré
lokdlne maximum,

c) ak existujii také body v a z, Ze d>f(a,y).d*f(a,z) < 0, tak funkcia nemd v bode a lokdlny
extrém.

Doékaz:

Poznamka 13. Tdto veta uddva postacujiicu podmienku existencie extrému, ale ak ju mdme
prakticky vyuZit', treba vediet’ metédu urcovania znamienka 2. diferencidlu: Druhy diferencidl

T df . .
2 = = _ P .
d°f(a,x) = ~Z_:1 m(a) (xi —a;)(xj —aj) je kvadratickd forma premennych
LJ=
X| —dai, X2 —az,...,xX, — a, a parcidlne derivdcie 3 ag (a) su koeficienty tejto kvadratickej
Xi0Xj

formy, preto predchddzajiica veta sa dd pisat’ aj nasledovne:

a) ak d*f(a,x) je kladne definitnd pre kazdé % € M tak f md v a ostré lokdlne minimum,
b) ak d*f(a,x) je zdporne definitnd pre kazdé X € M, tak f v a ostré lokdlne maximum,
c) ak d*>f(a,x) je indefinitnd kvadratickd forma, tak f nemd v a lokdlny extrém.

Plati nasledujtca veta:

Veta 13. (Sylvestrova veta)

Ak Dy je determinant symetrickej matice zostavenej z koeficientov kvadratickej formy

o - of -
axlaxl (a) e axlaxk (a)

d*f(a,x), tj. Di(a) = : : pre k =1,...,n tak kovadratickd forma je:
of (- o -
0x;.0x1 (a) Tt Oxpdxy (a)

a) kladne definitnd prdve vtedy, ak Di(a) >0 pre k=1,...,n,
b) zdporne definitnd prdve vtedy, ak Dy (a) <0, Da(a) >0, D3(a) <O0,..., (=1)"D,(a) > 0.

e Ak k =n, tak determinant D, sa nazyva Hessian.

Priklad 13. Nech f(x,y)=x>+y> —x—y
a) Zistite lokalne extrémy funkcie, ak existuja!
b) M4 funkcia f min. a max. na mnoZine M = {(x,y €R?:0<y<1—-x,0<x<1)}?
Funkcia je diferencovatel'na vsade, existuju totiZ parcialne derivécie v kaZdom bode a

su spojité. Stacionarne body st (L _ L LI BN
' V3'V3)\WV3T VBT V3TV VBT VB
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lebo parcidlne derivécie prvého radu st: f,=3x>—1=0 pre x= , fy=3"—1=0

| »f
pre y = j:—3.
Parcidlne derivacie druhého radu su:

w=06x, fi, =0, fy, =6y ateda Di(x,y) = 6x a Da(x,y) =

6x O
0 oy’

1 1 1
V bode (— —) je lokdlne minimum, lebo D, (—,—) =6—=>0a
V3vi)) V3T
11 65 O
Dz(—,— = V3 T |=12>0.
1 1 1 1 1
V bode | —,——= ) neexistuje lokdlny extrém,lebo D; | —,——= | =6—=>0a
( 3 V3 ooy 1<¢§ \/§> V3
D (1 1) % % |__i<o
—,—— ] = =-12<0.
Va3 |0 —6k
V bode (—L L) neexistuje lokalny extrém, lebo D (— P 1 >——6 ! <0
) 3 V3 ) Y RV Y ARV
11 —60= 0
— V3
2(__7 )_ 1 _12<0
V3'V3 0 67
1 1 1 1
Vbode | ———,———= | je lokdlne maximum, lebo D —,——= ] =—6—=<0a
< 3 ﬁ)ll 1( V3 ﬁ) V3
1 1 —6—o= 0
Dy ———— V3 =12>0.
2( V3 Vi) | o —ek

Chceme este zistit’ minimum a maximum funkcie na mnoZine M .
To, Ze ma tato funkcia na tejto mnoZine najmensiu a najvacsiu hodnotu vyplyva z 2.
Weierstrassovej vety, totiZ mnoZina M je ohranic¢end a uzavretd, teda kompaktna.
Minimum a maximum by mohli byt’ v tych bodoch, v ktorych st lokalne extrémy zis-
tené v predchadzajticej casti, lenZe tie body teraz do naSej mnoZiny nepatria. Okrem
toho mozu byt tie extrémy uZ len na hranici tejto mnoZiny, t.,j. na stranach trojuholnika
s vrcholmi v bodoch [0,0], 0, 1],[1,0].

1. Na tsecke s vrcholmi v bodoch [0,0],[0,1], tj. v bodoch (0,y) pre y € (0,1), fun-
kcia f je funkcia s jednou premennou, ktorej extrémy I'ahko mozno néjst’:

1
() =f0,y) =y —y,y€(0,1),g(y) =3y*—1=0 pre y = i%,

v ktorom mé funkcia g lokdlne minimum. Minimdlna hodnota je

z ¢oho ndm vyho-

vuje iba y = 1
] y - \/§I

1

f (0, %) 3\/_ V krajnych bodoch tise¢ky je maximum: f(0,0) = f(0,1) =0 .

2. Na tsecke s vrcholmi v bodoch [0,0],[1,0], tj. v bodoch (x,0) pre x € (0,1), fun-
kcia f je teraz funkciou premennej x:

1
h(x) = f(x,0) = x> —x,x € (0,1),/(x) =3x> —1 =0 pre x = %,V ktorom ma funkcia
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ﬁ’()) 3\/_ V krajnych bodoch je

h lokdlne minimum. Minimdlna hodnota je f (
opat’ maximum: f(0,0) = f(1,0) =0.
3. Na poslednej strane trojuholnika funkcia f vyzerd nasledovne:
1
I(x) = f(x,1—x) =x>—3x,x€(0,1),I'(x) =6x—3 =0 pre x = 5@ ma tam lokalne mini-

11
mum. Minimdlna hodnotaje f ( X 2) = 73 .Maximélna hodnota je v krajnych bodoch

tejto tsecky, ale tie uZ mdme vypocitané.

Teda funkcia f ma na mnozZine M

11 -3
e minimum v bode f<2 2) =7

e maximum v f(0,0) = f(1,0) = f(0,1) =0.
Definicia 16. .

Nech f(x1,...,xn) je funkcia definovand na mnoZine M. Oznacme N mnoZinu vsetkych bodov
X =(x1,...,%n), ktorych siiradnice spfﬁaju’ rovnice gi(x1,...,x,) =0prei=1,....m, kde m <
n. Potom lokdlne extrémy funkcie f na mnoZine N sa nazjvajii viazané lokélne extrémy a
rovnice gi(x1,...,x,) =0, ktoré uréujii mnoZinu N vazbami.

Poznamka 14. :

o V predchddzajiicom priklade sme uZ pocitali viazané extrémy a to pri viizbe napr.
8(x,y) = x, alebo g(x,y) =y resp. g(x,y) =x+y—1.

e Pre n = 2: ak predpokladdme, Ze funkcie f a g si dvakrdt diferencovatelné, moZeme
postupovat” dvoma spdsobmi:

a) z rovnosti g(x,y) =0 vyjadrime y = @(x) (ak sa dd) a hl'addme extrémy funkcie jednej
premennej f(x,(x))

b) Lagrangeovou metédou, ktord spociva v tom, Ze ndjdeme extrémy funkcie F (x,y,A) =
f(x,y)+Ag(x,y), kde A je zatial neurcité redlne ¢islo, tzv. Lagrangeov multiplikator.

Tidto funkcia je definovand na mnoZine N . Pre kazdij bod (x,y) € N je g(x,y) =0, teda pre
tieto body F(x,y,A) = f(x,y). Predpokladajme, Ze v bode (xo,yo) € N md funkcia F(x,y,\)
napr. lokdlne maximum.

Teda vieme, Ze pre bod (xo,y0) € N plati F(xo,y0,A) = f(x0,y0) a pre kazdy bod (x,y) z istého
okolia O bodu (xo,yo), v ktorom je F(x,y,\) definovand plati:

F(x7y7}”) = f(x,Y) +}”g(x7y) < F(x()ay()a}\') = f(x07y0)'

Ale kazdy bod (x,y) z okolia O je aj z mnoZiny N, preto f(x,y)+Ag(x,y) = f(x,y), a teda
f(x,y) < f(x0,y0), t.j. v bode (x0,y0) md lokdlne maximum aj funkcia f(x,y) na N.

Cim sme vlastne dokdzali naledujiicu vetu.
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Veta 14. (veta o viazanych extrémoch)

Ak funkcia F(x,y,A) = f(x,y) +Ag(x,y) md v bode f(xo,yo0) lokdlny extrém, tak funkcia
f(x,y) md v tomto bode lokdlny extrém viazany podmienkou g(x,y) = 0.

Poznamka 15. :

o Opacnd implikdcia neplati, teda je to len postacujiica podmienka, preto tdto metéda hl'a-
dania viazanych lokdlnych extrémov nezarucuje ndjdenie vsetkych viazanych lokdlnych
extrémov.

Priklad 14.
Néjdite viazané extrémy funkcie f(x,y) =2xy pri viazbe x—y =0.
Lagrangeova metdda:
Néjdeme lokélne extrémy funkcie F(x,y,A) = 2xy+A(x —y). Systém rovnic

Fl(x,y,A) =2y+A =0 1)
Fy’(x,y,K):2x—7»:O (2)
F}i(x7y77\’):x_y:() (3)

ma jediné rieSenie (0,0,0).

Sylvestrovu vetu teraz nemozeme vyuzit, lebo D;(0,0,0) =0.

Dosadime ¢iasto¢ne za A:F(x,y,A) = f(x,y) = 2xy, ale tato funkcia nema v bode (0,0)
extrém, lebo v susedné kvadranty maji opa¢né znamienko, teda neexistuje okolie bodu
(0,0) take, Ze by v iom mala funkcia konstantné znamienko.

Na druhej strane, ak pouZijeme metdédu a), dostaneme z vazby y = x a funkcia
f(x,y) = 2x*> ma v bode x = 0 minimum. Preto funkcia f(x,y) = 2xy méa v bode (0,0)
pri viazbe x —y = 0 viazané minimum.

4. FUNKCIE URCENE IMPLICITNE

Majme funkciu F(x,y). Zaujima nds mnoZina N bodov priestoru R?, ktorych strad-
nice vyhovuju rovnici F(x,y) = 0. Bude to zavisiet' samozrejme od F, lebo ak napr.:

1. F(x,y) =x—y+1, tak zrovnosti F(x,y) =0 dostaneme, Ze mnozina N je mnoZina
bodov priamky s rovnicou y = x+ 1. Teda mohli sme ur¢it' mnozinu N miesto
rovnice F(x,y) =0 ako graf funkcie y = f(x)v, ¢o je pre nds vyhodné.

2. F(x,y) = x> +y?, tak z rovnosti F(x,y) = 0 dostaneme, Ze mnoZina N sa sklada
len z jediného bodu (0,0).
3. F(x,y) =x*+y?>+1, mnoZina N je prazdna.

4. F(x,y)=x>+y*—1,tak mnoZina N je mnoZina bodov kruZnice so stredom v bode
(0,0) a polomerom r = 1. Tu uz y nemo6zeme vyjadrit' jednoznacne, lebo k hocik-

torému &islu x € (—1,1) existuja dve hodnoty y, bud’ v'1 —x? alebo —v'1 —x2.
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Definicia 17. .

Funkciu y = f(x) (ak takd existuje), ktorej graf je mnoZina bodov N, uréend rovnicou
F(x,y) =0, nazyvame funkciou uréenou implicitne rovnicou F(x,y) =0.

Poznamka 16. :

o V poslednom priklade vidime, Ze nendjdeme takii funkciu y = f(x), ktorej graf by bol
totozny s celou mnoZinou N, t.j. v nasom pripade kruZnicou.

Ak si vyberieme bod napr. <\/l§, %) € N a vytvorime dvojrozmerny interval

/ ( 1 ¢ 1 +§) < 1 1 N )
=\ =46 —F7= X| —F=—T,—F#= )
V2 T NV R
kde 0 <& < % ,0<n< % , tak do toho intervalu padne istd cast’ bodov mnozZiny N, a to
takd, Ze ku kaZdému Cislu x, € (\% —&, \% + é) bude rovnicou F(x,y) =x>+y*—1=0
priradené len jedno také y;, Ze y; € (% -, \% +n) a F(x1,y1) = 0. Teda rovnicou
1

F(x,y) = x* +y*— 1 =0 je na intervale <% —E&, \/% + &) definovand jedind funkcia, a

to y =+/'1—x?%, ktorej graf je totozny s mnoZinou tych bodov mnoziny N, ktoré lezia v
intervale I.

19



Veta 15. .

Nech F(x,y) md nasledujiice vlastnosti:
1. F(x0,y0)=0

2. Na istom okoli O(xo,yo) bodu (xo,yo) je funkcia F(x,y) spojitd a md tam tieZ spojiti
parcidlnu derivdciu Fy(x,y).

3. Fj(x0,y0) #0

Potom existujii ¢isla & >0 a n > 0 také, Ze rovnicou F(x,y) =0 je na intervale (xo—&,x0+E)
urcend jedind funkcia y = f(x) takd, Ze pre kazdé x € (xo —&,x0+&) je

a) F(x) € (yo—m,y0+M) a f(x0) =0

b) F(x,f(x)) =0.

Okrem toho je tdto funkcia f(x) spojitd na (xo —&,x0+¢&).

Bez d6kazu

e O funkcii f(x) hovorime, Ze je urtend implicitne rovnicou F(x,y) =0 a bodom
(XO;)’O) :

Veta 16. .

Nech funkcia F(x,y) splita predpoklady uvedené v predchddzajiicej vete a navyse md na okoli
O(x0,y0) spojité parcidlne derivdcie aZ po rdd k. Potom aj funkcia f(x), ktord je urcend rovni-
cou F(x,y) =0 implicitne na intervale (xo —&,xo +&), md na tom intervale spojité derivicie
az po rdd k.

Doékaz:

Priklad 15.
Néjdime derivaciu funkcie f(x), ktord je implicitne uréend rovnicou
x*+y?—3x+4y4+10=0 abodom (1,2).Teda F(x,y) = x*>+y? —3x+4y+10. Tato funkcia
je spojitd a ma aj spojité parcidlne derivacie a F(1,2) = 0. Parcidlna derivacia podla y
v bode (1,2) je nenulova, teda

oF

5= 2x—3
flx)=—45=— :

% 2y+4

Pre x =1 a y =2 potom mame, Ze f'(x) = 3.
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