SIKME PREMIETANIE

II. SIKME PREMIETANIE

1. Princip zobrazenia, zakladné pojmy

AK pri rovnobeznom premietani smer premietania nie je kolma na priemetiiu, hovorime o Sikmom, kosouhlom,
klinogonalnom premietani.

Definicia 1.1
Zakladné pojmy a oznacenia:
- hlavna priemetia: v
- smer premietania: | - 'ubovol'na priamka, ktora je r6znobezna s rovinou v a nie je na fiu kolma
- osnova Sikmého premietania: osnova priamky |
- §ikmo premietacia priamka bodu A: |*- priamka rovnobezna s priamkou | a prechadzajica

bodom A
- Sikmo premietacia rovina priamky a: rovina rovnobezna s priamkou | a prechadzajica priamkou
a

- sikmy premiet bodu A: A =1"Nv

Zvol'me si bazu ortonormalnej stradnicovej sustavy <O; E*,E’, EZ> a hlavnu priemetiiu tak, ze XUz cv a
kladna polpriamka osi y je incidentna s kladnym polpriestorom s hranicou v .
Bodom A prechadza prave jedna $ikmo premietacia priamka |*, ktora pretina priemetiiu prave v jednom bode

A, , ale opacne to uZz nie je jednoznacné.

Na zarucenie obojstrannej jednozna¢nosti mame dve moznosti:
A) okrem Sikmého priemetu bodu do v, priradime ku kazdému bodu aj pomocny pravouhly priemet do v -
metoda Sikmého premietania s pomocnym pravouhlym premietanim,
B) okrem Sikmého priemetu bodu do hlavnej priemetne v, priradime ku kazdému bodu aj Sikmy priemet
pomocného pravouhlého priemetu bodu do pomocnej priemetne 7z (za predpokladu, Ze smer
premietania nie je s nou rovnoezna) - metéda Sikmého premietania s pouZitim pomocnej premietne.

Definicia 1.2

- kolmo premietacia priamka bodu A: I’ -
priamka kolmé na v a prechadzajiica bodom
A

- kolmy prietem bodu A do v: A="I"Nv
- kolmo premietacia rovina priamky 1*:

—

/IA :IAAI!

Vlastnosti:
Pre vietky body A ¢ v st roviny A* navzajom rovnobezné,

, ;- N e . v o. A ”
preto s navzajom rovnobezné aj priese¢nice 4™ (v = A A, .

Priamky (vektory) A,A, st suhlasne oriantované, ak body
1




SIKME PREMIETANIE
A,, A su priemetmi bodu z jedného otvoreného polpriestoru

s hranicou v priemetni v . Body z opa¢ného polpriestoru maji nesthlasne orientovanu priamku S priamkou
A, A, , na obrazku je napr. bod C.

Definicia 1.3

- ordinala bodu A: spojnica bodov A,, A (Ag¢V)

- kladna orientacia ordinal: orientovany smer ordinal prisliichajtci bodu z kladného polpriestoru
s hranicou v priemetni v

Vetal.l
Zobrazenie f, ktoré kazdému vlastnému bodu A priestoru priradi usporiadanti dvojicu (Ak,Az) na

ordinéle alebo bodu M e v priradi dvojicu M, =M, (=M) je bijekcia.

Dosledok 1.1
Sikmé premietanie je urcena orientovanym smerom ordinal a §ikmo premietacou priamkou | .

[AA] _ orAA]
vy
Or|A2AK| = y*cotg, kde Or|A2Ak| je orientovand vzdialenost uvazovanych bodov a y* je vzdialenost bodu A
do priemetne v (tj. |AA)|).

Oznacme go;é(l,v), potom plati aj (DEZ(|A,V)E ZAAA a preto cote = =

Definicia 1.4
- pomer skratenia prislu§ného Sikmého premietania: pomer dlZky orientovanej Gisecky A,Ax a y-0vej
stiradnice bodu, t.j. k =cotge

- Sikma izometria: ak pomer skratenia je k =1
- distan¢na kruZnica prislichajica bodu M ¢ v : kruZnica priemetne so stredom v bode M, a
polomerom rovnajucim sa y" = |MM2| ,tj. ke (MZ, yM )

Sikmé premietanie s priemetiiou v je dimetriou v tom zmysle, Ze vo v§eobecnom pripade sa jednotky na
suradnicovych osiach X, Z zachovavaju a meni sa (skracuje alebo predlzuje) jednotka na suradnicovej osi Y.

Désledok 1.2
Sikmé premietanie je urcend orientovanym smerom ordinal a pomerom skratenia, resp. usporiadanou dvojicou
(Mk, MZ) pre bod M z kladného otvoreného polpriestoru s hranicou v a diStan¢nou kruznicou.

Ak v ulohach bude metoda Sikmého premietania uréena Sikmym a pravouhlym priemetom l'ubovolného bodu
M (leziaceho vo vnutri kladného polpriestoru s hranicou v priemetni v) a diStan¢nou kruznicou prislichajucou
bodu M alebo pomerom skratenia $ikmého premietania, tak tento fakt sa bude zapisovat’: SP = (M oM,y )

Uloha 1.1
SP Z(Mk,l\/lz;y'vI ) Zostrojte uhol Sikmo premietacej priamky bodu M s priemetiiou. Zistite orientovanu

vzdialenost’ bodu A=(A<, AZ) od priemetne. Dourcte chybajuce obrazy bodov B = (?, Bz) aC= (Ck,?) tak,
aby y° =-5ja y°*=-y®.

Riesenie:
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B) Metéda Sikmého premietania s pouZitim pomocnej premietne:

Definicia 1.5

- pomocny kolmy priemet bodu A do =:
Aerx , AAL 7z
- Sikmy pédorys bodu A: A, -

1*Nv=(A), = A,, kde Ael® 1%l

Vlastnosti:
Kedze AA|v, tak A A | AA ateda A,AAA je

rovnobeznik. Pre body Ae¢ 7 plati, ze

AA Lx=x =%, a|AA]=2"
Ak A lezi v kladnom polpriestore
s hranicouv 7 a B v opacnom polpriestore, tak
A A a B, B, suorientované nesuhlasne.

Ak Cer, tak C=C apreto Cy =C, .
Ak Dev,tak D=D, a D, =DeXx,.

1€

Spojnicu Sikmych priemetov a Sikmych pddorysov
bodov priestoru nazyvame ordinalou Sikmého
premietania s vyuZitim pomocnej priemetne.

Veta 1.2

Zobrazenie F, ktoré kazdému vlastnému bodu A priestoru priradi usporiadanti dvojicu (AU Ak) na
ordinale kolmej na os x, alebo M, =M,, (ak M ) je bijekcia.

Pre vic¢Siu ndzornost sa obe pripady Sikmého premietania kombinuji navzdjom a nazyvame to technické Sikmé

premietanie.

Plati, ze AA,|AA*, MkHAAk AA|AA, a AAAA =AAA'A,, preto or|AA|=ky* a teda

or

A” Alk‘ =ky*a 0r|A1kAk| =2", kde k je pomer skratenia daného $ikmého premietania.
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Technické Sikmé premietanie sa Casto zadava velkost'ou uhla @ orientovanej ordinaly Y,Y, s orientovanou

zékladnicou a pomerom skratenia. Tento fakt sa bude zapisovat’: SP = Qw|, k).

Uloha 1.2
SP 2(120",%). Zobrazte body A=(3,6,5), B=(6,-3,2) a C =(6,4,-5).
Riesenie:

2. RieSenie polohovych a jednoduchych metrickych tloh
SP = (Mk,MZ;yM)

Obraz priamky:

Priamka a je uréena svojim Sikmym priemetom a pravouhlym priemetom (ak : az), ak tieto nelezia na priamke
rovnobeznej s ordindlou M, M, .

Priamka a nie je uréend svojim Sikmym priemetom a pravouhlym priemetom (a,,a,), ak a, =a,| M,M, (t].
ak kolmo premietacia a Sikmo premietacia rovina priamky je totozna), vtedy treba zadat' priamku pomocou
dvoch jej bodov.

Uloha 2.1
a) Najdite stopnik priamky a= (ak,az), zvolte body ABea tak, aby Aev  a Bev'. Zistite
vzdialenost’ tychto bodov od priemetne a uhol = Z(a,v).
b) Zobrazte 'ubovol'né priamky b, c, d tak, aby: b//v,b ¢ v; ¢ L v;d je Sikmo premictacia priamka.
Riesenie:

a)

X
a,

M,
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Obraz roviny:

Uloha 2.2

Je dané rovina =n“A, A=(A_A,) abod B=(B,,B,). Zistite incidenciu bodu Bs rovinou & . Douréte bod
C =(?,C,) tak, aby bol bodom roviny « .

RieSenie:

M,

Uloha 2.3

Dana je rovina o =n”A. Zobrazte jej hlavnu a spadovu priamku incidentna s bodom A, vzdialenost’ bodu A od
stopy roviny a uhol zhodny s uhlom danej roviny s priemetiou.
RiesSenie:

a
ny
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Priklady:

1.) Dand je rovina & =n“Aabod B =(B,,B, ). Zostrojte rovinu 2B < S, 8| a).

ktl

2.) Uréte priamku b =(?,b, ) tak, aby s priamkou a=(a,,a,) uréili rovinu ¢ = ab. Potom urte vzajomna
polohu priamky m=(m_,m,) a roviny « .
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SP = Qw|, k)

Obraz priamky:

Uloha 2.4
Zistite stopniky priamky a = (ak , aik) vo v§eobecnej polohe vzhl'adom na roviny 7 a v.

Riesenie:

a,,

Uloha 2.5
V tlohach a) — f) dourgite priamku m tak, aby platilo:a)mc v:b)mc z;c)Aem,mll z;d)Aem mll v;
e)Aemmlv;f)Aemm.Ll z. Vo vsetkych pripadoch zobrazte existujuce stopniky priamky m.

Riesenie:
my \\\\ X1k
~ N
~ 7z
S \\\\
X1k mlk\\\\
a) b)
A, 0
xlk
”,*” my
e ;
1k |
6
Ay
c) d)
4,
Ao ;
Y
// X1k X1k
Y, o Ay
oA,
e) f)
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Obraz roviny:

Uloha 2.6

Dourc¢ite bod (body) roviny a a zostrojte aj chybajuce stopy roviny, ak

a) M :(Mk,?), a=n“p*; b) M :(?,Mlk), a =n”p“ (aka polohu ma rovina?);

c) AZ(AU?), B:(?’Blk)'

alxz d) A=(A.?), B=(2,B,), alv.
Riesenie:
a)
"
M,
o
le
P;

b)

ny

Xk

My,
° [

P

c) d)
Ao
Xk Y,
B]k Yko//////
al/(

Uloha 2.7

Dourcite priamku m tak, aby lezala v rovine «, ktora je dana: a) o =n“p“;

c) priamkou a a bodom A (A ¢ a);

Riesenie:

a)

b)

ay

b) dvoma rovnobezkami a,b;

-
-
-

-
-
——
-
-
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c)

Alko - T~
47
Uloha 2.8
Zobrazte rovinu prechadzajiicu danym bodom A a rovnobeznt s danou rovinou ¢, ak: a) ¢ =n“p“;
b) « je kolma na priemetiiu v; C) « je rovnobezna so stradnicovou osou X;  d) « je kolma na pomocnu
priemetnu .
Riesenie:

a)

X1k

c) d)
nl‘: A/ [
A, °
. S X1k rd
A s Yk A0
28
2
Veta 2.1

Medzi podorysmi bodov a Sikmymi pddorysmi bodov je vztah osovej afinity, ktorej osou je obraz
zakladnice X, .

Dokaz:
Sikmé premietanie Gtvarov roviny 7 do v oznaCme f :(ﬂ)—)(ﬂlk). OtocCenie je mozné vyjadrit pomocou

rovnobezného premietania, preto oznaéme g : (7)— (7,).
(7)) ——> (=)
Potom vzt'ah medzi (z,) a (7, ) mozno vidiet ne diagrame: fl

(”lk )
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Preto pre h:(z,)—(z,) plati h= f(g’l). Sta¢i dokazat’, ze toto zobrazenie ma silno samodruznu priamku.

Naozaj, pre body M na priamke x plati, ze M =M, =M, . 0

Veta 2.2

Medzi Sikmymi podorysmi bodov a Sikmymi priemetmi bodov roviny « (rovina « nie je kolma na =,
nie je Sikmo premietacia) je vzt'ah osovej afinity, ktorej osou je Sikmy priemet pddorysnej stopy roviny « .
Dokaz:

Sikmé premietanie utvarov roviny « do v oznaéme f :(a)—)(ak). Pravouhly priemet utvarov roviny « do

7 oznaéme Q: (a)—) (&),

—

a) —— ()
\2

f
Potom vzt'ah medzi (o, ) a (e, ) mozno vidiet ne diagrame:
a) — ()

(=]

—

Preto pre h: (e, )—(cy, ) plati h= f(g(f ‘1)). Staci dokazat’, ze toto zobrazenie ma silno samodruznt priamku.
Naozaj, pre body M na priamke p,” plati, ze M, =M, . 0

Priklady:
1) VSP= (135",]/ \/E) zobrazte pravidelny Sestuholnik v rovine 7, ak je dany stred S =(5,4,0) a jeden
vrchol A=(3,6,0).

2) VSp= (135°,]/ J2 ) zobrazte Cast’ rotacnej valcovej plochy V medzi rovinami 7 a a. Urcujuca kruznica
k plochy V ma stred S, polomer plochy sa rovnar. [S (4, 6, 0), r = 3,5]; (9, w0, 7)]

10
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3. RieSenie metrickych aloh

Uloha 3.1

Uloha 3.2

11

Veta 2.2

Medzi Sikmymi priemetmi bodov roviny o
(rovina a nie je rovnobezna s v, nie je Sikmo
premietacia) a oto¢enymi polohami téchto bodov
(pfi otacani roviny « do v) je vztah osovej
afinity, ktorej osou je Sikmy priemet stopy roviny
a.

Dokaz:

f:(a)>(e,) - ikmé premietanie roviny « do v

9:(a)—>(a,) - rovnobezné priemetanie v smere kolmom
na rovinu simernosti rovin a a v

(@) —— (a)
Potom h:(e, )—>(a,), h=g(f ) gV

(o)

Pre body M na priamke n’ plati, ze M, =M. 0
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Uloha 3.3

12
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Priklad:

SP =(135°,}/\/§j. Zobrazte kocku s jednou stenou ABCD vrovine «, pricom body a=(oo;2,5;3),

A=(L4;?), B=(-2;257).
Riesenie:

13
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4. Sikmy priemet gul’ovej plochy

Veta 4.1

Rovnobezny priemet gulovej plochy je elipsa a jej vnutro (alebo kruh). Ohniska elipsy su priemety
krajnych bodov priemeru gulovej plochy kolmého na priemetitu a dizka vedlajsej osi je zhodna
s priemerom gulovej vety (dosledok Q-D vety).

Uloha 4.1
SP = (Mk, M,; y" ) Zostrojte gul'ova plochu G = (S, r), S= (Sk,SZ)

Uloha 4.2
SP 2(135", %/Ej . Zostrojte polgul'u gul'ovej plochy G = (S,r) v zapornom polpriestore s hranicou 7 , priom
S=(0;50), r=5, m=(S,r)cx.

14
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