PRAVOUHLA AXONOMETRIA

|. PRAVOUHLA AXONOMETRIA

1. Princip zobrazenia, zakladné pojmy

V priestore si dané priamky (osi) X Ly L z, ktoré prechadzaju jednym bodom O. Tieto priamky urcia tri

navzajom kolmé roviny: 7 = ;y , V=XZ, =Yz - prva, druh4, tretia pomocna priemetiia.

Na tychto priamkach vyznaéme jednotkové body E*, E’, E’ nasledovne: E*ex,E’ey,E’ecz a
OE*|=|0E’|=|oE*
(O;E*E’,E).
Kolmy priemet bodu Mdo 7z,v,u
nazyvame 1.,2.,.3. priemetom,  resp.
podorysom, narysom, bokorysom bodu
M a oznac¢ime ich M;,M,, M.

Nech & je l'ubovolna rovina, tzv. hlavna
priemetia, ktord neprechadza bodom O a
je roznobezna s priamkami X,y,z. Nech
osnova premietania je dana priamkou S,
ktora je kolma na hlavnt priemetiiu. Kolmy
priemet utvarov do ¢ oznacime dolnym
indexom ,,a .

Nech M =(xM Yy, z“"), kde
X" =(M*E*0),

yM :(MVEVO),ZM :<MZEZO) su deliace
pomery.

=e-zvolena jednotka. Inokedy povieme, Ze je dany ortonormalny stiradnicovy repér

Definicia 1.1
Zakladné pojmy a oznacenia:
- axonometricka priemetia: ¢
- axonometricky priemet bodu M : M, - kolmy priemet bodu M do ¢

- axonometricka siradnicova sastava : pravouhly priemet $tvorstena OE*E’E*do ¢

- axonometrické jednotky : e‘=O,EX|, e/=O,E)|, e’=O0,E|- dizky kolmych priemetov
usecieck OE*,OE”,OE’

- axonometricky podorys [narys, bokorys] bodu M : M, [M,,,M,, ] — pravouhly priemet bodu
M, [M,,M,]do ¢

—

- iI-ta ordindla bodu M (za predpokladu, ze M, = M,,) : priamka M,M

1=1,2,3

ia !

Definicia 1.2
Bijektivne zobrazenie ¢: E, — &x &, ktoré priradi bodu M usporiadana dvojicu ¢:M —(M,, M., ) [alebo

(M,,M,,), alebo (M, M,,)], pricom MMy,|z, [M,M,] v, M,M,| x,] alebo M,=M,
[M,=M,,, M, =M,, ] sa nazyva metéda pravouhlej (kolmej) axonometrie.
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Definicia 1.3

- axonometricky osovy Kkriz : axonometricky priemet
osi XY,z

- axonometricky trojuholnik : AXYZ , kde (X =xn¢&
Y=yne,Z=1Nn¢g)

e : e
- pomery skratenia prisluchajuce danje P.A.: u=—=2
€

y z

WL S+

€ e

- trojubholnik skratenia prislichajuce danje P.A.:
AABC , ktorého vrcholy st pity kolmic z vrcholov
axonometrického trojuholnika na jeho strany

Vetal.l
Axonometricky trojuholnik je ostrouhly.

Dokaz:
Chceme ukdzat’, ze vSetky vnutorné uhly AXYZ st ostré. Ukazeme to napr. pre LYXZ.

Podl'a kosinusovej vety v AXYZ plati: [YZ|" = |XY[ +|XZ[* = 2XY|XZ|cos £YXZ .
Z pravouhlych AOXZ, AOYZ, AOXY vyplyva:
ox[* +joz|" =|xz|, oY[* +[oz[ =vz[*, OX[* +[oY [ =|xY[.
Po dosadeni tychto vztahov do rovnosti vyssie, dostaneme
2
IOX |2 =|XY|XZ|cos LYXZ, tj. cosLYXZ = |)|(3>||()|(Z| >0 a kdeze ide o vnutorny uhol trojuholnika, tak
0< LYXZ <90, teda je ostry. 0

Veta 1.2
Axonometricky 0sovy kriZz pozostava z priamok, ktoré su
vyskami axonometrického trojuholnika.

Dokaz:

Dokazeme, Ze napr. z, je kolma na m

Plati, ze z L 7 (2 =07,z =Z,), z toho vyplyva, ze z L XY, ateda
OZ 1 XY .

Dalej, O_O; le (O, e¢), z toho vyplyva, Ze @ L XY.

Preto @ L XY, z &oho uz mame kolmost’ m LXY = m . O

Dosledok 1.1
Axonometricky  priemet O bodu O je otrocentrom

a

axonometrického trojuholnika AXYZ.
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Veta 1.3
Nech je dany v rovine ¢ ostrouhly AXYZ. Potom existuju prave dva rézne body O,0’, pre ktoré plati, Ze

kazda dvojica priamok OX Wﬁ, resp. o'X W ﬁ st navzajom kolmé. Body O,0" s sumerne
zdruzené podl'a roviny ¢ a ich pravouhlé priemety do ¢ splyvaji ortocentrom AXYZ.

Poznamka: Veta vlastne hovori, ze existuju dve pravouhlé
axonometrie, pre ktoré¢ je dany trojuholnik axonometrickym
trojuholnikom.

Dokaz:

Ak existuje bod O, tak jeho pravouhly priemet do &je
otrocentrom A X,Y,Z, (Dosledok 1.1).

Staci ukazat’ konstrukciu bodu O:

Chceme, aby OX LOY, preto O musi lezat’ na gul'ovej ploche

G spriemerom |XY|. Kedze £X,0,Y,>90°, tak bod O, je ©

vnutornym bodom gulovej plochy G.

Dalej chceme, aby O‘—Oa 1 &, preto bod O musi lezat’ na priamke
k, ktord je kolma na & a prechadza bodom O, .

Z toho uz dostaneme, Zze O ek (1G. Ked'Ze priamka k prechadza
vnatornym bodom gulovej plochy G, tak kNG ={0,0'}.

ESte sa tfeba predvedCit, Zze priamky OX,0Z, resp.

ﬁ,& si navzigjom kolmé. K tomu staci ukazat, ze
z7=0Z 1L OXY .

Oznaéme P,, ako prieseénik X,Y,(z, = {Pa}. Vieme, ze Z00O, L X.Y, , preto b?d 1 X,Y,. Z pravouhlého

AOX.Y, az Euklidovej vety o viske mame: |X,P,[)Y,P,| =|OP,[".
Dalej plati:  Y,P. LO,P., P.Z.lPX., Y.z, LlOX, .
|PaYa| _ |P O

v |Paxa|| = [P.X,[[PY,/=|P.O,|P.Z,] ateda

Z tohto mozno usudit, ze AY,P,Z,~AQ,P, X, aplati
P,0,||P.Z,| =[OP,|". Ak uvazujeme AOP,Z,, tak na zéklade Euklidovej vety o odvesne plati, e /P,0Z, =907,
t.. ZLO_P; apreto z L OXY . 0
V ¢om sa lisia tieto dve axonometrie?

Ak O je za priemetiou, tak sa jedna o nadhPad, ak O je pred priemetfiou, tak sa jedna o podhl’ad.
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Specidlne typy axonometrie:
e izometria: axonometricky trojuholnik je rovnostranny (uhly 0Si X,y,z S rovinou & st zhodné,
axonometrické jednotky maju rovnaku velkost)
e dimetria: axonometricky trojuholnik je rovnoramenny (uhly dvoch stradnicovych osi S rovinou ¢ st
zhodné, axonometrické jednotky na téchto osiach maji rovnaku velkost)
e trimetria: vSeobecna poloha

Uloha 1.1
Dany je axonometricky trojuholnik AXYZ a jednotkova dizka e. Zostrojte axonometrické jednotky, ak

XYZ = (10,9.12) = (XY, )vz||xZ|)
Riesenie:
Ulohu mozno riesit’ dvojakym sposobom:
1) pomocné priemetne 7,v,u oto¢ime do axonometrickej
priemetne & - konstrukcia axonometrickych jednotiek na
osi X,y
2) axonometrické premietacie roviny stradnicovych osi

sklopime do axonometrickej priemetne ¢ - konStrukcia
axonometrickej jednotky na osi z
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1) Oto¢ime rovinu 7 okolo priamky XY =z (& do roviny &.

Ak chceme najst’ otoc¢ent polohu O, bodu O, tak vieme, Ze tento bod lezi v axonometricky premietacej rovine
A, ktorej axonometricky priemet je priamka totozna S axonometrickym priemetom z, . Pri konStrukcii bodu O,
eSte vyuzijeme pravy uhol £XQOY, preto O, lezi na talesovej kruznici opisanej nad useCkou XY .

Medzi otocenymi polohami a axonometrickymi priemetmi bodov je vztah pravouhlej osovej afinity f , ktorej
osou je priamka X.Y, a dvojicou bodov vzor-obraz O, ,Q,.

f1(7) = (7). f(X.Y.:0..0,)

a a’

Na oto¢ent polohu X, =O,X,, Y, =O,Y, nanesieme danu jednotkova dizku e a potom v inverznom zobrazeni
f  najdeme hladané body: f -1(on): EX, f "l(Eoy ): E).

2) Sklopena poloha (O) bodu O sa zostroji s vyuzitim pravého uhla ~£ZO1, kde 1= A1 XY a pravého uhla
£00,Z . Preto bod (O) lezi na talesovej kruznici opisanej nad UseCkou 1,Z_ a na priamke, ktord prechadza

bodom O, a je kolma na priamku z,. Na sklopenu polohu nanesieme pozadovanu dizku e.

z
Vsimnime si, Ze uhol y = /0, (Z )(O) je ni¢ iné, ako £z a vidime, ze COSy = fa_ W (t.j. pomer skratenia).
e
e, e’ .
Podobne, ak az=/xe a p=ZLye, tak cosa=-2=ua cosf=-2=v. Plati, ze cosa :S|n(90° —a),
e e

cos S =sin (90° - ,b’), cosy =sin (90° — )/), kde (90° —a), (90° - ﬂ), (90° - 7/) st v danom poradi uhly priamky
OT)a so suradnicovymi osami X, Y, Z.
o X o Y o z
Ak O, =(Xo, Yo, 2,) a d =|00,| =|O¢], tak cos(90 _a):FO’ cos(90 —,B)zFO, cos(90 _y):FO a
XS+ Yo +22
d 2
= cos’a+Cos’ fB+cos’y=2,t). U +vi+w =2,

0052(90" —a)+ cosz(90° —,B)+ 0052(90" —y)z = sin®a+sin® f+sin®y =1

Veta 1.4

a) Pre pomery skratenia v pravouhlej axonometrie plati u” +v> +w’ =2,

b) Axonometrické priemety suradnicovych osi st osami uhlov trojuholnika skratenia.
c) Pre strany trojuholnika skratenia plati: [BC|:|AC|:|AB|=u?:v? :w?

Dokaz:

a) Dokazané pred vetou.
b) Dokaz urobime vyuzitim obvodovych uhlov prislichajucich tomu istému kruznicovému obluku.

3
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Kedze /BZC=/XZC a £/BYC=z= /BYX, tak /BAX = /BYX = /BYC = /BZC = /XZC = £/XAC, tj. 0S X
je osou uhla ZCAB.
Analogicky aj d’alSie uhly.

C) Z b) vieme, ze /BCX = LYCA.

ZYAC =90 — ZCAX = 90" —%LCAB =90" - % (180" — ZABC - ZACB)=

= %(AABC + ZACB) = /ZABY + LACZ = ZAXY + LAXZ = LZXY

Z (u-u) vety potom vyplyva, ze ABXC~AYAC~A BAZ ~AYXZ , teda

& IBC|:|BX|=|BZ|:[BA = |AB||BC|=|BZ||BX|=|BO|’
’ BC|:[cX|=[cY[:|cAl = [BC|[cA=[cx |jcY|=|cof
|AB|:|AZ|=|AY|:|AC| = |AB||AC|=|AY||AZ|=|AO[

(posledna rovnost’ plati na zaklade Euklidovej vety o vyske). Ked'Ze

v,

U=cCosa, a=/Xe= /XX, aplati, z2 OO, L X, a OA L x, tak a=/ZA00, a u=COSa=|C()j—N = |OA|=9.
u
d2

2 2

Podobne |OB|= % ocC| =% , preto |AB||BC| :d—2 , |BC||ICA = % |AB|JAC|=—5 a po vydeleni pfisluinych
v u

rovnic dostaneme potrebny pomer. O

2

Dosledok 1.2
Pravouhlad axonometria je urcena:

e axonometrickou stradnicovou ststavou <Oa; E.,E), E;>

axonometrickym trojuholnikom
axonometrickym osovym krizom x, Uy, Uz,

e pomermi skratenia (t.j. trojicou kladnych realnych &isel u,v,w, pre ktoré plati u® +v*+w? = 2)

V predposlednom pripade si zvolime 'ubovolny trojuholnik, v ktorom st priamky axonometrického osového
kriza vySkami, za axonometricky (ide o posunutie priemetne).

2. RieSenie polohovych uloh

Definicia 2.1
- poddorysny stopnik priamky m: P" =mx

- narysny stopnik priamky m: N" =mv
- bokorysny stopnik priamky m: M™ =m() u
- axonometricky stopnik priamky m: R" =m[¢

Ak pozname obrazy dvoch bodov, napr. A=(A€U Aia), B :(Ba,bla) priamky m, tak priamka je jednoznacne

ur¢end so svojim axonometrickym priemetom m, = A B, a axonometrickym pédorysom m_, = A B, .

Skimajme rdézne polohy priamky vzhladom na priemetne, pricom priamky budu dané so svojim
axonometrickym priemetom a axonometrickym podorysom.
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Uloha 2.1
Néjdite stopniky priamky, ak existuju, ak je priamka
a) avo vieobecnej polohe  b) b|z c) cfv d) d|u e)elr f)fLe
RieSenie:
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Otéazka: Existuje taky pripad, ked’ priamka nie je uréena
svojim axonometrickym priemetom a axonometrickym
podorysom?

Vzajomna poloha dvoch priamok:
e rovnobezné priamky, ktoré nepatria smeru premietania, sa premietaju do priamok, ktoré su navzajom

rovnobezné

e axonometricky priemet a axonometricky podorys (narys, bokorys) priese¢niku ré6znobeznych priamok

leziana 1. (2., 3.) ordinale

e mimobezné priamky nemaji ziadny spolo¢ny bod, teda spolo¢ny bod priemetov priamok je priemetom

dvoch r6znych bodov

Axonometricky priemet roviny kolmej na axonometrickil priemetitu ¢ je priamka. Ak rovina nema tato
vlastnost, tak priemetom roviny je celd priemetna.

Definicia 2.2

poédorysna (narysna, bokorysna) stopa roviny «: p* =a\z (N“=av.m* =au)
axonometricka stopa roviny o : r“ =af\¢

hlavna priamka roviny « : priamka roviny « rovnobezna s axonometrickou priemetiiou ¢, t.j. h“(r®

hlavna priamka 1. (2.,3.) osnovy roviny « : priamka roviny « rovnobezna s priemetiiou 7 (v, i), t.j.
Iha pa (Ilha na ' Illha

m“)

spadova priamka roviny « : priamka roviny a kolma na axonometricka priemetiu ¢, t.j. s* Lr”
spadova priamka 1. (2.,3.) osnovy roviny «: priamka roviny a kolma na priemetiu 7 (v, ), t..
Isa _]_ pa(llsa J_na, IIISa J_ma)

Uloha 2.2
Douréte bod A a B tak, aby lezal v danej rovine a , pricom A=(A,?), B=(?,B,), a = p“n“.
Riesenie:

—
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Specialne polohy rovin:

a||7r
Blu

7
olranzcod
olu

olv

Veta 2.1
Medzi axonometrickymi priemetmi a axonometrickymi pddorysmi bodov tej istej roviny « (nie je kolma
na z ani na ¢) je vztah osovej afinity, ktorej osou je axonometricky priemet pddorysnej stopy tejto
roviny.

Podobne, medzi axonometrickymi priemetmi a axonometrickymi narysmi, resp. bokorysmi.

Dokaz:

Kolmé premietanie do 7 oznaéme f:E®— 7z, kolmé premietanie do & oznaéme E*>¢.
p

(a) — (al)
Potom vztah medzi (aa) a (ala) mozno vidiet' ne diagrame: gy g4
(aa ) (ala )
Obrazom bodu A e(a,) je A, €(,), kde g(f(g"l(Aa ))): A, . Staci dokazat,, Ze toto zobrazenie ma silno

samodruzntl priamku. Naozaj, pre body na priamke p; plati, Ze P, =F,. O
Uloha 2.3

Zostrojte axonometricky priemet AABC v rovine ¢ = p“n“, ak su dané axonometrické pddorysy tychto bodov.
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Uloha 2.4
Zostrojte priese¢nik priamky s rovinou, ak
a) priamkaje a= (aa, ala) a rovina je axonometricka priemetiia & .

b) priamka je ¢ =(c,,c,,) arovina je dani dvoma réznobezkami o = ab, a= (a,,a,),b=(b,,b,).

Riesenie:

a)

Veta 2.2

Medzi rovnobeznymi priemetmi dvoch rovinnych rezov tej istej hranolovej (kruznicovej valcovej) plochy
rovinami, z ktorych Ziadna nie je osnovova vzhl'adom na plochu, ani premietacia v danom premietani, je
vzt'ah osovej afinity s 0sou Vv priemete priesecnice rovin rezu.

10
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Uloha 2.5
V P.A. zostrojte cast’ valcovej plochy V medzi rovinami v a «, ak podstava valcovej plochy V je kruznica

kcv, k(S,r) arovina je dana a = p“n“.

Riesenie:

11
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3. RieSenie metrickych aloh

3.1. Vzdialenost’ bodu od priemetne

Nech A=(A,, A,). Na zistenie vzdialenosti |A| treba rozlisit’ dva pripady:

1) Ak bod A je bodom nicktorej osi, tak staci
uvazovat’ axonometricky premietaciu rovinu
tejto osi, sklopit ju priemetne a potom

|As|=|A(A).

2.) Ak bod A nie je bodom osi
X,y,z, tak |Ag|=|¢e|, kde

e a Aee'.

AN

3.2. Otacanie roviny do axonometrickej priemetne

Metrické ulohy sa zvicsa rieSia otocenim roviny do priemetne & okolo jej axonometrickej stopy. Plati totiz
veta, ktorej platnost’ je zrejmé z pravouhlého premietania.

12
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Veta 3.1

Medzi axonometrickymi priemetmi ttvarov roviny aich otoCenymi polohami do axonometrickej
priemetne je vztah pravouhlej osovej afinity, ktorej osou je axonometricka stopa roviny.

Zlozitost’ konstrukcie zavisi od polohy danej roviny:
1.) Ak rovina tUtvaru je niektora stradnicova rovina ,v,u, tak konstrukcia je zrejma z konstrukcie
axonometrickych jednotiek v 1. kapitole.

Uloha 3.1 A
Néjdite skutocnu velkost’ trojuholnika ABC, ktory lezi

v rovine v.
Riesenie:

2.) Ak rovina « utvaru je kolma na niektora

pomocnu priemetiu 7,v, i, napr. z, tak treba si ~.5
uvedomit, ze pre stopy takej roviny plati:
. n“Lp% m*Lp% n“m’z.
z . , , ..
me - Existuje teda pravouhlda osova afinita
: \Za file)—>(e),  FlrevoYe) . kde
Y*=ally a otoleni polohu tohto bodu
zostrojime pomocou pravého uhla Z1Y“2,
pricom 1= XY a 2=a(\YZ.
Y: X
2 -0
p a = ala i
= ya xa —~

13
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3.) Ak rovina a utvaru je vo vSeobecnej polohe, tak konstrukciu otoc¢enej polohy utvaru vysvetlime na
nasledujtcej ulohe.

Uloha 3.2 L
Zostrojte rovnostranny trojuholnik ABCV rovine « = p“n“, ak su
dané body A=(2,A,), B=(2,B,). b
Riesenie: J
d 5
\ r
d 1 Yo

14



PRAVOUHLA AXONOMETRIA
3.3. Dlzka dsecky

Uvedieme dve metody:
1.) Otocenie premietacej roviny priamky incidentnej s useckou AB do axonometrickej priemetne.

Ak postivame usecku AB, tak vzdialenost
posunutych bodov AB’ je zhodna so
vzdialenostou bodov A/B. Ak to
posunutiec vykoname tak, Ze jeden z bodov
A, B posunieme do bodu O, tak mozeme
konstrukciu vzdialenosti zjednoduhsit’.

Teda uvazujme bod C taky, Ze jeho

axonometricky priemet
resp. axonometricky pddorys tvori s bodmi
Aa y Ba ’ Oa ) resp Aia ’ Bla ! Ola

rovnobeznik. Ak nasa tloha je néjst dizku
usecky AB, tak sta¢i nam najst dizku
usecky CO.

UvaZujeme prvua premietaciu rovinu A
priamky OC. Stopy tejto roviny (ked’Ze je
ta rovina kolma na ) st na seba kolmé.
Oto¢me tato rovinu do & okolo jej
axonometrickej stopy, ¢o je priamka Z_1

kde 1, =4, "N X,Y,. Potrebujeme n4jst
otocent polohu nejakého bodu, napr. bodu
0. Rovina otacania bodu O je kolma
na priemetiu &, teda sa to zobrazi do
priamky kolmej na Z, 1. aprechadzajiicej bodom O,. Okrem toho uhol £(10Z) je pravy, teda uhol

£(1,0,Z,) je tiez pravy. Preto bod O, lezi na kruznici opisanej nad priemerom Z_1_ ana kolmici k priamke

Z,1, idacej bodom O,. Vyuzitim osovej afinity (os afinity je Z,1,, dvojica bodov O,,O,) medzi oto¢enymi
polohami a axonometrickymi priemetmi moézeme zostrojit’ bod C, a potom skutocna velkost’ danej tsecky je
10,C,|-

2.) Pomocou 4. priemetne, znaéme A, ¢im pravouhli axonometriu prevedieme na Mongeovo zobrazenie
preroviny € a 4.

Jeden priemet v Mongeovom zobrazeni bude totozny s axonomatrickym priemetom v pravouhlej axonometrie,
d’alsi priemet budeme znacit’ indexom 4.
Zvol'me si teda 'ubovolnt rovinu A, kolma napr. na priamku XY (teda A L &,4 L 7). Tato rovina nech je

nova priemetiia a pri oznafeni A Me = {)?} plati X,, =1, =¢,, X, =Y, €e¢,a’Z, c¢,.

Z kolmosti A L 7 vyplyva, ze x, je priamka. Pravouhly trojuholnik ZO1 (kde bod 1 je priese¢nikom priamky
XY s kolmo premietaciou rovinou osi z=2ZO na rovinu &) sa Vv 4. priemetni objavi v skuto¢nej velkosti.
Ked’Ze uhol A(ZOl) =90, aj L(Z 40414)2 90° ateda bod O, lezi na talesovej kruznici nad priemerom Z,1,
(1, = X, =Y,) ana ordindle t.j. na kolmici na os X,,. Preto =, =0,1, abody A, a B,, leZia na tejto priamke
ana ordinale iduce bodmi A, a B, . Stvrty priemet bodov A, B mozno zostrojit’ z vlastnosti, Ze AA LX,a
A4A14||O4Z4 (ked’ze AA1||OZ )
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PRAVOUHLA AXONOMETRIA
Ulohu ngjst’ dlzku usecky AB Vv Mongeovom zobrazeni dour¢ime skolpenim roviny x (acx,x L&) do

urovne &', kde B e &’,&'|e . Potom skutocna velkost Gisetky AB je dizka |(A)a(B)a| :

Xa4= €4 7\'3

N
N

/ 4
Z
(A)a e /724
/
/
/
Aav' / | 3 A4
; . -/
/ |
\
|
B,
YB Y X 14=X4=Y4
Z/a///Bla , ; a \B\lﬂ 14
Ala ; S 7‘54

a

3.4. Kolmica na rovinu « (ktora nie je kolma na ¢, ani s fiou rovnobezna)

Ak chceme zostrojit’ kolmicu k na danu rovinu «, tak viem, Ze kazda priamka tejto roviny je kolma na
priamku k, teda aj axonometrickd stopa r“ roviny «, pricom plati r,” =r”. Ked’Zze axonometricky priemet
kolmo premietacej roviny priamky k je priamka totozna s axonometrickym priemetom k, priamky k, z toho
celého potom vyplyva:

Veta 3.2
Axonometricky priemet priamky kolmej na rovinu, ktoré nie je rovnobezna s axonometrickou priemetiiou,
je kolmy na axonometricky priemet axonometrickej stopy roviny.

Teda pre k Lo plati k, L r.”. Na dourCenie priamky treba este zostrojit’ napr. jej axonometricky pddorys, pre

ktory plati, ze k, cz a k; L p;. Uvedieme tri spdsoby, pomocou ktorych mézeme v 7 zostrojit' navzajom

kolmé priamky.
1.) Otocenie roviny 7z do priemetne &, ¢o sme uviedli v 1. o
kapitole. ‘
2.) Pomocou ortocentra trojuholnika AO12 alebo AO13, pricom
p“ nu={}, p*“nx={2}, p*ny={3}, kde u je taka v ___—7

priamka, ktora prechadza bodom O kolmo na priamku XY
ajej axonometricky priemet sa splyva s axonometrickym P
priemetom osi z . /3
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PRAVOUHLA AXONOMETRIA
V rovine 7z pozname dva pravé uhly, preto dve vysky v AO12 av AO13, modzeme zostrojit nasledovne
- Ked'ze O2 1. O3 (lebo x L y), vyska trojuholnika O12 (resp. O13) idica vrcholom 1 je rovnobezna
s priamkou O3 (resp. s priamkou O2).
- Vyska trojuholnika O12 (resp. O13) iduca vrcholom 2 (resp. 3) je kolma na O1 a vieme, ze
Ol L XY, teda tieto vysky su rovnobezné s priamkou XY .
Priesec¢nik tychto vysok prislusného trojuholnika je ortocentrum V (resp.W ) trojuholnika AO12 (resp.AO13).

Tretia vyska, ktora prechadza bodom O, je incidentna s tymto ortocentrom a je kolmou na priamku p”.

Ked'Zze sme tu vyuzili iba rovnobeznost’ a incidenciu, ktoré sa zachovavaju pri rovnobeznom premieteni, tuto

konStrukciu  moézeme vyuZzit Z,.
priamo pri axonometrickom

podoryse a teda pre

axonometricky pddorys

kolmice k plati:

kla = aVa = OaWa

Poznamka: Tuto konStrukciu
mozeme vyuzit' aj pri hladani
axonometrického podorysu
spadovej priamky prvej osnovy
roviny «, nakolko plati, Ze
's/ Lpy.

3.) Pomocou roviny
p L, ktorej
podorysna  stopa je N

totozna s p”.

Pre priamku |, ktora je kolma na rovinu £ plati, ze |||7z a preto jej axonometricky priemet a axonometricky

pddorys st navzajom rovnobezné a teda |, I, [k, -

Uloha 3.3

Zostrojte bod M’ sumerne zdruzeny s bodom M =(M,, Mla) podla roviny o = W .
RiesSenie: &
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PRAVOUHLA AXONOMETRIA
3.5. Obraz kruznice k(S,r)

Priemet kruznice zavisi od polohy roviny, v ktorej sa kruznica nachadza:
a) Ak rovina je kolma na &, tak axonometrickym priemetom kruznice je tsecka.

b) Ak rovina je rovnobezna, alebo totozna s &, tak axonometrickym priemetom kruznice je kruznica
K, (Sa, r) zhodnd s danou kruznicou. Na obrazku je zostrojeny aj axonometricky pddorys tejto kruznici,
¢o je elipsa s hlavnou osou A, B, rovnobeznou so stopou pZ adizkou 2r. Pri jej konstrukcie moZeme

vyuzit' aj vztah osovej afinity medzi axonometrickymi priemetmi a axonometrickymi podorysmi bodov
tej istej roviny (Veta 2.1).

C) Ak rovina nema ani jednu vysSie pisani polohu, priemetom kruznice je elipsa. KonsStruovat jej
axonometricky priemet moéZeme pomocou otacanie roviny do priemetne (odsek 3.2), ale kvoli
vlastnostiam rovnobezného priemetu kruznice, mdzeme tuto konstrukciu trocha zjednoduchsit’.

Stac¢i si uvedomit’, Ze axonometrickym priemetom hlavnej osi elipsy Kk, je rovnobezna s osou otocenie, t.j. s

osou afinity z Vety 3.1, ¢o je axonometrickym priemetom axonometrickej stopy roviny kruznice. Ak najdeme
axonometricky priemet este jedného bodu kruznice, tak pruzkovou konstrukciou méZeme dourcit’ vedl'ajSiu os
elipsy k,. Tento bod mozeme zostrojit’ z vlastnosti kruznice, Ze je to mnozina bodov, z ktorych vidime priemer

kruznice pod uhlom 90°. Staci preto najst’ axonometrické priemety dvoch navzajom kolmych priamok roviny,
v ktorej leZi uvazovana kruznica.

Zlozitost’ konstrukcie navzajom kolmych priamok zavisi od polohy danej roviny:
1.) rovina kruznice je niektora pomocna priemetia z,v, u:

Postup napiseme pre k cv.
Hlavnd os A B, elipsy k, je rovnobezna s X,Z_ (t.j. s osou afinity medzi axonometrickymi priemetmi

Gitvarov roviny a ich otoéenymi polohami-Veta 3.1) a diZka hlavnej osy je polomer r kruznice k. Vieme, Ze
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PRAVOUHLA AXONOMETRIA

afinita z Vety 3.1 zobrazi os x, a z, do X, L z,. Ak vedieme bodmi A,, B, priamky, ktoré su rovnobezné
s osami X,, Z,, tak tie priamky sa pretinajii na kruznici k, (ked’Ze je to talesova kruznica nad priemerom A;B;).
Ale to vlastne znamend, Ze ak bodmi A_,B, zostrojime priamky rovnobezné s axonometrickymi priemetmi
X,,Z, OSI X,z, tak ich priese¢nik M, je bodom elipsy.

Teda pruzkovou konstrukciou vieme nakreslit’ elipsu K, .

2.) rovina kruZnice je kolma na niektorti pomocnu priemetiu 7, v, z:

Postup napiseme pre k < #,kde g L .

Keby sme ulohu chceme riesit’ oto¢enim roviny £ do priemetne a vyuzit' osovua afinitu medzi tymito dvoma
polohami, tak os afinity je S e, tj. axonometrickd stopa 1.2, roviny . Potrebujem najst’ eSte otocenu
polohu nejakého bodu roviny A3, nech je to bod Z” —z. Rovina otadania toho bodu je kolma na
axonometrickll priemetiiu, preto otocena poloha tohto bodu lezi na kolmici na axonometricka stopu roviny «
a prechddza bodom Z”. Okrem toho, ked’Ze rovina B L u, tak plati n“ L m*, p“ Lm“, p* n“||x, a preto

oto¢ené polohy tychto stop st na seba kolmé, tj. my L n/. Preto Z/ lezi na talesovej kruznici opisanej nad
priemerom 1,2,. Potom uZ moZeme zostrojit’ kruznicu k, so stredom v bode S, a polomerom r a pomocou
afinity aj elipsu k, .

Konstrukciu mozno opat’ skratit’, lebo n“ L m® a preto pozname obrazy dvoch na seba kolmych priamok
v rovine . Teda hlavné os elipsy je rovnobezna s osou afinity, t.j. s priamkou r/ a velkost hlavnej polosi je

polomer r. Pre bod M, elipsy k, plati: AM,[n?a B,M,|m’ a prazkovou konstrukciou vieme nakreslit’ elipsu

k

a-’
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Uvedieme uz len ta  skraten
konstrukciu.H hlavna os elipsy k, je
rovnobeznéd s axonometrickym priemetom
axonometrickej stopy roviny » adizka

hlavnej polosi je polomer r. Obrazy
navzdgjom kolmych priamok su priamky

p. a s} (spadova priamka), ich priesecnik
bude bodom elipsy k, .



PRAVOUHLA AXONOMETRIA
4. Gulova plocha

Ked'ze v pravouhlej axonometrie premietneme na
priemetnu kolmo, axonometricky priemet gulovej
plochy je kruh so stredom axonometrického
priemetu stredu plochy a polomerom je polomer
gulovej plochy.

Uloha 4.1

Zobrazte gulovih plochu so stredom v bode
S(S,,S,,) apolomerom r. Douréte bod M
gulovej plochy, ak je dany jeho axonometricky

priemet M,. Pravouhld axonometria je dana

axonometrickym osovym krizom.

Riesenie:

Axonometricku priemetiiu ¢ si zvol'me tak, aby S e ¢.

a

Axonometricky priemet gulovej plochy je teda kruh 'k, (S,,r). Ak je dany bod M, (samozrejme tento bod je

vnutornym bodom kruhu 'K, ), tak tento bod je axonometrickym priemetom dvoch bodov ‘M a *M gulove;j

plochy. Dour¢ime ich pomocou volby pomocnej priemetne A (Utvary v tejto priemetni budeme znacit
indexom 4), ktord je kolméd na priamnu XY, aje incidentnd s bodom M,. Zodseku 3.3 uz vieme , ze

axonometrickym priemetom roviny A je priamka a ze ako treba zostrojit' bod O,. Rovina A pretina gulova
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plochu v kruznici |, na ktorej lezia body ‘M a ?M . Axonometrickym priemetom |, kruznice | je usetka na

priamke A, a Stvrtym priemetom |, je kruznica nad tseckou |,. Na tejto kruznice a este na ordinale lezia body
'™M, a 2M4. Body ‘M, a 2M1 st bodmi roviny 7, z &oho vyplyva, ze ‘M, a 2M14 leZia na priamke 7, ana
rovnobezkach s priamkou z, idaci bodmi ‘M, a M .- Z toho uz nie je problém n4jst’ axonometrické podorysy

bodov 'M a *M . Jeden bod lezi v kladnom polpriestore s hrani¢nou rovinou &, preto je viditelny a druhy bod
lezi v zapornom polpriestore, preto nie je viditelny.

Uloha 4.2
Zobrazte gul'ovl plochu so stredom v bode S(Sa,?), S e ¢ apolomerom r. Zostrojte hlavna kruznicu v rovine
7z’|| 7, t.j. kruznicu so stredom v bode S. Zistite body pnG,ak Sep a p||z . Pravouhla axonometria je dana

axonometrickym trojuholnikom.
Riesenie:
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Uloha 4.3 Zostrojte rovinny rez gulovej plochy G = (S, r) rovinou o = (p“ , n"‘).
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Suvislosti medzi rovnobeznym osvetlenim a rovnobeZnym premietanim

rovnobezné osvetlenie rovnobezné premietanie
premietacia priamka bodu svetelny 14¢ bodu
priemetna, napr. T zéachytnd rovina, napr.
priemet bodu hodeny (vrhnuty) tien bodu
premietaci Gtvar Gtvaru U, ozna¢me to jako P(U) svetelny atvar atvaru U, ozna¢me to jako S(U)
priemet utvaru U, teda P(U)Nzn hodeny (vrhnuty) tien Gtvaru U, teda S(U)Nx

Nové pojmy pre rovnobeZné osvetlenie:

hranica vlastného tiena, hranica vrhnutého tiena
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Rovnobezné osvetlenie gul’ovej polplochy v metéde pravouhlej axonometrie (zdroj: Zita Sklenarikova)

Gulovd polplocha G je uréena hranou k v rovine 7 so stredom O v zadiatku sustavy suradnic a polomerom r.
Smer osvetlenia je ureny svetelnym la¢om | bodu O alezi v stradnicovej rovine p = “yz. Pravouhld
axonometria je urena axonometrickym osovym krizom.

RieSenie ulohy.
1. Konstrukcia hranice vlastného tiena

Dotykovym svetelnym titvarom gulovej plochy G = (O, r)1 Vv danom rovnobeznom osvetleni je rotacna
valcova plocha V s osou | a polomerom r. Hranica vlastného tiefia gul'ovej plochy G je prienikom oboch ploch:

G N V. Je to hlavna kruznica m gulovej plochy v rovine « kolmej na svetelny 1a¢ |.
Axonometrickym priemetom kruznice m je elipsa, ktorej hlavna os lezi na priemete hlavnej priamky roviny
kruznice a méa dlzku zhodnu s priemerom gulovej plochy. Na obrazku je oznaceny priemet tejto hlavnej

priamky (h{), vrcholy na tejto osi oznacené nie si. Su to spolocné body obrysu priemetov ploch G aV;

obrysové tvoriace priamky valcovej plochy st oznadené 'v, %y, Elipsu m, dour¢ime tak, Ze zostrojime
axonometrické priemety bodov hranice vlastného tiena na kruznici k. Urobime to na zaklade nasledujucej
uvahy.

Obr. 1

Gul'ové plocha G a jej opisana rotaénéa valcova plocha 'V s 0sou v suradnicovej osi z sa dotykaju v bodoch
kruznice K, ¢o znamena, ze body hranice vlastného tiea na oboch plochach sa pretinaju v bodoch tejto
kruznice. Tvoriace priamky valcovej plochy 'V, ktoré patria hranici vlastného tiefia tejto plochy lezia v
dotykovych svetelnych rovinach 'z plochy aprechadzaju dotykovymi bodmi K, L podorysnych stop p '*

! Pri rovnobeznom osvetleni gulovej polplochy vyuZijeme zniame poznatky o rovnobeznom osvetleni gul'ovej plochy. Gul'ovu plochu,

ktora je nosicom danej gul'ovej polplochy G budeme oznacovat G .
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s kruznicou k. Odtial’ vyplyva, ze body K, L st i bodmi hranice vlastného tiena prislusnej gulovej plochy.
Priemet hranice vlastného tieia je urceny hlavnou osou a priemetom niektorého z tychto bodov. Vedlajsiu os
elipsy m, zostrojime napr. prizkovou konstrukciou.? Hranicou vlastného tiefia na gulovej polploche G je
polkruznica kruznice m patriaca tejto polploche (t. j. polkruznica s krajnymi bodmi K, L).

2. Konstrukcia hodeného tiena polplochy G do jej vnuatra

Okrem konstrukcie hranice vlastného tiena treba pri osvetleni vziat' do ivahy skutocnost’, ze Cast’ kruznice
N

k vrha tient dovnutra polplochy G. Je to polkruznica LAK < k. Svetelnym utvarom tejto polkruznice je valcova
polplocha s osou v svetelnom laci /I_\stredu O polplochy G. Vsetky tvoriace priamky tejto valcovej polplochy
(svetelné Iuce bodov polkruznice LAK) maju s polplochou G spoloény este d’alsi bod (okrem svetelnych lacov
Vv krajnych bodoch L, K, ktoré lezia v dotykovych rovinach prislusnej gul'ovej plochy a st teda jej doty¢nicami),
ktory je hodenym tieniom prislusného bodu polkruznice. Oba body K, L st krajnymi bodmi i hranice hodeného
tiena dovnutra polplochy G. Ak oznacime hodené tiene bodov hornym indexom ,,+“, tak ided/ny hodeny tien
kruznice k bude mat’ oznagenie k*.* Pre krajné body polkruznice plati: K = K*, L = L*. Z nasledujuceho
zobrazenia celej konfigurdcie do roviny kolmej na suradnicovll os X je zrejmé, Ze svetelnd valcova plocha
kruznice K pretina gulova plochu G v dvoch hlavnych kruzniciach gulovej plochy ka k*; roviny oboch
kruZnic su sumerne zih'\uiené podl'a roviny « hranice m vlastného tiefia gul'ovej plochy G . (Obr. 2) Hodenym
tienom polkruznice LAK (L4 = K4) dovnutra polplochy G je preto polkruznica, ktorej axonometricky priemet je
Vo vztahu perspektivnej afinity s polelipsou k,. (Oddvodnite!) Na zaver sta¢i zostrojit’ hodeny tien jedného
bodu, napr. bodu A cy nk.

ay

Obr. 2
3. Konstrukcia hodeného tienia A* bodu A dovnitra gulovej polplochy

Nech je I* svetelny 1u& bodu A. Treba zostrojit’ druhy prieseénik priamky I* s gulovou polplochou G. Plati:
*AG=PPA(unG)="*ng={A A"
K tomu nie je potrebné obraz hlavnej kruznice g prislusnej gulovej plochy konstruovat’. Usetky OA, o%P (2P €
z N G) st navzajom kolmé polpriemery kruznice g. Elipsa g, je vo vztahu perspektivnej afinity s ohniskovou
kruznicou f gulovej plochy G prisluchajucej sustave rovin rovnobeznych s rovinou =z, osou tejto afinity je
priamka z, a dvojicou bodov vzor — obraz je napriklad dvojica As, h (As) = °F = A (Gisecky 0,°Pa, O°F) su
navzajom kolmé polomery kruznice f a h je oznacenie afinity. (Obr. 3)

2 Tato os bola samozrejme konstruovan, ale trividlna kontrukcia je na obrazku (pre lepsiu prehladnost’) vynechand. Vedlajsia os lezi
prirodzene na axonometrickom priemete spadovej priamky roviny & (S; = l,).
¥ Pod idealnym hodenym tietiom kruznice k na gulovi plochu G budeme rozumiet’ druhu &ast’ prieniku svetelného utvaru kruznice

k v danom osvetleni s touto gul'ovou plochou (oznagenie k ).
26



PRAVOUHLA AXONOMETRIA

Obr. 3

Potom plati:

h: 1A 1A

h:gar> g=f, tjh 1A nga— Pnf={A A y=h (A= A'
Polpriemery OA, OK st navzajom kolmé (ich axonometrické priemety st zdruzenymi polpriemermi elipsy Ka),
teda Ox A", 0K, st zdruzené polpriemery axonometrického priemetu hodené¢ho tiefia k™ casti kruznice

k dovnutra gulovej polplochy. V krajnych bodoch priemeru KL a polpriemeru OA™ su zostrojené i dotyénice
kruznice k*.* Ich axonometrické priemety st rovnobezné s prislusnymi zdruzenymi priemermi elipsy k; .

* Prirodzene st polpriemery OA*, OK* navzajom kolmé (OA" < A x L u A OK" < x).
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