5. Neurcity a urcity integral
Na intervale (a,b) je definovand nezdporna funkcia f. Poc¢itajme obsah rovinnej oblasti ohrani-
¢enej grafom funkcie f, osou x a priamkami x =a, x=>b.
Mozeme postupovat’ nasldovne:
1. Rozdelime bodmi a =x¢ < x] <x2 < ... <x,_1 <X, =D interval (a,b) na n podintervalov.

2. V kazdom podintervale (x;_;,x;) zvolime l'ubovolny bod p;.

3. V kazdom podintervale nahradime prislugna ¢ast’ plochy obdiznikom so zakladiiou dizky
Xi—Xji—1 a V}’Iékou f(p,') .

4. Stitame obsahy vietkych takychto obdiznikov

S=f(p1)(x1 —x0) + f(p2)(x2 —x1) + ... 4+ f(pn) (Xn —Xn—1) = if(l?i)(xz'—xz'—l)-

i=1

Dostdvame pribliznt hodnotu hl'adaného obsahu. Ak zhustime cieliace body, hodnota S sa viac
pribliZi skuto¢nej hodnote. Preto cely postup opakujeme tak, Ze dlzka d najldhsieho podinterva-
lusa bude bliZit’ k nule. Dostdvame vZdy presnejsi " odhad"pre S.
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Neckh f je spojitd funkcia v intervale (a,b) a F je funkcia primitivna k f v intervale (a,b) . Ur€ity integral
funkcie f v intervale (a,b) je €islo F(b)-F(a). Tento fakt zapisujeme nasledovne

[} =P = F ) - Fla)

Uvedeny vzt'ah sa vold Newtonova-Leibnizova formula.
Neur¢ity a urcity integral st vo svojej podstate naprosto odlisné matematické objekty. Kym neur-
¢ity integral je mnozina funkcif, urcity integral je ¢islo.

Neurcity integral

Definicia 5.1:

* Funkcia F je primitivnou funkciou k funkcii f na intervale (a,b): ak Vx € (a,b) plati:

F'(x) = f(x)
Vlastnosti primitivnych funkcii:

e Ak F je primitivna funkcia k funkcii f na intervale (a,b), tak F +c je tiez primitivnou
funkciou k funkcii f na intervale (a,b), pricom c € R.

e Ak F a G su primitivne funkcie k funkcii f na intervale (a,b), tak existuje redlne ¢islo c¢
tak, ze F(x) = G(x)+c pre vSetky x € (a,b).

Definicia 5.2:

* Neurdity integrdl funkcie f na intervale (a,b) - (ozn. [ f(x)dx): mnoZina v8etkych primi-
tivnych funkcii k funkcii f na intervale na intervale (a,b)

Vlastnosti neurcitého integralu:

e Akk funkci% f existuje primitivna funkcia na intervale (a,b), tak pre vSetky x € (a,b) plati:
(f reax) = s
e Ak f’ existuje na intervale (a,b), tak / f(x)dx= f(x)+c
e Ak maja funkcie f aj g v intervale (a,b) primitivne funkcie, tak v tomto intervale plati
/ ( Fx)+ g(x)>dx - / F(x)dx+ / g(x)dx, / (k f(x))dx —k / F(x)dx

kde k je I'ubovolné redlne ¢islo.



Zikladné neurcité integraly

| Vzorec

podmienky

xa—H
/xadx: +c
a+1

1
/—dx: In|x| +c
X
/exdx: e +e
/x X 1
adx=a—+c¢
Ina

/sinxdx = —cosx—+c¢

/cosxdx = sinx+c¢

/ ot
=tgx+c
cos2 x £

dx
/ 5~ = —cotgx+c
sin“x

d
1+x 5 = arctgx +c¢ = —arccotgx+c
X
dx B 1ln 14+x n
1—2 2 M1—x"€
dx .
= arcsinx +c¢ = —arccosx-+c¢

V1—x2

dx
zln’x—l- \/xz-l-a‘—l—c
Vx2+a

x#0,aeR,a# -1
x#0

xeR
xeR,a>0,a#1
xeR

xeR

x# (2k+1)%, ke Z
X#kn, keZ
xeR

x#{-1,1}
xe(—1,1)

xeR, aeR,a#0




Cvicenie 5.1. Vypocitajte integrély:

1. [(32% + 22 — 1) dx. 2. [ (;1:2:1- — %) dz.
3. [2%(2? + 1) dux. 4. (a3 2dx.
5. [ —:1-3+2:1;—1 dz. 6. [ 22 —3w4+4 _\?;lf+4 dx.
7. [ —(:K;%)g dz. 8. [ —(\/;?'J.rz)-? dx

(cos T 3 dore o
9. [(cosz +2Va?)dr. 10. [ (slnl + W) dz.
11. [ (27 + /L) dx. 12. [ (107 + 522) da.
13. jwdz 14. [cotg?z dx.

’ . s o o ©_dx

15. [(Vo + 1)(z — o + 1) du. 16. [ 7.
17. [4273% dg. 18. [ W dz.
Vysledky:
1. 3+ 22 —ao+ec 2. —%—{—%—1—(:.
3.2 42 4 4L +5 o+t
5."3—3+3:1:—1n|:1:|+(:. 6. 222/ — 22\/1 + 8\/1 + c.
7. —13\/_ 2\/_+21\/_ 2% + c.
8. 21z + 61 + 24/ + 81nz| +c.
9. sinz + %:1; Va3 + . 10. —cosz + %ar(zsin T+ c.
11. &5 + 2z +c. 12. 7 +arctg 1 — 15— + C-
13. $(z — arctgx) + c. 14. —z — cotgz +c.
15. 2225+ 2 + c. 16. %arctg% +c.
17, —p7427% + ¢ 18. ln|:1:+1\+ﬁ+(;.

Substituéna metéda

Nech F je primitivna funkcia k funkcii f na intervale /, nech funkcia ¢ ma derivaciu v intervale
(a,b) anech pre kazdé x € (a,b) je ¢(x) € I. Potom

Postup pri pouzivani substitu¢nej metody:

1. V integrovanej funkcii h’'addme taka funkciu ¢, ktord sa tam vyskytuje spolu so svojou
derivaciou, alebo jej ¢iselnym ndsobkom.

2. Zavedieme novu premennt ¢, pre ktort je r = ¢(x).



3. Upravime dany interdl na tvar [ f(¢)dt kde dt = ¢'(x)dx a potitame [ f(r)dt = F(t)+c.
4. Vo vysledku nahradime t = ¢(x) : F(¢(x)) +c

Niekedy,ak je funkcia ¢ monoténna, treti bod tohoto postupu je vyhodné realizovat’ tak, Ze si
vyjadrime inverznd funkciu x = ¢~ !(¢) a(alebo) dx = (¢~ !)(t)dt a dosadime do poévodného in-
tegralu.

1

Priklad: Ukazeme platnost’ vzt'ahu / flax+b)dx = —F(ax+b)+c.
a

RieSenie:

t=ax+b

1 1 1
dt —adx | = a/f(f)dt = ;F(t)+c = ZF(ax—l—b)—l—c.

/f(ax+b /f (ax+b)adx =
Ak F je primitivnou funkciou k funkcii f, tak v prislusnych intervaloch plati

/xf(xz)dx:%F(xz)—kc, /@dx:F(lnx)—Fc,

I v Plaegyre, [T ax—2r(vm 4
/f(sinx) cosxdx = F(sinx) +c, i(()ts%? dx = F(tgx) +c.

Cvicenie 5.2. Pouzitim algebraickej tpravy (ak je potrebnd) a substitticie linearnej funkcie
vypocitajte integraly:

s g dx
19. [sin3zdx. 20. [ =%
21. [e3 2 dx. 22. [ 3z —2dx.
23. [(4— 72) da. 24. [ WL‘J’F”
. 1z lx
25. j \/(;,Iﬁ 26. :1‘5(—;16'

Cvicenie 5.3. Pouzitim naznacenej substitticie vypocitajte integraly:

_adr (11 — D d _Vz
27, [ ML t=y?—4 33, [ A =Y
28. [ 110:11:1 du, t=sinz. 34. [ 57 dz A 8

29. [Vcos? zsinz dz, t = cosz. 35. |- ﬁ-’” , t=e T,

30. f:1:e"”2 dz, t= a2 36. [ & \/lj_f("fsf da, t = arctg ”.
€
©_dx —1In
31. =, t=Inz. 37 f, (f, . %
32. [2?V13 + 1du, t=a23+1. o de

38. f\/,_ﬁ t=+vx+ 1.



Vysledky:

19. —% coS 3 + . 27. V2 — 4 +c. 28. In|l +sinz| +c.
20. —LIn |3z — 5| +c. 29. —2vcosd z +c. 30. L’ ¢

21, —eb 2 4o, 31. In|lnz| +c. 32. ém—l— é:
29. }T(?):I: N2+ 33. arctg % +c. 34. %arctg .’1,"2 +c.
- _i%ﬁ o 35. Inje ™ - 1|+ ¢ 36. j arctgd e’ + c.

37. arccos L +c. 38. 2/(z+1)3 =2z + 1.

w

24. %tg T + c.
25. arcsin% +ec.

26. iarctg 7te

Metéda per partes (integrovanie po castiach)

Nech funkcie u a v maju derivécie na intervale (a,b). Potom plati:

Ako volit' funkciu ' a v v metdde per partes?
1. Nemal by byt problém vypo¢itat’ funkcie u(x) = [u/(x)dx a V'(x).
2. Integrél [u(x)v'(x)dx by mal byt I'ahsi ako povodny integral.

Metédu integrovania per partes pouzivame o.i. pri integrdloch typu / P(x) f(x)dx, kde P(x) je

polyném (!!'mdze byt aj P(x) =1) a f je trigonometrickd, exponencidlna, logaritmicka alebo cyk-
lometricka funkcia. Pritom volime:

1. ' =f av=P,ak f je trigonometrickd alebo exponencidlna funkcia a postup opakujeme n-
krat, kde n je stupen polynému P,

2. W =Pav=f,ak f jecyklometrickd alebo logaritmicka funkcia.



Cvicenie 5.4. Pouzite naznacené metddy per partes na vypocet integrélov:

63. [Inxdz, =1 ov=Inz
64. 1“—1'_’# u = I—l_y v=Inz.
65. [xcosuzdz, u' = cos z, V=X
66. [xe 27 dr, u =e % v =
67. [arccotg z dx, u =1, v = arccotg .
68. [ % dux, u = =, V=
S~ x sSimm- x
T X CoST g, ! — cosw b — e
69. jm(l.ll./ u prcyes: ged v xT.

71. [ V1 — 22 dx, u =1, v=+1-— 22

72. [xtg?xdx, u = tg’x, U= I.

Cvicenie 5.5. Pouzitim metddy per partes vypocitajte integraly:

73. [xlnxdz. 74. [xsin3xdx.
75. [ 5re 4 du. 76. [xarctgxdz.
77. [arccos xzdu.

79. [(22 + 1) cos(§ — 5x) dx. 80. [ Ldr,

81. | v d. 82. [4z°In(z”) dx.

Cvicenie 5.6. Opakovanym pouzitim metddy per partes vypocitajte integraly:

83. [2?sinwzdzr. 84. [e"cos2xdx.
85. [(2? +5) cosz dr.

87. [(2* — 22 +5)e *du. 88. [zIn’z dz.
89. [In®xda. 90. [e *sin 3 du.
91. [sin(Inz)dx. 92. [z%e3 dux.
93. [(2? + 5z + 6) cos 2 dx. 94. [ 27 coszd.



Vysledky

63. zlnz —z+ec 64. —th' - % +c.

65. zsinz + cosz + c. 66. —%.’15672”" - %672”’ +c.

67. zarccotgz + 5 In(1 +22) + c. 68. —zcotgx + In|sinz| + c.
€ 1 . - ,

69. — = — jcotgr +c.

71. 3(2v1 — 22 + arcsinz) + c. 72. wtgz +In|cosz| - 5 +e.

Vo vysledkoch nasledujticich cvicenti je este pred vysledkom uvedend vol'ba funkcie u’ v metéde
per partes, ktorou je mozné integral rieSit’. Funkciu v si ¢itatel’ doplni:

73. 0 =z, I =52’ Inz — 127 +c.

74. v =sin3xz, I = —§:1: cos 3z + ;, sin 3z + c.
5. ol = 674:1'7 I = _%.,1;674.7: _ % —4x T

76. u' =12, =" 2@1(%1—;—1— arctg x + c.

77w = 1, I =xzarccosz — V1 —a% +c.

79. v’ = cos(% — 5z), I = -2 sin(Z — 52) + £ cos(Z —5z) + c.
80. v =5"7% = —% - % +c.
81. v = T I=2zlnz —4/x +c.
82. u' =423, I =52 Inx — 31 +c.
83. v =sinz, I = —a%cosz +2zsinz +2cosz+c.  90. u je jedno, I = —Fe 2 (sind + 1 cos ) + c.
84. v je jedno, I = %((0%21 + 2sin2x) + 91. v =1, I = 5( n(lnz) — cos(Inz)) + c.
85. u' = cosx, I = (2?4 3)sinz + 2z cosz +c. 92. v =€, = ’ (927 — 62 +2) +c.
93. v =cos 2z, I = 2'*'1‘1#“1 sin 2z + % cos 2z + c.
87.u' =e % [=—e*(z?+5)+c. 94. u' = cosx, I = (23 —6z)sinz + (322 — 6) cosx + c.

88. v =z, [ =3 5T 2(In® z —1111)—1—%:1;2—{—(:.
89. v = 1, I=zln?z—2zInz+ 2z +c.

Integrovanie raciondlnych funkcii
Definicia 5.3:

Pa(x)
Onm(x)’

* Rydzoraciondlna funkcia f: ak pre racionalnu funkciu plati, Ze n <m,

e Raciondlna funkcia f: f(x) = kde P,(x),Qm(x) st polynémy stupiia m,n € N,

* Elementdrne (parcidlne) zlomky: zlomky v tvare

b b
a 7 11.) L, II1.) L’ IV. _ax+tb
xX—r (x—r)" X2+ px+gq (x2+ px+q)"

L)



Vlastnosti raciondlnych funkcii:

e Ak pre racionalnu funkciu f plati, Ze n > m, tak ju dpravou (delenim P,(x) : O;(x)) preve-

Si(x) 1(x
Om(x)

dieme na tvar f(x) = R(x) + ——=, pricom funkcia
Om(x)
e Kazdu rydzoraciondlnu funkciu modZzeme vyjadrit' v tvare sti¢tu elementarnych zlomkov.
To, ze aké elementdrne zlomky sa objavia v rozklade, zdvisi od menovatela Q,,(x). Plati
totiz:

uZje rydzoracionalnou funkciou.

— Polyném Q,,(x) moZno zapisat’ jedinym spdsobom v tvare
(x—a)"(x—a2)™...(x —ag)"™ (x2 + p1x+q1)™ ...(x2 + psx+qs)™
kde ay,...,a; st navzajom rozne redlne korene polynému Q,,(x), polynémy X+ pix—+

q1, ...,x2 + psx+ g5 nemaju redlne korene a stt navzajom rdzne, ny,...,ng,my,...,mg € N

- Stitance vystupujtce v stcte elementarnych zlomkov moZno rozdelit’ na skupiny pat-
riace k jednotlivym ¢lenom rozkladu polynému Q,,(x), tj. na skupinu elementarnych
zlomkov patriacu k ¢lenu (x—ap)"™, ...,, skupinu elementarnych zlomkov patriacu k
¢lenu (x2 + psx+gq5)™ , pricom:

+ skupina patriaca k &lenu tvaru (x — o)’ pozostéva z parcidlnych zlomkov

Ay A, A;
(x—o) (x—a)2" " (x— o)

+ skupina patriaca k ¢lenu tvaru (x> + x +7v)/ pozostdva z parcidlnych zlomkov

Bix+C; Byx+Cy Bjx—f—Cj

(2 4+Bx+7) (2 +Bx+7)2" 7 (24 Br+7)

x> —8 A

— e ——

22+ 2) (2 4+x+1) x
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Integrovanie elementirnych zlomkov :

L)

a t=x—r dt
/x—rdx_ df — dx —a/T—aln|t|+C—aln|x—r|+c.
Il.) Pre n > 1:
a t=x—r ¢t a
———dx= =a [ t7dt = = .
/(x—r)" * dt = dx a/ a_n+1+c (1_n)(x_r)n—1+c
111 ) N
ax+b  5(2x+p) b—%
x>+px+q x*+px+q xX>+px+gq
1.
2x+p dx t—x2—|—px—|—q /dt a
2/ 2—|—px—|—q dt = (2x+ p)dx 2 —|—px+q)+
2.
b—% ap dx b—%F dx
/2 dx:<_7>/ I2+K2 - K? / N
X2+ pxtq (x+75)°+ <g> +1
K
x5 b—L r dt  b-1%F +£
=| = 172 = 2 s = Z arctgx 2 tc,
dr = Ldx K > +1 K K

kde K2 = ﬂ
4

IV.) Integrdly zo zlomkov Stvrtého typu (xzf‘p—ﬁq)” pre n > 1 sa pocitaju zloZitou rekurentnou

metoddou.

Cvicenie 5.7. Vypocitajte integraly rydzoraciondlnych funkcii:

95. [ . 96. [ 4%

97. [ AL 98. | sy
99. f%, 100. j%dz
101. [ 24 102. [ 75

103. [ - dx. 104. [ 25—



Cvicenie 5.8. Vypocitajte integrdly raciondlnych funkcii:

105. [ L2009 gy,

12 51+6

z2 dx z +1+l
107. fm 108. jl (2 —H da.
109. jl —H ] dx. 110. f:l;f—l da
Vysledky:
95. L1ln :riz‘ +c. 96. In jﬁ‘ T
97. In|z| — $In(z? + 1) +
99. - +1In ,:ﬁl]+c-

101. arctg & + c.

103. 1ln I—+11+L1+ \/_ar(tg Zi/—l +c.

104. 5 ln m — % arctg iﬁ +c.

105. 2+ 3Injz — 3| —3n|z — 2| +c.

106.

107. x + 31In(2? — 62 + 10) + 8arctg(z — 3) +

e xr .
108. = + 111‘—\/T‘ +e.

109. = — —111( + 3z +4) + \f(u(‘fg )1}5 + c.

110. = + iln ‘i—ﬁ‘ — %arctg:ﬂ +c.

Urcity integral

Stvis medzi ur¢itym a neurcitym integralom - Newtonov-Leibnizov vzorec
Nech f je integracie schopna funkcia na intervale (a,b) a F je jej primitivna funkcia. Potom

Vlastnosti urc¢itého integralu

Ak a < b, tak definujeme
b b
/ f(x)dx = —/ f(x)dx.

Ak funkcie st spojité v intervaloch, v ktorych integrujeme, tak plati

L@mw:
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/a  )dx = / ") dx+ / ? )dx

/b(cf(x) +dg(x))dx = c/abf(x)dx—l—d/abg(x)dx, c,d eR

a

Cvicenie 5.9. Vypocitajte urcité integraly.

1 1
1. [(x+ 1)? du, 2. f(:J:Q — 2 + 3) dux,
1
w
3. fsulrdr 4. fld’
’s
5. f |z 4+ 1| dx,
‘3 T
7. f" fulr—!—('os:df
1V z
9. Funkcia [ je delinovana

T w2, @ e {0,1)
fz) = { V. x e (1.2).

2
Vypoéitajte [ f(x)dz.
0

Vysledky:

8 7 ¢ 7
1. %, 2. 1, 3.2, 4. I,
5. 36. 7. 8 8. 0.
9. L(4v2-1).

Metédy pocitania urcitého integralu

Metdda per partes pre urcité integraly

Nech funkcie f a g majt spojité derivécie v intervale (a,b). Potom plati

b b
| st = [Fx)s@)e = | (g (o)

Substituéna metéda pre urcité integraly

[ rotngwas = =)= [ " s

=¢(a)

Pri poc¢itani urcitych integralov zo zloZitejsich funkcii modzeme postupovat’ v zadsade dvomi spo-
sobmi:

¢ Oddelime fazu vypoctu primitivnej funkcie od fazy vypoctu urcitého integralu.

* Neoddelime fadzu vypoctu primitivnej funkcie od fazy vypoctu urcitého integralu.



Cvicenie 5.10. Vypocitajte urcité integraly.

1 0
dr r cosax -
10. ({m 11'!5111“’1(].'1”
1 ’10
12. f ! %”' dx 13. a1 — x2 dx,
9 v 1
- < (D TN A dx
14. [{r cos(2z — 5)dx, 15. ); T
v
V2 5
2 T
@ dr da
16. ({ V1oat? 17. 1[ NZVAT
3 i ER
18. 'r Cﬂh('fll ) dx. 19. jr lirz* dx.
1 ’ 0
1 Vin 2 5
20. | 112._- dx, 21. [ xe® dz,
0 - 0
p U T cos T
dix 05 /&
22, {7\’5(1_'_\/&—:). 23 ;]; e dax

4

(VAT
< | <
N

24. 25 4 22 (5at + 2) du,

2
=

]
[

—y e

26. [sin2zcos? 2z dr, 27.

e e L T
<
=
8

28. [ |sinz|dzx, 29. [cos®xdx,

o=y

2dx
"
A2

30. cos(wx) dw, 31.

=

<

sin” 2x dr 33.

<1 QDo o Dy
Treos s A, sin 3 cos 22 dx,

32.

. . =R =)
—y o e

S
0
=
I
0
34. [cos3uwcosdr d, 35. sin? 3z dux.
0 w
% 1 212 3
L e .
36. [ 15 87. | e,
% }, 0 7 ‘f,
38. i’r _do 39. [1 e v B
T
b 3a? V3 ,
3a= 5a?
40. ({Wn’: 41. bf S d,
p In2 .
e
42. ,'"1 Gr 1 e 43. ht" T rer T 4T,
boiod Loy
= = v da
44. '({vl x2’ 45 (];\rm
5 2
d @ dx
46- [ '/[:"'(ﬁ: 47. ‘(j]ru'!jk(l:flJr.%
17r 2 -
48. [ V1 — cos? 2z du, 49. [ /4 COSE (],
o 0



60.

62.

64

3

=

tg? @ dx,

N TSE

In(z + 1) dx,

Inx

0

,r dx
J.oocosSa?
B

dr.

ey O

xarclg x dx,

2?2 cos = dx,

O =y O =

n2
. [ xwcoshxdx,
0

Vysledky:

10. 2,

13. —3.

16. =

19. In (IE‘“)
22. 2In2.
25. 2/3,
28. 4,

31. Z.

34. 0,

37. 4—1In3,

40.

43, 2In3 —3In2,
3 /T

46. —3 + YT,
49. 4,
52. 2 — 3,
55. =7 — 1.
58. V3 — $1n(2 — V3),
61. T — 1,

37, ¢ 1
64. —llﬂz -7

2 —6In2,

T
[ Veotg? z + 1Ldz,

[
o=l

[y
9]

(3]
[
sl TR

[
©
O O O e P e O Oy TS

v

[SE]

In 2.

[ N N ]

- In 22
. 21In(v2 + 1),
. 21112—%.

1

3

sIn2 -2+ 3,
. —4m,

et

2

arcsin x dx.

x3e?” du.

sin x dx,

F : N
4 \/mjfldm.

@ lnxdx,
z? sin 2« da.,

(z — 1)v2z + ldx,

In(x? + 1) de,

. 3,
15.

. sin(In 3),

i
122

6

=
. In+/3,

.3In2 —21n3.

[NV

v
3

wl sy

. 1n2,
.2In2 — 1.

168
5

14



15
Pouzitie urcitého integralu v geometrii

Obsah rovinnej oblasti
Obsah oblasti ohrani¢enej grafmi funkcii f(x) > g(x) (a priamkami x = a,x = b) na intervale (a,b)
vypocitame pomocou integralu

s= [ (70 - st0)ax.

) flx)

a b

Priklad: N4jdeme obsah oblasti ohrani¢enej parabolou y = 3 — 2x — x?, jej doty¢nicou v bode
[2,—5]a osou oy. Priklad je zndzorneny na nasledujicom obrazku.

RieSenie: Spominand doty¢nica mé rovnicu y =7 — 6x (oddovodnite!). V intevale integracie (0,2)
plati 7—6x >3 —2x —x2, preto

2 2 8
P:/ (7—6x—(3—2x—x2))dx:/ (x2—4x—|—4)dx:§
0 0
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Cvicenie 5.11. Vypocitajte obsahy rovinnych oblasti ohrani¢enych uvedenymi krivkami. 148.
Parabolou y = 4x —x? a osou oy. 149. Parabolou y = x*> + 1 a priamkou x +y = 3. 150. Parabolou
y=x*-2a priamkou y =2.151. Osou oy a krivkou y = x? —x3.152. Krivkami y=x% a y=x>. 153.
Krivkou y = cos x a priamkou y = —x pre x € (-, 7). 154. Krivkou y = sin(5x) a priamkou y = x.
155. Krivkami y = sinx a y = cos x pre x € (, %"> 156. Krivkami y = 2 a y = 2x — x? ,priamkou
x=2 aosou oy.157. Parabolami y = 4x%y= %2 a priamkou y =2.158. Krivkami y = Inx a y = In’x.
159. Parabolou y = x> — 2x+ 2 jej doty¢nicou v bode T = [3,5] a osou oy. 160. Krivkou y = e *sin x
a osou o, v intervale (0,T).

Vysledky
32 9 32 1 1 2 4 3 4 202
148. 3, 149. 5, 150. 3, 151. 13 152. 13/ 153. 2r~, 154. T 1, 155. 2\/5, 156. 3 3 157. =5,

Y

158. 3 —¢,159. 9, 160. 1 —.

Objem telies
Objem rotacného telesa, ktoré vznikne rotaciou rovinnej oblasti ohranic¢enej grafom funkcie f >0
(a priamkami x = a,x =b) a osou o, Vv intervale (a,b) okolo osi o, vypocitame pomocou integralu

V= n/bfz(x)dx

Objem rota¢ného telesa, ktoré vznikne rotaciou rovinnej oblasti ohranic¢enej grafmi funkcii
f>g>0 (apriamkami x =a,x=b) v intervale (a,b) okolo osi oy vypocitame pomocou integralu

ver [ (20 - g0

Cvicenie 5.12. Vypocitajte objemy telies urc¢enych rotaciou rovinnych oblasti ohrany¢enych da-

nymi krivkami okolo osi o, 176. Parabolou y = x? a priamkou y = 4. 177. Parabolou y = 3x— x> a

priamkou y = x. 178. Parabolou y = ¥*+1a priamkou y =x+3.179. Krivkami y = y/x a y = %2 .
180. Krivkou y = sin x a osou oy v intervale (0,m). 181. Krivkami y = sin x,y = cos x a osou oy v
intervale (0, 7). 182. Krivkou y = ¢*\/x a priamkami x = 1,y = 0. 183. Krivkou y = sin x a priam-
kou y = %x.
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Vysledky
2 2
176. 208 177, 268 178, 7% 179, 24 180. T, 181. F,182. (e2+1),183. T,

Dizka krivky

Dizku rovinnej krivky, ktord je grafon funkcie f, ktord ma spojitt derivéciu v intervale (a,b)

vypocitame pomocou integralu
b
D:n/ S+ (F/(x))2dx

Cvienie 5.13. Vypogitajte dizky danych kriviek. 196. y = 1(x* + 2)7,x 26 (0,3),197. y = )sz,x €
(0,2v/2), 198. y = In(sin x),x € (%,%),199. y = 3x/x,x € (0,1), 200. y = & — Jinx,x € (1,2), 201.
y=In (%) ,x € {(a,b), 202. y = Inx,x € (+/3,V/8),203. y = arcsin x+ /1 —x2,x € (0,1), 204. y =

2/xx € (1,2),
Vysledky
196. 12,197. In(v2+/3) + /6, 198. }in3,199. 3(¥/8~1),200. 3 + 4in2, 201 In (&5 ), 202.

I+3n3,203. 4—2v/2, 204 V6 — V2 + JIn2VEE3.

Obsah povrchu rotacnej plochy
Obsah povrchu rota¢nej plochy, ktord vznikne rotaciou grafu funkcie f v intervale (a,b) okolo
osi o, vypocitame pomocou integralu

s=2n [ 17l 1+ (70 P

Cvicenie 5.14. Vypocitajte obsahy povrchov rota¢nych ploch, ktoré vznikna rotaciou danej
krivky okolo osi oy.214. y=kx,x € (a,b),0 <a < b,k >0,215. y=x>,x € (0,1),216. y = 1/x,x € (0,2),
217. y=e*,x € (0,),218. y = %Z,X €0,3),

Vysledky
214. vk + 1(b* —a?), 215. %(10v/10— 1), 216. 132,217, n(v/2+In(1+V2)), 215. n (&3 — 12).



