4. Derivacie funkcii a jej aplikacie

Derivécia elementarnych funkcii

Definicia 4.1: Derivacia funkcie f v bode xo € D(f) - (ozn. f'(x¢)): redlne ¢&islo
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Vlastnosti derivdcie:

o (cf(x)) = cf'(x) preceR




Definicia 4.2: Derivacia druhého radu funkcie f - (ozn. f”): funkcia, ktord vznikne ako derivacia
prvej derivécie funkcie, t. (') = f”

Cvicenie 4.1. Pomocou definicie ndjdite derivaciu funkcie f v bode x¢:
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x _
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Cvicenie 4.2. N4jdite derivacie danych funkcii:
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Cvicenie 4.3. Vypocitajte f7(0) a (1), ak



b) f(x)=xVx*+3

—x2

a) fx)=x"—Tx+12
Q) flx)=rtg2x d) f(x)=

Aplikacie derivacii: L’Hospitalovo pravidlo
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pokial’ platia nasledujtce vlastnosti:
e existuje okolie bodu a, v ktorom funkcie f a g maja derivéciu,

e g'(x) #0 v tom okoli,

/
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dostanema teda limity typu 0 alebo —, na ¢o uz vieme aplikovat’ L"Hospitalovo pravidlo.

Cvicenie 4.4. Pomocou L'Hospitalovho pravidla vypocitajte nasledujice limity:
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Aplikacie derivacii: Priebeh funkcie

# Monotonnost’:

Nech f je spojitd na intervale (a,b), ma v kazdom bode intervalu (a,b) derivaciu, potom
a.) ak f'(x) >0 pre vsetky x € (a,
b

, tak f je rastiica na intervale (a,b),

(

ak f’(x) <0 pre vetky x € (a,
(a,b), tak f je neklesajtica na intervale (a,b),
(

b)

) (x) b), tak f je klesajtica na intervale (a,b),
c.) ak f'(x) >0 pre vSetky x € (a,b)
) ak £y b)

d.) ak f’(x) <0 pre v8etky x € (a,b), tak f je nerastdca na intervale (a,b).
—1
Na obrazku vlavo je graf funkcie f(x) =2x>+3x*> — 12x+ 1, vpravo f(x) = i+ ]

y ¥

# Konvexnost'-konkavnost':

Definicia 4.3:
e Konvexnd funkcia na intervale /: pre vSetky body xi, x2 €1, x1 # x2 a pre kazda konstantu
t € (0,1) plati, ze
flexi+(1=1)x2) <t f(x1)+(1-1)f(x2)
(obrdzok vlavo), t.j. ak graf funkcie na intervale (xi,x;) lezi pod priamkou, ktora spéja body
flx) a f(x2)
e Konkdvna funkcia na intervale /: pre vSetky body x1, x2 €1, x| # x2 a pre kazda konstantu
t € (0,1) plati, ze
fexi+(1=1)x2) > 1 f(x1) + (1 —1) f(x2)

(obrazok vpravo), tj. ak graf funkcie na intervale (xj,x2) lezi nad priamkou, ktora spaja

body f(x1) a f(x2)



e Inflexny bod: bod, v ktorom sa konvexnost’ meni na konkdvnost” alebo naopak

Nech f je spojitd na intervale (a,b), ma v kazdom bode intervalu (a,b) prvi a druht derivéciu,
potom

a.) ak f”(x) >0 pre vSetky x € (a,b), tak f je konvexnd na intervale (a,b),

b.) ak f”(x) <0 pre vSetky x € (a,b), tak f je konkdvna na intervale (a,b)

Na obrazku je graf funkcie f(x) = )@;4—3

¥

# Lokalne, globdlne extrémy:

Definicia 4.4:

e Lokdlne minimum, resp. lokdlne maximum funkcie f v bode xo: (obrdzok vlavo) ak
existuje €-ové okolie O¢(xp) bodu xo, Ze pre vSetky x € O¢(xp) plati

fxo) < fx), resp. flxo) = f(x).



¢ Globilne minimum, resp. globdlne maximum funkcie f v bode xy: (obrdzok vpravo) ak
f(xo0) < f(x), resp. f(xo) > f(x) plati pre vSetky body z defini¢ného oboru funkcie f.

Hl'adanie extrémov pomocou prvej derivacie:
Ak pre okolie O¢(xp) bodu xo € D(f) plati, ze

fi(x)>0 pre x<ux (tj funkciaje tam rastaca)

fl(x)<0 pre x>xp (tj funkciaje tam klesajica),

tak v bode x¢p ma funkcia lokdlne maximum.

Ak pre okolie O¢(xp) bodu xo € D(f) plati, ze

fl(x)<0 pre x<uxp (tj funkciaje tam klesajtica)

f'(x)>0 pre x>xp (tj funkciaje tam rasttca),

tak v bode xp ma funkcia lokdlne minimum.

Nech f je spojitd na intervale (a,b), ma v kazdom bode x¢ € (a,b) derivaciu a nech ma v tomto
bode lokalny extrém. Potom f’(xp) = 0.

MOpacna implikacia nemusi platit’!!!
Definicia 4.5:

e Stacionarny bod: bod, pre ktory plati f'(xo) =0
Hl'adanie extrémov pomocou druhej derivacie:

Nech f: (a,b) — R mda v bode x¢ € (a,b) prva aj druhti derivaciu a nech f'(x0) =0 a f"(x0) #0.
Potom



a.) ak f’(x0) <0, tak f ma v bode xy lokdlne maximum,

b.) ak f"(x9) >0, tak f ma v bode xy lokdlne minimum.

Na obrazku je graf funkcie f(x) = — !
X

¥

1o | =

# Asymptoty grafu funkcie:

Asymptota je priamka, ku ktorej sa graf funkcie bliZi, ale nikdy nepretina - doty¢nica v neko-
necnu.
Definicia 4.6:

e Asymptota bez smernice: priamka dand rovnicou x = a, ak sa nastane aspor jeden z na-
sledujuacich pripadov

1) lim f(x)=+4e  2) lim f(xX)=—c  3) Lm f(x)=-4c  4) lim f(x)=—o

x—a— x—a— x—a+ x—a+

e Asymptota so smernicou: priamka dana rovnicou y = kx+ ¢, kde

o f) L
k=lim == a g=lim (f{x)~kx)
_2x2+x+1

Na obrazku je graf funkcie f(x) = o



# Priebeh funkcie:

Vlastnosti, ktoré treba vysetrit’:
1) defini¢ny obor
2) vsetky body nespojitosti a intervaly spojitosti
3) priese¢niky s osou x a y

4) parnost /neparnost’, periodi¢nost’

5) intervaly monoténnosti, intervaly konvexnosti/konkavnosti, inflexné body, lokédlne extrémy

6) asymptoty bez smernice a asymptoty so smernicou

)

7) nakreslit’ graf

2x

Na obrazku je graf funkcie f(x) =x+ 27

1) D(f) =R\ {-1,1}

)
2) body nespojitosti st x = —1 a x = 1, intervaly spojitosti st (—oo,—1), (—1,1), (1,00)
3) funkcia pretina os x a y len v bode so stiradnicami (0,0)

)

4) je nepérna, lebo

nie je periodicka



(o) | x=x | () | L) | Ox) | ox=x | ()

f(x) S| | TR | TRey | TSy MIN i

— Monoténnost/, lokdlne extrémy:

- RV (2-V5))
- -1

na obrdzku sipka " znamend rastticost’, Sipka “\, znamena klesajticost/,

x1=V2+V5, xo=—V2+5

- Konvexnost/konkdvnost/, inflexné body:

e 4x(x2+3)
fx) = 12

na obrazku znak |J znamena konvexnost’, (| znamena konkavnost’,

(1) | (-10) =0 (0.1) L)
f(x) - - 0 i T
1) " U INFLEX. . 0
BOD

— Asymptoty: Asymptoty bez smernice st priamky x=1a x=—1

(—o0,—1) x—>-1- x—=>-1+ (-1.1) x—>1- =1+
flx)—>—o flx)—> flx)—> —o flx)—>w
Asymptota so smernicou je priamka y = x, ked'Ze
2
1
k= tim I = i 2L
x—too X x—too x2 — 1

g= lim (f(x)—kx) = lim ——— =0

X—yFoo
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Cvicenie 4.5. Vysetrite priebeh funkcie y = f(x) a nalrtnite jej graf:

a) f (X):zx_zx b) f(x)zlnTx 0 flx)= (xfnz
d) f(x)=x— 2arctgx o) flx)= (xix1)2 f) flx) =23 -3
8 fl)=2-x"+3¢ h) f(x) = (2-#)? ) =2
O 0 )=+ D =t
m) £ = 5 n S = 0 )=
p) f(x)zg(xxzz) Q) f(x) =In(1+2) r) f(x):xfflﬂ

Vysledky:
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