4. Urcity integral

Stvis medzi uréitym a neurcitym integralom - Newtonov-Leibnizov vzorec
Nech funkcia f je ohrani¢ena na intervale (a,b) a F je jej primitivna funkcia. Potom

Vlastnosti urcitého integralu:
b b b
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Metody pocitania urcitého integralu

Metéda per partes pre urcité integraly
Nech funkcie f a g maja spojité derivacie na intervale (a,b). Potom plati

/a bf’(x)g(x)dx: [£(x) g(x)}z_ /a b F() ¢ (¥)dx

Substitu¢na metéda pre urcité integraly
Nech funkcia f je spojitd na (a,b), x = ¢(t) je spojitd a ma spojitt derivaciu na (a, ), nech
o(t) € (a,b) pre vietky ¢ € (o, B) anech ¢~ !(a) =, ¢! (h) = B. Potom

b y=
/a Flaydx = dx :(qu’t ()t)dt

QT =

! B
o71(b) | = [ (o)l t)dr
¢~ '(a) | ¢

Pri pocitani urcitych integradlov mdZeme postupovat’ v zdsade dvomi spdsobmi:
e Oddelime fazu vypoctu primitivnej funkcie od fazy vypoctu urcitého integralu.

e Neoddelime fazu vypoctu primitivnej funkcie od fazy vypoctu urcitého integralu.



Cvicenia
Vypocitajte urcité integraly.
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PouZzitie urcitého integralu v geometrii

Na intervale (a,b) je definovand nezdporna funkcia f. Pocitajme obsah S rovinnej oblasti
ohranicenej grafom funkcie f, osou x a priamkami x =a, x=>b.
MobZeme postupovat’ nasledovne:

1. Rozdelime bodmi a =x¢ < x] <x2 < ... <x,_1 <x, =D interval (a,b) na n podintervalov.
2. V kazdom podintervale (x;_;,x;) zvolime l'ubovolny bod p;.

3. V kazdom podintervale nahradime prislugna ¢ast’ plochy obdiznikom so zakladiiou dizky
Xi—Xi—1 a V}’fékou f(pl') .

4. Stitame obsahy vietkych takychto obdiznikov

Sn = f(p1)(x1 —x0) + f(p2) (2 —x1) + .. 4 F(Pun) (n —Xu1) = Y f(pi) (xi —xi-1).

i=1

Dostdvame priblizntd hodnotu hl'adaného obsahu. Ak zhustime de}iace body, hodnota S, sa viac
pribliZi skuto¢nej hodnote. Preto cely postup opakujeme tak, Ze dlZka najldhSieho podintervalu
sa bude bliZit' k nule. Dostavame vZdy presnejsi " odhad "pre obsah S.
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Obsah rovinnej oblasti
Obsah oblasti ohranicenej grafmi funkcii f(x) > g(x) (a priamkami x = a,x = b) na intervale (a,b)
vypocitame pomocou integralu

s= [ (70~ g)ax.

h) flx)

a b

Priklad: N4jdeme obsah oblasti ohrani¢enej parabolou y = 3 — 2x — x?, jej doty¢nicou v bode
2,—5]a osou o,. Priklad je zndzorneny na nasledujicom obrazku.

RieSenie: Spominand doty¢nica md rovnicu y = 7 — 6x. V intevale integracie (0,2) plati
7—6x > 3—2x—x2,preto

2 2 8
S:/ (7—6x—(3—2x—x2))dx:/ (x2—4x+4)dx:§
0 0



Cvicenia

Vypocitajte obsahy rovinnych oblasti ohrani¢enych uvedenymi funkciami.

148. Parabolou y = 4x — x> a osou oy. 149. Parabolou y =x*+1 a priamkou x4y = 3. 150. Pa-
rabolou y = x?> —2 a priamkou y = 2. 151. Osou o, a krivkou y = x*> —x*. 152. Krivkami y = x?
a y = x. 153. Krivkou y = cos x a priamkou y = —% pre x € (—7,%). 154. Krivkou y = sin(5x)
a priamkou y = x. 155. Krivkami y = sinx a y = cos x pre x € <%,%’t>. 156. Krivkami y =2* a
y=2x—x° ,priamkou x =2 a osou oy. 157. Parabolami y = 4x%y = %2 a priamkou y = 2. 158. Kriv-
kami y = Inx a y = In’x. 159. Parabolou y = x? — 2x + 2 jej doty¢nicou v bode T = [3,5] a osou oy.
160. Krivkou y = e ¥sin x a osou oy v intervale (0,7).

Vysledky

32 9 32 1 1 2 4 3 4 2012
148. 5, 149. 5, 150. 5, 15}. 13/ 152. 13/ 153. 2w, 154. T 1, 155. 2\/5, 156. o5 3, 157. ==,

158. 3 —¢,159. 9, 160. 14—
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Objem telies
Objem rotac¢ného telesa, ktoré vznikne rotaciou rovinnej oblasti ohrani¢enej grafom funkcie
f(x) >0 (a priamkami x = a,x = b) a osou oy na intervale (a,b) okolo osi o, vypocitame po-
mocou integrélu

V:ﬂ:/bfz(x)dx.

Objem rotacného telesa, ktoré vznikne rotaciou rovinnej oblasti ohranic¢enej grafmi funkcii
f(x) > g(x) > 0 (a priamkami x = a,x = b) na intervale (a,b) okolo osi o, vypocitame pomocou
integralu

v=r [ (P -

Cvicenia

Vypocitajte objemy telies uréenych rotdciou rovinnych oblasti ohrani¢enych danymi funkciami
okolo osi oy
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176. Parabolou y = x? a priamkou y = 4. 177. Parabolou y = 3x —x? a priamkou y = x. 178. Parabo-

lou y =x?>+1 a priamkou y = x+3.179. Krivkami y = \/x a y = %2 . 180. Krivkou y = sin x a osou
o v intervale (0,7). 181. Krivkami y = sin x,y = cos x a osou o, v intervale (0,%). 182. Krivkou
y =¢€*y/x a priamkami x =1,y = 0. 183. Krivkou y = sin x a priamkou y = %x.

Vysledky

176. 2% 177, 268 178, L% 179, 21T 180. T, 181. %, 182. (2 +1),183. &

Dizka krivky

Dizku rovinnej krivky, ktoré je grafom funkcie f(x), ktord mé spojitt derivaciu na intervale (a,b)

vypocitame pomocou integralu
b
z:/ 1+ (F/(x))2dx.

Cvicenia

Vypocitajte dizky danych kriviek.

196. y = 3 (x —|—2)2 x€(0,3),197. y= 4,x€<0 2v/2),198. y =In(sinx),x € (£,%),199. y= 3x/x,x €
2

(0,1),200. y =% — Linxx € (1,2), 201 y=In (f’“) x € (a,b), 202 y = Inx,x € (\/3,V/3), 203.

y=arcsinx+V1—x*x€e(0,1),204. y=2./x,x € (1,2),

Vysledky

196. 12,197. In(v2+v/3) + V6, 198. 1in3,199. 2(/8 1), 200. 3+ 1in 2, 201. zn( ) 202.

1+3n3,203. 4-2v/2, 204. V6 — V2 + Jin2VEE.

Obsah povrchu rotac¢nej plochy
Obsah povrchu rotaénej plochy, ktord vznikne rotdciou grafu funkcie f(x) na intervale (a,b)
okolo osi o, vypocitame pomocou integralu

P—2n / £(x ())2dx
Cvicenia

Vypocitajte obsahy povrchov rota¢nych ploch, ktoré vznikna rotdciou danej funkcie okolo osi oy.
214. y = kx,x € {a,b),0 <a < b,k >0,215. y=x3,x € (0,1),216. y = /x,x € (0,2),217. y=e*,x €
(0,00),218. y =%, x € (0,3),

Vysledky

214. k2 + 1(b? —a?), 215. £(10v/10— 1), 216. 137, 217. n(v2+In(1+v/2)), 215. n (Z5 — &2).



