3. Neurcity integral
Definicia 3.1:

* Funkcia F je primitivnou funkciou k funkcii f na intervale (a,b): ak Vx € (a,b) plati:
F'(x) = f(x)
Vlastnosti primitivnych funkcii:

e VPF1: Ak F je primitivna funkcia k funkcii f naintervale (a,b), tak F +c je tieZ primitivhou
funkciou k funkcii f na intervale (a,b), pricom c € R.

e VPF2: Ak F a G su primitivne funkcie k funkcii f na intervale (a,b), tak existuje redlne
¢islo ¢ tak, ze F(x) = G(x) +c pre vSetky x € (a,b).

* VPE3: Kazd4 spojitd funkcia na intervale (a,b) ma v tomto intervale primitivnu funkci (nie
vzdy vsak vieme tato primitivnu funkciu vyjadrit’ analytickym vyrazom).

Definicia 3.2:

¢ Neurcity integral funkcie f na intervale (a,b) - (ozn. [ f(x)dx): mnozina vSetkych primi-
tivnych funkcii k funkcii f na intervale na intervale (a,b)

Vlastnosti neurcitého integralu:

* VNI1: Ak k funkcii f existuje primitivna funkcia na intervale (a,b), tak pre vsetky x € (a,b)

platf: ( / f(x)dx)/ — ()

e VNI2: Ak f’ existuje na intervale (a,b), tak / f(x)dx = f(x)+c

* VNI3: Ak maja funkcie f aj g v intervale (a,b) primitivne funkcie, tak v tomto intervale
plati

/(f(x)ig(x))dx:/f(x)dxi/g(x)dx, /(kf(x))dx:k/f(x)dx

kde k je I'ubovolné redlne ¢islo.

Zikladné neurcité integraly

| Vzorec podmienky |
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/sinxdx = —cosx+c¢

/cosxdx = sinx—+c¢

/ X ext
=tgx+c
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xeR
xeR
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d
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= arctgx+c = —arccotgx+c X
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= -1 —1,1
12 2“'1—x AL

dx .
= arcsinx+c¢ = —arccosx+c x € (—1,1)

xeR, aeR,a#0

Cvicenia
Vypotitajte integrély:

1. [(32% 4+ 22 — 1) dx.
3. [2%(z* + 1) du.

5. [ ltde—l gy

7. [ %(lfl;.

9. [(cosx + 2Va3) du.

11. [ (2"’" + \/;) dx.

13. [ e .

15. [(Vo + 1)(z — o + 1) du.

17. [4273% dg.

2.

4.

6.

8.

10.

12

J (,\2/7 - %) dx.
J (23 + 1) du.

- 22 —3z+4
=

dx.

I M dz.

J (Sin T+ \/ﬁ) dr.

.S (107’" + i—:j%f) dx.

14. [cotg?z dx.
T _dx
16. [ o

18

. j W dx.




Vysledky

1.2 +2° -z +ec 2. —%-i—%—kc.
3’%—}—£—|—( 4. = —+:1;—|—(:.

5. & +31—ln| | + ¢ 6. 22°V7 — 20\/1 + 87 +c.
7. 7:1:3\/5 S02T + 20T — 2T + c.

8. 227 + 62 + 24y/x + 8In x| + c.

9. sinz + —’1\77 +c. 10. —cosz + %arcsin T+ c.
11. hl2+2\/_+( 12. © +arctgz — m—}—(.
13. %(1 —arctg z) + c. 14. —x — cotg x + c.

15. 22%\/r + 1+ c. 16. ﬁarctg%—kc.

17. —ﬁllz_g”’ + c. 18. In |z

Metédy pocitania neurcitého integralu

Substitu¢nd metdéda

Nech F je primitivna funkcia k funkcii f na intervale 7, nech funkcia ¢ ma derivaciu v intervale
(a,b) anech pre kazdé x € (a,b) je @(x) € I. Potom

Postup pri pouZivani substitu¢nej metédy:

1. V integrovanej funkcii h'addme taka funkciu ¢, ktord sa tam vyskytuje spolu so svojou
derivaciou, alebo jej ¢iselnym nasobkom.

2. Zavedieme novu premennd ¢, pre ktord je t = @(x).
3. Upravime dany interdl na tvar [ f(¢)dt kde dt = ¢'(x)dx a pocitame [ f(¢)dt = F(t)+c.
4. Vo vysledku nahradime 1 = ¢(x) : F((x)) +c

Niekedy,ak je funkcia @ monoténna, treti bod tohoto postupu je vyhodné realizovat’ tak, Ze si
vyjadrime inverznt funkciu x = ¢~!(¢) a(alebo) dx = (¢~!)'(t)dt a dosadime do pévodného in-
tegralu.

1
Priklad: UkaZeme platnost’ vzt'ahu / flax+Db)dx=—F(ax+b)+c

a
RieSenie:
=ax+b

dt—adx _a/f(t)dt = ZF(I)‘f'C = ZF(CDC—H?)—}-C.

/f(ax+b) /f ax+b)adx =



Ak F je primitivnou funkciou k funkcii f, tak v prislusnych intervaloch plati

[rre=treyae,  [L00)

f(arctgx)
1+x2

(Inx)+c,

——="~dx = F(arctgx) +c, /f dx=2F(\/x)+c,

f(tgx)

cosZx

/f(sinx) cosxdx = F(sinx) +c, dx = F(tgx)+c¢
Cvicenia

Pouzitim algebraickej tpravy (ak je potrebnd) a substitticie linedrnej funkcie vypocitajte integrély:

- . © _dx
19. [sin3zdx. 20. [ =%,
21. [e3 2 dux. 22. [ /3x —2dux.
23. [(4 —Tz)' du. 24. [ W:“r),
- da _dx_
25. j \/(;:ﬁ 26. .’1:‘-(41[16'

PouZitim naznacenej substitticie vypocitajte integraly:

27. | \/17{_“— t=a*—4.
28. | l:LO:HiI d"I;v t =sinx.

29. [ Vcos3 xsinx dx, t = cosu.

30. [ ze®’ dz, t = a2

31. f 1{1]111 t=Inz.

32. [z 23 + 1dx, t= a3+ 1.
33. [ A, =1t

34. % t = a2,

35. [ t=e "




Pouzitim substitu¢nej metddy vypocitajte integraly:

39. [ Az —11dx. 40. [ %

41. jmd, 42. jﬁg

43. [10z(2® 4 7)* du. 4. [ 2

45. f%mlw. 46. fflfm(l.’lf.
47. [sin® z cos z du. 48. [ \/%

49. ﬁ 50. [ L.

51. [ % < da. 52. [ (2 +2)e” H45 dy,
53. f%dﬂ;. 54. fw(h
55. [ 05”7 sin 2 dla. 56. j%(il
57. f(—ozz—\/&’_lldl 58. fm,d(ﬁ
59. f\/%(izl;. 60. f%dw.

61. [ 62. [ —rt-.

Vysledky

19. —%cos 3z +c. 20. —31n[3z — 5| +c.

21. —1e3 7% 4 22. 13z —2)V3zx —2+c.
23. —Mﬁ—i—c. 24. %tgol +c.

25. arcsin g + c. 26. Z arctg 7 +c.

27. Vot —4+ec. 28. In|l +sinz| + c.

29. —%\/ cos® z + c. 30. %e‘/”z +c.

31. ln|Inz| +c. 32. 2/(13+1)3 +

33. arctg 5 vz + c. 34. %ar(’tg 7 4+ c.

35. Inje™* — 1| +ec. 36. 2\/arctg’ e” + c.

37. arccos = + . 38. 2 /(x+ 1) —2Vz + L.



Vo vysledkoch nasledujticich cvicenti je este pred vysledkom uvedend substittcia, ktorou je
mozné integral rieSit’:

39. t =4z — 11, I = $\/(dz — 11)% +c. 53. t=Inz, I =i’z +ec

40. t =5—3x, I = —21In|5 — 3z| +¢. 54. t = sin(lnz), I =sin(lnz) + c.

41. t =4+ 22, I =2In|d + 2°| + c. 55. 1 — e I = —efostT 4 ¢,

42. t =2x+ 3, I = m +c. 56. ¢t = sin/z, I =2In|sin\/z| + c.

43. t =247, I =2 +17)° +c 57. t =tgw, I =3Vtg’w+c.

44. t =3 — 22, I = —/3 — 22 +c. 58. t =cotgxw, I = —2/cotgx —1 +c.
45. t =1+25 I = %arctg %+ c. 59.¢—-2% I — % +c.

46. t =4 —1* I = -4 —a2?)0 +c 60. L =4+e" I=¢"—4luld+e"| +c.
47. t =sinz, I = %sin? T+ c. 61. ¢t = arctgx, I = In(arctg ) + c.

48. t =2+ cosz, [ = —2/2 F cos = + c. 62. t =Inz, I = 3arcsin(lnz) + c.
49. t =2z + 1, I = arctg(x + 1) +c.

50. t =2r — 1, I = farcsin(2z — 1) + c.

51. t =41, T = —ew + c.

€
2 " 2 P
52. t — ¥ +4.J/,fo7 I — §P1 +4x—>5 + c.

Metéda per partes (integrovanie po castiach)

Nech funkcie u a v maja derivécie na intervale (a,b). Potom plati:

Ako volit' funkciu ' a v v metdde per partes?
1. Nemal by byt problém vypo¢itat’ funkcie u(x) = [u/(x)dx a V'(x).
2. Integral [u(x)V'(x)dx by mal byt 'ahsi ako pdvodny integral.

Metédu integrovania per partes pouzivame o.i. pri integraloch typu / P(x) f(x)dx, kde P(x) je

polyném (!!'mdze byt' aj P(x) =1) a f je trigonometrickd, exponencidlna, logaritmickd alebo cyk-
lometrickd funkcia. Pritom volime:

1. '=f av=P,ak f je trigonometrickd alebo exponencidlna funkcia a postup opakujeme n-
krat, kde n je stupeti polynému P,

2. W =Pav=f,ak f je cyklometrickd alebo logaritmicka funkcia.



Cvicenia

PouZite naznacené metddy per partes na vypocet integralov:

63. [Inzdx, u=1 wv=Ihxz
64 j Ina da o1 v=1Inz
. 2 u = o) v =1Inr.
65. [z coszdx, u' = cosx, V=1
. _om o
66. [rze " dux, u =e %", v =x.
67. [arccotg z dx, u =1, v = arccotg x.
68. [ —%— dux, u = 24—, v =1
(510 0 il s x
T XL COST . . cosx " e
69. [ =t dr, u' = v = 1.

71. [V1— 22 dx, u =1, v =+1-—z2

72. [wtg? xdx, uw = tg?x, v = .

PouZitim metédy per partes vypocitajte integraly:

73. [zlnxzdz. 74. [xsin3zdx.
75. [ 5re 4 du. 76. [xarctgxdz.
77. [arccos x du.

79. [(2z + 1) cos(§ — 5x) dx. 80. [ zdr,

81. | Vi . 82. [427 In(z°) dx.

Opakovanym pouZitim metddy per partes vypocitajte integrély:

83. [2%sinzdr. 84. [e”cos2xdr.
85. [(z*+5)coszdr.

87. [(2* — 22 +5)e *du. 88. [zIn’z dz.
89. [In®xda. 90. [e *sin 3 du.
91. [sin(Inz)dx. 92. [z%e3 dux.
93. [(2? + 52 + 6) cos 2z dx. 94. [1?coszdzr.



Vysledky

63. zlnz —z +c. 64. h'lLI — + c.

65. zsinz 4 cosz + c. 66. —5.'1;6 2"’ - 36’2"’ +c.

67. zarccotgz + 5 In(1 +22) + c. 68. —zcotgx + In|sinz| + c.
.

69. m (Otg T +c. '

71. 3(2v1 —2? + arcsinz) + ¢ 72. ztgr 4+ In|cosz| — & +ec.

Vo vysledkoch nasledujacich cviceni je este pred vysledkom uvedend vol'ba funkcie ' v metode
per partes, ktorou je mozné integral rieSit’. Funkciu v si ¢itatel’ doplni:

3. u =2, I = %’1‘2 Inx — ;,.z +c.

74. v' =sin3x, I = —;1 cos 3x +3 511131 + c.

o —4dx _ _5,.,—4x _ —4x
75. u' =e ", I = 4.1,6 1() + c.

76. u' =12, [ = 72 arctgx — 5 + 5 arctg x + c.

77.u' =1, I = zvarccoss — V1 — 2% +c.

o (T E.. 21+l T _ Eo. 2 T _ E.. .
79. v =cos(§ —5z), I = sin(§ — 5x) + gz cos(§ — 5z) + c.
- I o 5” X
80. u' =577 [ =—= e

81. 'u,':T I=2yrlnx —4yx + c.

82. u' =423, I =52 Inx — %.’1:4 +c.

83. u' =sinz, I =—2%cosz +2zsinz +2cosz +c.  90. u je jedno, I = —%e’z”’(sing -+ ﬁ(’:os 5) +e.
84. u' je jedno, I = %((0%21 + 2sin2x) + 91. v =1, I = f(sm(ln z) —cos(lnz)) + c.
85. u' = cosx, I = (2?4 3)sinz + 2z cosz +c. 92. v =€, [ = ’ (91 — 6z +2)+c.
93. v =cos2x, I = 2'“4& sin 2z + 2"':”’_’ cos 2z + c.
87.u' =e % [=—e*(z?+5)+ec. 94. u' = cosx, I = (23 —6x)sinz + (322 — 6) cos x + c.

88. v =ux, I= %:1/:2(1112 z—1Inzx) + %.’1;2 +c.
89.u' =1, I=zln’z—2zInz + 2z +c.

Integrovanie racionalnych funkcif
Definicia 3.3:

Pa(x)
Om(x)’

* Rydzoraciondlna funkcia f: ak pre raciondlnu funkciu plati, Ze n < m,

e Raciondlna funkcia f: f(x) =

kde P,(x),Qn(x) st polynémy stuptia m,n € N,

* Elementdrne (parcidlne) zlomky: zlomky v tvare

b b
a 7 11.) L, II1.) L’ IV. _ax+tb
xX—r (x—r)" X2+ px+gq (x2+ px+q)"

L)



Vlastnosti raciondlnych funkcii:

* VRF1: Ak pre raciondlnu funkciu f plati, Ze n > m, tak ju tpravou (delenim P,(x) : QO (x))

Si(x)
Om(x)

prevedieme na tvar f(x) = Ri(x) + , pricom funkcia uz je rydzoraciondlnou

Si(x
Om(x)
funkciou.

* VREF2: Kazdu rydzoraciondlnu funkciu mozeme vyjadrit’ v tvare sti¢tu elementarnych zlom-
kov. To, Ze aké elementarne zlomky sa objavia v rozklade, zavisi od menovatel'a Q,,(x). Plati
totiz:

— Polyném Q,,(x) mozno zapisat’ jedinym spdsobom v tvare
(x—a))" (x—a2)™...(x — )" (x* + p1x+q1)™ ..(x* + psx+q5)™
kde aj,...,a; st navzdjom rozne redlne korene polynému Q,,(x), polynémy x* + pix +

Glyeoy X2+ psx+ gy nemaju redlne korene a stt navzajom rdzne, ny,...,ng,my,...,ms € N

— Stitance vystupujtce v stcte elementarnych zlomkov moZno rozdelit’ na skupiny pat-
riace k jednotlivym ¢lenom rozkladu polynému Q,(x), tj. na skupinu elementarnych
zlomkov patriacu k ¢lenu (x —ay)"', ...,, skupinu elementdrnych zlomkov patriacu k
¢lenu (x> + pyx+gqs)™ , pricom:

+ skupina patriaca k &lenu tvaru (x — o)’ pozostéva z parcidlnych zlomkov

A Ar A;
(x—0a) (x—a)2" " (x— o)

+ skupina patriaca k ¢lenu tvaru (x> + Bx+7)/ pozostdva z parcidlnych zlomkov

Bix+Cy Byx+ () Bix+C;

(2 4+Bx+7) (2 +Bx+7y)2" T (24 Br+7)

x> —8 Al
—

D ——

A2+ 2) (2 4+x+1) x *




Integrovanie elementirnych zlomkov :

L)

/ a d t=x—r| /dt_ Inlt] —a| |
T X = df = dx =a T—an +c=alnjx—r|+c.
Il.) Pre n > 1:
a t=x—r ¢t a
————dx = = t"dt = = )
/(x—r)" * dt = dx a/ a_n+1+c (1_n)(x_r)n—1+c
I11.)
ax+b  5(2x+p) b—%
24pxt+q x2+px+q x2+prx+q
. (2x+ p)d 2 d
x+p X t=x"+px+gqg / t a
2/ 2—|—px—|—q dt = (2x+ p)dx 2 —|—px+q)+
2.

/idx:<_@>/ dx :b—%/ dx
x*+px+q 2 (x+5)2+K>  K? <)ﬂ>2+1

10

;= %% b—L r dt b—-% tx+§+
= = = arc
dt = zdx K 2+1 K . “
4g — p?
kde k2 =11
4
IV.) Integrdly zo zlomkov Stvrtého typu (xzf‘p—ﬁq)” pre n > 1 sa pocitaju zloZitou rekurentnou
metddou.
Cvicenia

Vypocitajte integraly rydzoraciondlnych funkcif:

:
95. fl {—]—121

97. [ .

99. fIIdAfl:

2.
101 | =505

103. |- ;’;l du.

96. [ 4o

100. j%dw.
102. [ 4.

104. [ %



Vypotitajte integrély raciondlnych funkcif:

2 _Ea
105, [ L =2r+d gy

12 —5x+6

22 dz patl
107. [ od 108. §<, o) 4
109. [ =0 dr, 110. [ = dx.

Vysledky

95 111 l+2’+(:.

97. In|z| — $In(z? + 1) +
1 €T .

99. m—!—ln %H‘—b—(

101. arctg ""ﬂ+l +c.

103. llné%ﬂ%—l— \/_(n(tg \/_l +ec.

104. 1n m — % arctg Zi/él +c.

105. z+3In|z — 3| —3Injz — 2| +c.
Va(r—4 &

(.’l,‘fl)%

107. 2z + 3In(x? — 62 + 10) + Sarctg(x — 3) +

106. 5z + In + c.

108. z + In ‘\/;T‘ +ec.

109. = — 3In(2? + 3z +4) +

o 2x+3 .
ﬁ(u(t e + c.
110. = + iln jji

‘ - %arctgw +c.

11



