
Arno©dove úlohy

1. Nakreslite graf derivácie a graf integrálu funkcie zadanej vo©ne na£rtnutým grafom.

2. Vypo£ítajte
lim
x→0

sin(tan(x))− tan(sin(x))
arcsin(arctan(x))− arctan(arcsin(x))

.

3. Nájdite kritické hodnoty a kritické body zobrazenia

z 7→ z2 + 2z̄.

Výsledok nakreslite.

4. Vypo£ítajte stú deriváciu funkcie
x2 + 1
x3 − x

.

5. Vypo£ítajte stú deriváciu funkcie
1

x2 + 3x + 2
v bode 0 s presnos´ou 10%.

6. Nakreslite v rovine (x, y) krivku, zadanú parametricky

x = 2t− 4t3, y = t2 − 3t4.

7. Ko©ko normál k elipse moºno vies´ zadaným bodom roviny? Vy²etrite oblas´ roviny, v ktorej je toto
£íslo maximálne!

8. Ko©ko maxím, miním a sedlových bodov má funkcia

x4 + y4 + z4 + u4 + v4

na ploche

x + y + z + u + v = 0, x2 + y2 + z2 + u2 + v2 = 1, x3 + y3 + z3 + u3 + v3 = C?

9. Je pravda, ºe kaºdý kladný polynóm dvoch reálnych premenných má globálne minimum?

10. Preskúmajte asymptotiku rie²ení y rovnice x5 + x2y2 = y6, ktoré sa blíºia k 0 pri x → 0.

11. Preskúmajte konvergenciu integrálu ∫ ∫

R2

dxdy

1 + x4y4
.

12. Nájdite tok vektorové ho po©a ~r/r3 plochou (x− 1)2 + y2 + z2 = 2.

13. Vypo£ítajte s relatívnou chybou maximálne 5%
∫ 10

1
xxdx.

14. Vypo£ítajte s relatívnou chybou maximálne 10%∫ ∞

−∞
(x4 + 4x + 4)−100dx.
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15. Vypo£ítajte s relatívnou chybou 10%∫ ∞

−∞
cos

(
100(x4 − x)

)
dx.

16. Akú £as´ objemu 5-rozmernej kocky predstavuje objem do nej vpísanej gule? Ako je to v prípade
10-tich rozmerov?

17. Nájdite vzdialenos´ od stredu 100-rozmernej homogénnej pologule do jej ´aºiska s relatívnou chybou
10%.

18. Vypo£ítajte

I(n) =
∫

. . .

∫

Rn

exp


−

∑

1≤i≤j≤n

xixj


dx1 . . . dxn

19. Preskúmajte tvar lú£ov svetla v rovinnom prostredí s indexom lomu

n(y) = y4 − y2 + 1

vyuºijúc Snellov zákon n(y) sin(α) = const, kde α je uhol lú£a s osou y.

20. Nájdite deriváciu rie²enia rovnice x′′ = x + A(x′)2, ktoré vyhovuje po£iato£ným podmienkam
x(0) = 1, x′(0) = 0, pod©a parametru A pri A = 0.

21. Nájdite deriváciu rie²enia rovnice x′′ = (x′)2 + (x′)3, ktoré vyhovuje po£iato£ným podmienkam
x(0) = 1, x′(0) = A, pod©a parametru A pri A = 0.

22. Preskúmajte hranicu oblasti stability v priestore koe�cientov rovnice

x′′′ + ax′′ + bx′ + cx = 0.

23. Rie²te kvázihomogénnu rovnicu
dy

dx
= x +

x3

y
.

24. Rie²te kvázihomogénnu rovnicu
x′′ = x5 + x2x′.

25. Môºe sa asymptoticky stabilné ekvilibrium sta´ nestabilným (pod©a Ljapunova) po linearizácii?

26. Preskúma´ správanie sa rie²ení systémov

x′ = y, y′ = 2 sin(y)− y − x

a
x′ = y, y′ = 2x− x3 − x2 − εx,

kde ε ¿ 1, pri t →∞.

27. Nakresli´ obrazy rie²ení rovnice
x′′ = −kx′ − dU

dx
v rovine (x, E), kde E = 1/2(x′)2 + U(x), poblíº nedegenerovaných kritických bodov potenciálu U .

28. Nakresli´ fázový portrét a preskúma´ jeho zmeny pri zmenách malého komplexného parametra ε:

z′ = εz − (1 + i)z|z|2 + z̄4.
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29. Náboj sa pohybuje po rovine pod vplyvom na ¬u kolmého magnetického po¨a B. Ktorým smerom
sa bude pohybova´ stred Larmorovej kruºnice? Vypo£ítajte rýchlos´ tohoto pohybu. [Matematicky ide
o krivky s krivos´ou NB pre N →∞.]

30. Nájdite sú£et indexov singulárnych bodov vektorového po©a zz̄2 + z4 + 2z̄4, rôznych od nuly.

31. Nájdite index singulárneho bodu 0 vektorového po©a (x4 + y4 + z4, x3y − xy3, xyz2).

32. Nájdite index singulárneho bodu 0 vektorového po©a grad(xy + yz + zx).

33. Nájdite koe�cient zre´azenia (linking number) fázových kriviek rovnice malých kmitov

x′′ = −4x, y′′ = −9y

na ploche kon²tantnej energie (x′2 + 4x2 + y′2 + 9y2 = const .).

34. Preskúma´ singulárne body krivky y = x3 v projektívnej rovine.

35. Nakresli´ geodetiky na ploche (x2 + y2 − 2)2 + z2 = 1.

36. Nakresli´ evolventy kubickej paraboly y = x3 (evolventa sú body ~r(s) = (c− s)~r′(s), kde s je d¨ºka
pozd¨º krivky ~r(s) a c je kon²tanta).

37. Nech A je symetrická matica bez násobných vlastných £ísel. Dokáºte, ºe plochy (〈., .〉 je Euklidov
skalárny sú£in v Rn)

〈(A− λE)−1 x, x〉 = 1, E je jednotková matica
sú vzájomne ortogonálne.

38. Vypo£íta´ integrál z Gaussovej krivosti plochy

z4 + (x2 + y2 − 1)(2x2 + 3y2 − 1) = 0.

39. Vypo£ítajte Gaussov integrál ∫ ∫
det(d ~A, d ~B, ~A− ~B)

| ~A− ~B|3
,

kde ~A beºí po krivke x = cosα, y = sin α, z = 0 a ~B po x = 2 cos2 β, y = 1
2 sinβ, z = sin 2β.

40. Preneste vektor lokalizovaný v Petrohrade (60o zemepisnej ²írky) a smerujúci na sever po rovnobeºke
smerom zo západu na východ dookola Zeme naspä´ do Petrohradu. �o dostanete?

41. Nájdite geodetickú krivos´ krivky y = 1 v hornej polrovine s Loba£evského - Poincarèho metrikou

ds2 =
dx2 + dy2

y2
.

42. Pretínajú sa v Loba£evského rovine ´aºnice trojuholníka v jednom bode? A vý²ky?

43. Nájdite Bettiho £ísla plochy

x2
1 + · · ·+ x2

k − y2
1 − · · · − y2

l = 1

a mnoºiny
x2

1 + · · ·+ x2
k ≤ 1 + y2

1 + · · ·+ y2
l

v k + l-rozmernom priestore.
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44. Nájdite Bettiho £ísla plochy
x2 + y2 = 1 + z2

v trojrozmernom projektívnom priestore. To isté aj pre plochy

z = xy, z = x2, a z2 = x2 + y2.

45. Nájdite index samoprieseku plochy x4 + y4 = 1 v projektívnej rovine CP 2.

46. Nájdite konformné zobrazenie vnútra jednotkového kruhu na prvý kvadrant.

47. Nájdite konformné zobrazenie vnútra jednotkového kruhu na vonkaj²ok zadanej elipsy.

48. Nájdite konformné zobrazenie polroviny bez úse£ky kolmej na jej kraj na polrovinu.

49. Vypo£ítajte ∮

|z|=2

dz√
1 + z10

.

50. Vypo£íta´ ∫ ∞

−∞

eikx

1 + x2
dx.

51. Vypo£ítajte ∫ ∞

−∞
eikx 1− ex

1 + ex
dx.

52. Nájdite 1. £len asymptotického rozvoja ke¤ k →∞ integrálu
∫ ∞

−∞

eikx

√
1 + x2n

.

53. Preskúma´ singulárne body diferenciálnej formy dt = dx/y na kompaktnej Riemannovej ploche
y2

2
+ U(x) = E,

kde U je polynóm a E nie je kritická hodnota.

54. Uvaºujte rovnicu
x′′ = 3x− x3 − 1.

V okolí ktorého ekvilibria je perióda kmitov pri rovnakej energii (E = 1/2(x′)2 − 3/2x2 + 1/4x4 + x)
vä£²ia?

55. Preskúmajte topologicky Riemannovu plochu funkcie w = arctan(z).

56. Ko©ko úch má Riemannova plocha funkcie w =
√

1 + zn.

57. Nájdite dimenziu priestoru rie²ení úlohy
∂u

∂z̄
= δ(z − i), pre Im(z) ≥ 0, Im(u(z))

∣∣Im(z)=0
= 0, u

∣∣
z→∞ = 0.

58. Nájdite dimenziu priestoru rie²ení úlohy
∂u

∂z̄
= aδ(z − i) + bδ(z + i), pre |z| ≤ 2, Im(u(z))

∣∣
|z|=2

= 0.
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59. Preskúmajte existenciu a jednozna£nos´ rie²enia úlohy

y
∂u

∂x
= x

∂u

∂y
, u

∣∣
x=1

= cos(y)

v okolí bodu (1, y0).

60. Existuje a je jediné rie²enie Cauchyho úlohy

x(x2 + y2)
∂u

∂x
+ y3 ∂u

∂y
= 0, u|y=0 = 1

v okolí bodu (x0, 0)?

61. Pre aké maximálne t sú rie²enie úlohy
∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
= sin(x), u|t=0 = 0

de�nované na intervale [0, t)?

62. Nájdite v²etky rie²enia rovnice
y
∂u

∂x
− sin(x)

∂u

∂y
= u2

v okolí bodu (0, 0).

63. Existuje rie²enie Cauchyho úlohy

y
∂u

∂x
+ sin(x)

∂u

∂y
= y, u|x=0 = y4

v celej rovine (x, y)? Je jednozna£né?

64. Má Cauchyho úloha
(∇u)2 = 1, u|x=y = 1

hladké rie²enie v oblasti y ≥ x2? A £o v oblasti y ≤ x2?

65. Nájdite strednú hodnotu funkcie ln(r) na kruºnici (x− a)2 + (y − b)2 = R2 a funkcii 1/r na sfére
(x− a)2 + (y − b)2 + (y − c)2 = R2.

66. Rie²te Dirichletovu úlohu

∆u = 0 pre x2 + y2 < 1

u = 1 pre x2 + y2 = 1, y > 0

u = −1 pre x2 + y2 = 1, y < 0.

67. Ko©korozmerný je priestor rie²ení úlohy

∆u = 0 pre x2 + y2 > 1,
∂u

∂n
= 0 pre x2 + y2 = 1,

ktoré sú spojité v oblasti x2 + y2 ≥ 1?

68. Nájdite

inf
∫ ∫

x2+y2≤1

[(
∂u

∂x

)2

+
(

∂u

∂y

)2
]

dxdy

cez C∞ funkcie u, ktoré majú hodnotu 0 pre (x, y)− (0, 0) a hodnotu 1 pre x2 + y2 = 1.



6

69. Ukáºte, ºe priestorový uhol, pod ktorým je vidno zadanú uzavretú krivku, je harmonická funkcia
polohy oka.

70. Vypo£ítajte strednú hodnotu priestorového uhla, pod ktorým je vidno kruh x2 + y2 ≤ 1, leºiaci v
rovine z = 0, zo sféry x2 + y2 + (z − 2)2 = 1.

71. Vypo£ítajte hustotu náboja na vodivej hranici plochy x2 + y2 + z2 = 1, do ktorej je vloºený náboj
q vo vzdialenosti r od stredu.

72. Vypo£ítajte v prvom ráde splo²tenia Zeme ε (ε ≈ 1/300) vplyv splo²tenia Zeme na jej gravita£né
pole vo vzdialenosti od Zeme rovnej vzdialenosti Zem - Mesiac. (Povaºujte pri tom Zem za homogénnu).

73. Nájdite príspevok k poruche úmerný ε ku kapacite gu©ového kondenzátoru spôsobený nerovnos´ou
jeho povrchu

R = 1 + εj(φ, θ).

74. Nakreslite graf funkcie u(x, 1) pre 0 ≤ x ≤ 1, ak
∂u

∂t
=

∂2u

∂x2
, u

∣∣
t=0

= x2, u
∣∣
x2=x

= x2.

75. V dôsledku ro£ného kolísania teploty zem v meste N zam¯za do h¨bky 2m. Do akej h¨bky by táto
zem zam¯zala v dôsledku storo£ných výkyvov teploty? (Ak T (t) opisuje ro£né variácie teploty, potom
storo£nými varáciami rozumieme T (t/100).)

76. Preskúmajte správanie sa rie²enia úlohy
∂u

∂t
+

∂ (u sin(x))
∂x

= ε
∂2u

∂x2
, u

∣∣
t=0

= 1, ε ¿ 1

pri t → +∞.

77. Nájdite vlastné £ísla Laplaceovho operátoru na sfére polomeru R v euklidovskom priestore s di-
menziou n. Nájdite aj násobnos´ vlastných £ísel.

78. Vyrie²te Cauchyho úlohu
∂2A

∂t2
= 9

∂2A

∂x2
− 2B,

∂2B

∂t2
= 6

∂2B

∂x2
− 2A,

A(x, t = 0) = cos(x), B(x, t = 0) = 0,
∂A(x, t = 0)

∂t
=

∂B(x, t = 0)
∂t

= 0.

79. Ko©ko rie²ení má okrajová úloha
d2u

dx2
+ λu = sin(x), u(0) = u(π) = 0?

80. Vyrie²te rovnicu ∫ 1

0
(x + y)2u(x)dx = λu(y) + 1.

81. Nájdite Greenovu funkciu operátoru
d2

dx2
− 1

a rie²te rovnicu ∫ ∞

−∞
e−|x−y|u(y)dy = e−x.
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82. Pre aké hodnoty rýchlosti c má rovnica
∂u

∂t
= u− u2 +

∂2u

∂x2

rie²enie v tvare postupnej vlny

u = ϕ(x− ct), ϕ(−∞) = 1, ϕ(∞) = 0, 0 ≤ u ≤ 1?

83. Nájdite rie²enia rovnice
∂u

∂t
=

∂3u

∂x3
+ u

∂u

∂x
,

ktoré majú tvar postupnej vlny
u = ϕ(x− ct), ϕ(±∞) = 0.

84. Nájdite po£et kladných a záporných koe�cientov v normálnej forme kvadratických foriem
∑

1≤i≤j≤n

(xi − xj)
2 ,

∑

1≤i≤j≤n

xixj .

85. Nájdite d¨ºky hlavných osí elipsoidu
∑

1≤i≤j≤n

xixj = 1.

86. Nájdite priamku idúcu cez stred kocky tak, aby sú£et kvadrátov vzdialeností priamky od vrcholov
bol a.) najmen²í; b.) najvä£²í. To isté pre ²tvorsten a pre osemsten.

87. Nájdite hodnoty derivácií d¨ºok elipsoidu

x2 + y2 + z2 + xy + yz + zx = 1 + εxy

pod©a ε pri ε = 0.

88. Aké útvary dostávame ako prienik nekone£nerozmernej kocky {|xk| ≤ 1, k = 1, 2, 3, . . . } a dvo-
jrozmernej roviny?

89. Vypo£ítajte
(~x× ~y)× ~z + (~y × ~z)× ~x + (~z × ~x)× ~y.

90. Vypo£ítajte sú£et komutátorov matíc

[A, [B, C]] + [B, [C, A]] + [C, [A,B]] .

91. Nájdite Jordanovu normálnu formu operátora ed/dt v priestore kvázipolynónov {eλtp(t)}, kde
stupne polynónov p(t) sú men²ie ako 5. �alej nájdite Jordanovu normálnu formu operátora

adA : B 7→ [A,B]

pôsobiaceho na (n× n) maticiach. Matica A je diagonálna.

92. Nájdite rády podrúp grupy rotácií kocky a jej normálne delitele.

93. Rozloºte priestor funkcií de�novaných vo vrcholoch kocky na invariantné priestory ireducibilné vo£i
grupe a.) symetrií kocky; b.) rotácií kocky.

94. Rozloºte pä´rozmerný reálny vektorový priestor na ireducibilné invariantné podpriestory grupy
zadanej cyklickými zámenami prvkov bázy.
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95. Rozloºte priestor homogénnych polynónov stup¬a pä´ závislých od (x, y, z) na ireducibilné invari-
antné podpriestory, invariantné vo£i grupe rotácií SO(3).

96. Kaºdý z 3600 pouºívate©ov telefónnej stanice ju pouºije v priemere raz za hodinu. Aká je pravde-
podobnos´, ºe v zadanej sekunde budú vola´ piati alebo viacerí? Odhadnite stredný £asový úsek medzi
dvomi takýmito sekundami.

97. �astica skacká po celých nezáporných hodnotách polpriamky x ≥ 0 tak, ºe s pravdepodobnos´ou a

sa posunie z daného miesta o 1 vpravo, s pravdepodobnos´ou b sa posunie o 1 v©avo a s pravdepodob-
nos´ou 1−a− b ostane na mieste. Pokia© je v mieste x = 0 tak namiesto pohybu do©ava ostáva na tom
istom mieste. Nájdite limitné rozdelenie pravdepodobnosti polohy £astice a taktieº strednú hodnotu x

a x2 pokia© na za£iatku bola £astica v mieste x = 0.

98. N hrá£ov stojí v kruhu, kaºdý z nich ukáºe 0 aº 5 prstov na pravej ruke (v²etci naraz). Potom
ur£ia ví´aza tak, ºe odpo£ítajú od prvého hrá£a celkový po£et prstov. Pri akom N je pravdepodobnos´
výhry aspo¬ jedného z vhodne zvolených N/10 hrá£ov aspo¬ 0, 9? Ako sa správa pravdepodobnos´
výhry prvého, ke¤ N →∞?

99. Jeden hrá£ drºí v ruke mincu s hodnotou 10 alebo 20 kopejok, druhý háda, aká minca to je. Ak
uhádne, mincu získa, ak nie, zaplatí 15 kopejok. Je táto hra spravodlivá? Aké sú optimálne stratégie
pre oboch ú£astníkov?

100. Aká je priemerná plocha priemetu jednotkovej kocky na rovinu? (rozdelenie smerov premietania
je izotropné, premietame kolmo).


