Arnoldove tulohy

1. Nakreslite graf derivacie a graf integralu funkcie zadanej volne naértnutym grafom.

2. Vypocitajte
i sin(tan(z)) — tan(sin(z))
im .
z—0 arcsin(arctan(z)) — arctan(arcsin(x))

3. Najdite kritické hodnoty a kritické body zobrazenia
z - 22 + 22,

Vysledok nakreslite.

4. Vypoditajte stu derivaciu funkcie

5. Vypocitajte std derivaciu funkcie

x? + 3z +2
v bode 0 s presnostou 10%.

6. Nakreslite v rovine (z,y) krivku, zadanu parametricky

=2t —4t3, y=1t>—3th

7. Kol'ko normél k elipse moZno viest zadanym bodom roviny? Vysetrite oblast roviny, v ktorej je toto

¢islo maximalne!

8. Kolko maxim, minim a sedlovych bodov mé funkcia
ot oyttt ot
na ploche
tH+y+z+utv=0, 22+ +22+uP 4+ =1, 2+ + 2+ +03 =07
9. Je pravda, ze kazdy kladny polyném dvoch redlnych premennych mé globalne minimum?

10. Preskumajte asymptotiku rieseni y rovnice z° 4 x2y? = 3, ktoré sa blizia k 0 pri  — 0.

// dzdy
R2 1 + .1'4

12. Najdite tok vektorové ho pola 7/ plochou (x — 1)? 4+ y% + 22 = 2.

11. Preskiimajte konvergenciu integralu

13. Vypocitajte s relativnou chybou maximalne 5%

10
/ z¥dzx.
1

14. Vypocitajte s relativnou chybou maximalne 10%

/ (z* + 42 + 4) 1%z,

—00

1
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15. Vypoditajte s relativnou chybou 10%

/OO cos (100(z* — z)) dz.

—0o0
16. Aku cast objemu 5-rozmernej kocky predstavuje objem do nej vpisanej gule? Ako je to v pripade

10-tich rozmerov?

17. Najdite vzdialenost od stredu 100-rozmernej homogénnej pologule do jej taziska s relativnou chybou
10%.

18. Vypocitajte
I(n) :// exp | — Z iz | doy...dzy

! 1<i<j<n
19. Preskiimajte tvar luc¢ov svetla v rovinnom prostredi s indexom lomu

n(y) =y' —y* +1
vyuzijuc Snellov zdkon n(y)sin(a) = const, kde a je uhol laca s osou y.
20. Najdite derivaciu rie§enia rovnice z” = x + A(2')?, ktoré vyhovuje pociatoénym podmienkam
z(0) =1, 2/(0) = 0, podla parametru A pri A = 0.

21. Néjdite derivaciu riesenia rovnice 2’ = (') + (2/)3, ktoré vyhovuje poéiatoénym podmienkam
z(0) =1, 2/(0) = A, podla parametru A pri A = 0.

22. Preskumajte hranicu oblasti stability v priestore koeficientov rovnice

2" +ax” + bz’ + cx = 0.

23. Rieste kvazihomogénnu rovnicu
dy x
— =+ —.
dx Y
24. RieSte kvazihomogénnu rovnicu

2 = 1‘5 + me’.

25. Moze sa asymptoticky stabilné ekvilibrium stat nestabilnym (podla Ljapunova) po linearizacii?

26. Preskumat sprivanie sa rieSeni systémov

/

a' =y, Y =2sin(y)-y-=z
=y, y’:2$—x3—m2—ex,

kde e < 1, pri t — o0.

27. Nakreslit obrazy rieSeni rovnice

1 /
Tz = -k’ — —

dx
v rovine (z, E), kde E = 1/2(2')? + U(z), pobliz nedegenerovanych kritickych bodov potencidlu U.

28. Nakreslit fazovy portrét a preskumat jeho zmeny pri zmenach malého komplexného parametra e:

2 =ez— (14122 + 24
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29. Néboj sa pohybuje po rovine pod vplyvom na fiu kolmého magnetického pola B. Ktorym smerom
sa bude pohybovat stred Larmorovej kruznice? Vypodcitajte rychlost tohoto pohybu. [Matematicky ide
o krivky s krivostou NB pre N — o0.]

30. Najdite sucet indexov singularnych bodov vektorového pola 222 4 z* + 224, réznych od nuly.
31. Najdite index singularneho bodu 0 vektorového pola (z* 4 y* + 2%, 23y — 293, vy2?).
32. Najdite index singularneho bodu 0 vektorového pola grad(zy + yz + zz).

33. Najdite koeficient zretazenia (linking number) fazovych kriviek rovnice malych kmitov
1

T =—4z, y =-9%

na ploche kondtantnej energie (/% + 422 + 3> 4+ 9y% = const.).
34. Preskumat singularne body krivky y = 23 v projektivnej rovine.
35. Nakreslif geodetiky na ploche (22 + y? — 2)2 + 22 = 1.

36. Nakreslit evolventy kubickej paraboly y = 2? (evolventa st body 7(s) = (c — s)7(s), kde s je dlzka
pozdlz krivky 7(s) a c je kongtanta).

37. Nech A je symetrickd matica bez nasobnych vlastnych ¢isel. Dokazte, Ze plochy ((.,.) je Euklidov
skalarny sucin v R"™)
(A=XE)'z,2) =1, E je jednotkova matica
st vzajomne ortogonalne.
38. Vypoditat integral z Gaussovej krivosti plochy
A @y —1)(22° + 32— 1) =0.

39. Vypoditajte Gaussov integral

// det(dA,dB, A — B)
|A—BP?

kde A bezi po krivke x = cosa, y =sina, 2z =0 aépo x=2cos’ 3,y = %sinﬁ, z = sin 20.

)

40. Preneste vektor lokalizovany v Petrohrade (60° zemepisnej §irky) a smerujici na sever po rovnobezke

smerom zo zapadu na vychod dookola Zeme naspit do Petrohradu. Co dostanete?

41. Najdite geodeticku krivost krivky y = 1 v hornej polrovine s Lobagevského - Poincarého metrikou
ds? = 7(1%2 —ngﬂ.
Yy

42. Pretinaja sa v Lobacevského rovine taznice trojuholnika v jednom bode? A vysky?

43. Najdite Bettiho ¢isla plochy
a mnoziny
224l <14yl 4yl

v k + l-rozmernom priestore.
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44. Najdite Bettiho ¢isla plochy
224y =1+ 22
v trojrozmernom projektivnom priestore. To isté aj pre plochy

z =2y, z::vz, a 22:$2+y2.

45. Najdite index samoprieseku plochy z# 4+ y* = 1 v projektivnej rovine C P2

46. Najdite konformné zobrazenie vnitra jednotkového kruhu na prvy kvadrant.

47. Najdite konformné zobrazenie vniutra jednotkového kruhu na vonkajsok zadanej elipsy.
48. Najdite konformné zobrazenie polroviny bez tisecky kolmej na jej kraj na polrovinu.
49. Vypocitajte

dz
fz:? v1+ 210 .

%) ikx
/ ¢ sdz.
oo 1+

/OO eikxl_exdx
> 14+er

52. Najdite 1. ¢len asymptotického rozvoja ked k — oo integréalu

50. Vypocitat

51. Vypocitajte

0o eika}
/—oo V 1 + x2n .
53. Preskumat singularne body diferencialnej formy d¢ = dx/y na kompaktnej Riemannovej ploche

y2

kde U je polyném a FE nie je kritickd hodnota.

54. Uvazujte rovnicu
2" =3z — 2%~ 1.
V okoli ktorého ekvilibria je periéda kmitov pri rovnakej energii (E = 1/2(2')? — 3/222 + 1/42* + 2)

vicsia?
55. Preskumajte topologicky Riemannovu plochu funkcie w = arctan(z).
56. Kol'ko ich ma Riemannova plocha funkcie w = /1 + 2.

57. N&jdite dimenziu priestoru rieseni tlohy

Ou =0(z — 1), pre Im(z) >0, Im(u(z))hm(z)zo =0,

0z =0

ul
zZ— 00

58. Néjdite dimenziu priestoru rieseni tlohy

% = ad(z — i) +b8(z + i), pre |2 <2, Im(u(2)],_, = 0.



59. Preskumajte existenciu a jednozna¢nost rieSenia tlohy

%— @ ‘ = cos(y)
y@x_xay’ Ula=1 = 4

v okoli bodu (1, yo).

60. Existuje a je jediné rieSenie Cauchyho ulohy

z(x? + yQ)@ + ygal

=0 _n=1
ox Oy » Uly=o

v okoli bodu (zg,0)?
61. Pre aké maximalne ¢ st rieSenie tlohy
0
g sin(x), uli=0 =0

ot ox

definované na intervale [0,¢)?

62. N&jdite v8etky rieSenia rovnice

0 0
y£ - sm(az)a—z =u?
v okoli bodu (0,0).
63. Existuje rieSenie Cauchyho ulohy
ou + sin )8u | 4
— +sin(z)— = Uy =

v celej rovine (z,y)? Je jednoznacné?

64. Ma Cauchyho dloha
(Vu)> =1, sy =1

hladké rieSenie v oblasti y > 22? A ¢o v oblasti y < x2?

65. Najdite strednt hodnotu funkcie In(r) na kruznici (x — a)? + (y — b)? = R? a funkcii 1/r na sfére
(x—a)?>+ (y—b)2+(y—c)? = R2

66. Rieste Dirichletovu tulohu
Au=0 pre 22+y><1
u=1 pre J:2+y2:1,y>0
u=-1 pre 22 +y*=1, y<O.

67. Kolkorozmerny je priestor rieSeni ulohy

0
Au=0pre 22 +y> > 1, 8—u:0prex2—|—y2:1,
n

ktoré sa spojité v oblasti 2 + y? > 17

ou\? ou\?
o [ o |[(52) #(5) o
m 1.2+y2S1 [ 837 3y ey

cez C* funkcie u, ktoré maju hodnotu 0 pre (z,y) — (0,0) a hodnotu 1 pre 22 + y? = 1.

68. Najdite
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69. Ukazte, ze priestorovy uhol, pod ktorym je vidno zadant uzavretu krivku, je harmonicka funkcia

polohy oka.

70. Vypocitajte strednt hodnotu priestorového uhla, pod ktorym je vidno kruh 22 4+ y? < 1, leziaci v

rovine z = 0, zo sféry x2 4+ y2 + (z — 2)2 = 1.

71. Vypoditajte hustotu ndboja na vodivej hranici plochy 22 4 32 4 22 = 1, do ktorej je vlozeny naboj

q vo vzdialenosti r od stredu.

72. Vypocitajte v prvom rade splostenia Zeme € (e ~ 1/300) vplyv sploStenia Zeme na jej gravitatné

pole vo vzdialenosti od Zeme rovnej vzdialenosti Zem - Mesiac. (Povazujte pri tom Zem za homogénnu).

73. Najdite prispevok k poruche amerny € ku kapacite gulového kondenzatoru spésobeny nerovnostou
jeho povrchu
R=1+¢j(,0).

74. Nakreslite graf funkcie u(z,1) pre 0 <z <1, ak
ou 0%u
o~ ox2 o

75. V dosledku ro¢ného kolisania teploty zem v meste N zamiza do hibky 2m. Do akej hibky by téato

2

:x,u‘ 2

=X .
2=z

zem zamfzala v dosledku storofnych vykyvov teploty? (Ak T'(t) opisuje ro¢né varicie teploty, potom

storo¢nymi vardciami rozumieme 7'(¢/100).)

76. Preskimajte spravanie sa rieSenia tulohy
ou n O (usin(z))  9%u

ot or ‘o Uheom et

pri t — 4-o00.

77. Najdite vlastné &isla Laplaceovho operdtoru na sfére polomeru R v euklidovskom priestore s di-

menziou n. Najdite aj nasobnost vlastnych &isel.

78. Vyrieste Cauchyho tlohu

0?A 0?A 0°B 0’B
o = o TP om =0 T
o o 0A(x,t=0) 0B(x,t=0)
A(z,t =0) =cos(z), B(z,t=0)=0, 5 = g = 0.
79. Kolko rieSeni mé okrajové tloha
dz—u + Au =sin(z), u(0) =u(r)=07?
da? N ’ - o

80. Vyrieste rovnicu
1
/ (z + y)?u(x)dz = Iu(y) + 1.
0
81. Najdite Greenovu funkciu operatoru
d2

a2 !

a rieste rovnicu

/ e P Vly(y)dy = e 7.



82. Pre aké hodnoty rychlosti ¢ mé rovnica

ou 2, 0u
o u—uie =
ot x
rieSenie v tvare postupnej viny

u=p(x—ct), p(—00) =1, p(c0) =0, 0<u<1?

83. Né&jdite rieSenia rovnice

ou  Pu ou

o o T ow

ktoré maju tvar postupnej viny

u=p(z—ct), p(+oo) =0.

84. Né&jdite pocet kladnych a zapornych koeficientov v normélnej forme kvadratickych foriem

Z (l’i—$]’)2, Z :L'il'j.

1<i<j<n 1<i<j<n

85. Najdite dlzky hlavnych osi elipsoidu

Z l‘iwj =1.

1<i<j<n
86. Najdite priamku idacu cez stred kocky tak, aby stcet kvadratov vzdialenosti priamky od vrcholov
bol a.) najmensi; b.) najviacsi. To isté pre Stvorsten a pre osemsten.
87. Najdite hodnoty derivacii diZok elipsoidu
a:2+y2+z2—|—:z‘y+yz—|—za:: 14+ exy
podla e pri e = 0.

88. Aké utvary dostavame ako prienik nekone¢nerozmernej kocky {|zx| < 1, k = 1,2,3,...} a dvo-

jrozmernej roviny?

89. Vypocitajte

—

(ZXY) xZ4+(TXZ) x T+ (ZxZ) x7.
90. Vypocitajte sticet komutatorov matic
[A,[B,Cl] + [B,[C, A] + [C, [A, B]].

d/dt

91. N4jdite Jordanovu normélnu formu operatora e v priestore kvazipolynonov {e Mp(t)}, kde

stupne polynénov p(t) st mensie ako 5. Dalej najdite Jordanovu norméalnu formu operatora
ads: B+ [A, B
posobiaceho na (n X n) maticiach. Matica A je diagonalna.

92. Najdite rady podriap grupy rotéacii kocky a jej normalne delitele.

93. Rozlozte priestor funkcii definovanych vo vrcholoch kocky na invariantné priestory ireducibilné voci

grupe a.) symetrii kocky; b.) rotacii kocky.

94. Rozlozte pétrozmerny redlny vektorovy priestor na ireducibilné invariantné podpriestory grupy

zadanej cyklickymi zdmenami prvkov bazy.
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95. Rozlozte priestor homogénnych polynénov stupia pét zavislych od (z,y, z) na ireducibilné invari-

antné podpriestory, invariantné vo¢i grupe rotacii SO(3).

96. Kazdy z 3600 pouzivatelov telefénnej stanice ju pouzije v priemere raz za hodinu. Aké je pravde-
podobnost, Ze v zadanej sekunde budd volat piati alebo viaceri? Odhadnite stredny Casovy tsek medzi

dvomi takymito sekundami.

97. Castica skacké po celych nezapornych hodnotach polpriamky x > 0 tak, Ze s pravdepodobnostou a
sa posunie z daného miesta o 1 vpravo, s pravdepodobnostou b sa posunie o 1 vlavo a s pravdepodob-
nostou 1 —a — b ostane na mieste. Pokial je v mieste x = 0 tak namiesto pohybu dol'ava ostava na tom
istom mieste. Najdite limitné rozdelenie pravdepodobnosti polohy ¢astice a taktiez strednt hodnotu x

a x? pokial na za¢iatku bola Castica v mieste z = 0.

98. N hracov stoji v kruhu, kazdy z nich ukaze 0 az 5 prstov na pravej ruke (vetci naraz). Potom
uréia vitaza tak, Ze odpoéitaju od prvého hraca celkovy pocet prstov. Pri akom N je pravdepodobnost
vyhry aspon jedného z vhodne zvolenych N/10 hracov aspon 0,97 Ako sa sprava pravdepodobnost

vyhry prvého, ked N — oo?

99. Jeden hra¢ drzi v ruke mincu s hodnotou 10 alebo 20 kopejok, druhy héda, akd minca to je. Ak
uhadne, mincu ziska, ak nie, zaplati 15 kopejok. Je tato hra spravodliva? Aké st optimalne stratégie

pre oboch ucastnikov?

100. Aka je priemernda plocha priemetu jednotkovej kocky na rovinu? (rozdelenie smerov premietania

je izotropné, premietame kolmo).



