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vypocitajme
P(a) = / In(1 — 2acosz + a*)dz. (1)
0

pozrieme sa na definiény obor funkcie P. mame
2 . 2L 2
1 —2acosx 4 a” = 4asin §+(1—a) .
a to znamena, ze pre a < 0 mame odhad
1—2acosz+a*> (1+a)*>>0
a podobne pre a > 0 mame odhad
1 —2acosz +a*> (1 — a)2 > 0.

teda podintegralna funkcia nadobiuda len realne hodnoty (teda je dobre definovana) a dalej vyraz
v logaritme sa vynuluje jedine ak |a| = 1, teda P(a) je vlastny parametricky integral pre kazdé
a # %1. rovnaks Gvaha sa aplikuje na funkciu'

/7r —2cosx + 2a
dz
o 1—2acosx+ a?

a to znamena, ze
P: (—oco,—-1)U(-1,1)U(l,00) = R

je spojite diferencovatelnd funkcia.

dalej sa pozrieme na body +1. napriklad

P(1) = / In(1 —2cosz + 1)dx = / In(4 sin® g)dx ~ /hmcdx
0 0 0

teda P(1) je konvergentny nevlastny integral — rovnako sa ukéaze, ze aj P(—1) je konvergentny
integral. a preto definiénym oborom funkcie P st vietky realne ¢isla, Dp = R.2
d'alej mame, pre kazdé a rozne od +£1, Ze

=2 2
P’(a):/ cosx + 2a du ()
o 1—2acosx+ a?

samozrejme (2) je integral z racionalnej funkcie premennej cos z, teda uzijeme substitticiu v = tan

a dostavame integral z racionélnej funkcie

P'(a) /°° —21;32 +2a  2du /°° (a—1)+(a+1)u* du
a) = = .
0 1—2a—}:£+a21+u2 o (I—a)P+(1+a)Pu?l+u?
1
—2cosz + 2a 0

— = = —In(l —2acosz +da?).
1—2acosz+a? Oa n( acosz +a’)

Zyyssie uz mame, 7e ztZenie P na R bez {+1} je C! funkcia.
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urobime rozklad na parcidlne zlomky a takto dostaneme vyjadrenie derivicie funkcie P (zase

samozrejme mimo bodov £1)

Po=g [ et e rara) @

formulu (3) by bolo dobré prediskutovat. podla textu nad fiou by sa mala tykat vSetkych hodnot a

okrem (nanajvys) £1; lenze zjavne tento vzorec (vybrany z kontextu) nie je v poriadku pri a = 0.
rozuzlenie je v tom, Ze uz definitivne vieme, 7e P je spojite diferencovatelna funkcia v bode 0 a

preto je isté, ze

— u—>
2a Jo 1+uw? (1—a)?+(1+a)?u? ’

a teda ozaj (3) zadava aj P’'(0).?

pokracujme dalej s formulou (3).

* du
Plla)=40 =T
(a) 2a2 " 24 /0 (1—a)?+ (1+a)2u?

(&

v~

teraz v integrale J urobime substittciu®

1—a
= v.
1+a
kedZe funkcia
(=1,1) 5 ars ~—2
— a
’ 1+a

mé kladné hodnoty a funkcia
—a

{R\ (-1,1)} 2a~— 1_1_&

mé zaporné hodnoty tak dostavame 2 situacie

e |a| < 1, v tomto pripade je

1—a 1 /OO dv  7ml—a 1
S lt+a(l-a)? ), 1+v2 21+a(l—a)?

a teda mame

P'(a) = 0. (4)
e |a| > 1, v tomto pripade mame
l-a 1 /0 dv  wl—a 1
S l4+a(l—a)? o 1+0v2 21+a(l—a)?
a teda mame )
P'la) = = (5)
a

3prosim zamyslite sa nad tym, akym technickym zdzrakom sa zvyraznil zrovna bod a = 0.
4stale mame a # 1.
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dalej sa pozrieme na dosledky formul (4) a (5). v pripade (4) méame, 7e P je konstanta na

(—1,1) a kedze je zjavné, ze P(0) = 0, tak definitivne mame
(—=1,1) 3 a+— P(a) = 0. (6)
v pripade formuly (5) mame, ze pre |a| > 1 je
P(a) = lna* + const™.
(predbezne by uvedena konStanta mohla byt ina pre a > 1 a pre a < —1, preto to const®).
konstantu stanovime takto.” nech teda |a| > 1 a potom
T 9 9 T 1 2
Pla)= [ In(l—2acosz+a”)dr=nlna"+ [ In{1+— ——cosx |dx
0 0 a?  a

a teda napr. pre a > 1 je treba aby

T 1 2
7rlna2+const+:7rlna2—l—/ In <1+—2——COS:B> dzx,
0 a a

alebo teda® _ L
const*z/ In (1+—2——COS$) dr 227
0 a?  a

teda const™ = 0. presne rovnako sa ukazem Ze const™ = 0 a teda definitivne méame
{(=00,-1)U(1,00)} 3 a —~ P(a) = TIna’. (7)

formule (6) a (7) zadavaji hodnoty funkcie P v8ade okrem bodov +1.
pozrieme sa eSte na hodnoty P(1) a P(—1). napr.

T w/2 T
P(1) = / In(4 sin® %)da: =mlnd + 4/ In(siny)dy = wln4 + 2/ In(siny)dy .
0 0 0

e —
=K
teraz - - -
K = / In(siny)dy = / In(siny)dy + / In(siny)dy.
0 0 /2
dalej
T . w/2
/ In(siny)dy = |z =y — =| = / In(cos z)dz
w/2 2 0
a preto
w/2 w/2 1 T 1 w/2
K = / In(sin y cos y)dy = / In (— sin 2y> dy=—=In=-+ / In(sin 2y)dy =
0 0 2 2 2 0
1 1 [7 1 1
= gln§ + 5/0 In(sinz)dz = gln§ + §K

5tu by¢loveka mohlo napadnif uréif kongtantu zo spojitého nadpojenia na formulu (6) — lenze z hladiska teérie
vlastného parametrického integralu nemame nijak zarucenu spojitost funkcie P v bodoch +1!
6podla vety o zdmene limity a vlastného integréilu.
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a teda
K=mln-.

a preto mame .
P(1)=nInd + 27r1n§ = 0.

presne rovnako sa dokaze, ze

P(~1) = 0.

zaver: zhrnutim formal (6),(7),(8),(8’) mame

p(a):{ 0, o <1,

mlna® | |a| > 1.

pozn.: P: R — R je spojita funkcia, ale nie je diferencovatelné.



