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vypo£ítajme

P (a) =

∫ π

0

ln(1− 2a cosx+ a2)dx. (1)

pozrieme sa na de�ni£ný obor funkcie P . máme

1− 2a cosx+ a2 = 4a sin2 x

2
+ (1− a)2.

a to znamená, ºe pre a < 0 máme odhad

1− 2a cosx+ a2 ≥ (1 + a)2 ≥ 0

a podobne pre a > 0 máme odhad

1− 2a cosx+ a2 ≥ (1− a)2 ≥ 0.

teda podintegrálna funkcia nadobúda len reálne hodnoty (teda je dobre de�novaná) a ¤alej výraz

v logaritme sa vynuluje jedine ak |a| = 1, teda P (a) je vlastný parametrický integrál pre kaºdé

a 6= ±1. rovnaká úvaha sa aplikuje na funkciu1∫ π

0

−2 cosx+ 2a

1− 2a cosx+ a2
dx

a to znamená, ºe

P : (−∞,−1) ∪ (−1, 1) ∪ (1,∞)→ R

je spojite diferencovate©ná funkcia.

¤alej sa pozrieme na body ±1. napríklad

P (1) =

∫ π

0

ln(1− 2 cosx+ 1)dx =

∫ π

0

ln(4 sin2 x

2
)dx ∼

∫
0

lnxdx

teda P (1) je konvergentný nevlastný integrál � rovnako sa ukáºe, ºe aj P (−1) je konvergentný

integrál. a preto de�ni£ným oborom funkcie P sú v²etky reálne £ísla, DP = R.2

¤alej máme, pre kaºdé a rôzne od ±1, ºe

P ′(a) =

∫ π

0

−2 cosx+ 2a

1− 2a cosx+ a2
dx (2)

samozrejme (2) je integrál z racionálnej funkcie premennej cosx, teda uºijeme substitúciu u = tan x
2

a dostávame integrál z racionálnej funkcie

P ′(a) =

∫ ∞
0

−21−u2
1+u2

+ 2a

1− 2a1−u2
1+u2

+ a2
2du

1 + u2
= 4

∫ ∞
0

(a− 1) + (a+ 1)u2

(1− a)2 + (1 + a)2u2
du

1 + u2
.

1

−2 cosx+ 2a

1− 2a cosx+ a2
=

∂

∂a
ln(1− 2a cosx+ a2).

2vy²²ie uº máme, ºe zúºenie P na R bez {±1} je C1 funkcia.
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urobíme rozklad na parciálne zlomky a takto dostaneme vyjadrenie derivácie funkcie P (zase

samozrejme mimo bodov ±1)

P ′(a) =
4

2a

∫ ∞
0

{
1

1 + u2
+

a2 − 1

(1− a)2 + (1 + a)2u2

}
du. (3)

formulu (3) by bolo dobré prediskutova´. pod©a textu nad ¬ou by sa mala týka´ v²etkých hodnôt a

okrem (nanajvý²) ±1; lenºe zjavne tento vzorec (vybraný z kontextu) nie je v poriadku pri a = 0.

rozuzlenie je v tom, ºe uº de�nitívne vieme, ºe P je spojite diferencovate©ná funkcia v bode 0 a

preto je isté, ºe
4

2a

∫ ∞
0

{
1

1 + u2
+

a2 − 1

(1− a)2 + (1 + a)2u2

}
du

a→0−−→ P ′(0),

a teda ozaj (3) zadáva aj P ′(0).3

pokra£ujme ¤alej s formulou (3).

P ′(a) = 4


1

2a

π

2
+
a2 − 1

2a

∫ ∞
0

du

(1− a)2 + (1 + a)2u2︸ ︷︷ ︸
=J

 .

teraz v integrále J urobíme substitúciu4

u =
1− a
1 + a

v.

ke¤ºe funkcia

(−1, 1) 3 a 7→ 1− a
1 + a

má kladné hodnoty a funkcia

{R \ (−1, 1)} 3 a 7→ 1− a
1 + a

má záporné hodnoty tak dostávame 2 situácie

• |a| < 1, v tomto prípade je

J =
1− a
1 + a

1

(1− a)2

∫ ∞
0

dv

1 + v2
=
π

2

1− a
1 + a

1

(1− a)2

a teda máme

P ′(a) = 0. (4)

• |a| > 1, v tomto prípade máme

J =
1− a
1 + a

1

(1− a)2

∫ 0

∞

dv

1 + v2
= −π

2

1− a
1 + a

1

(1− a)2

a teda máme

P ′(a) =
2π

a
. (5)

3prosím zamyslite sa nad tým, akým technickým zázrakom sa zvýraznil zrovna bod a = 0.
4stále máme a 6= ±1.
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¤alej sa pozrieme na dôsledky formúl (4) a (5). v prípade (4) máme, ºe P je kon²tanta na

(−1, 1) a ke¤ºe je zjavné, ºe P (0) = 0, tak de�nitívne máme

(−1, 1) 3 a 7→ P (a) = 0. (6)

v prípade formuly (5) máme, ºe pre |a| > 1 je

P (a) = π ln a2 + const±.

(predbeºne by uvedená kon²tanta mohla by´ iná pre a > 1 a pre a < −1, preto to const±).

kon²tantu stanovíme takto.5 nech teda |a| > 1 a potom

P (a) =

∫ π

0

ln(1− 2a cosx+ a2)dx = π ln a2 +

∫ π

0

ln

(
1 +

1

a2
− 2

a
cosx

)
dx

a teda napr. pre a > 1 je treba aby

π ln a2 + const+ = π ln a2 +

∫ π

0

ln

(
1 +

1

a2
− 2

a
cosx

)
dx,

alebo teda6

const+ =

∫ π

0

ln

(
1 +

1

a2
− 2

a
cosx

)
dx

a→+∞−−−−→ 0

teda const+ = 0. presne rovnako sa ukáºem ºe const− = 0 a teda de�nitívne máme

{(−∞,−1) ∪ (1,∞)} 3 a 7→ P (a) = π ln a2. (7)

formule (6) a (7) zadávajú hodnoty funkcie P v²ade okrem bodov ±1.
pozrieme sa e²te na hodnoty P (1) a P (−1). napr.

P (1) =

∫ π

0

ln(4 sin2 x

2
)dx = π ln 4 + 4

∫ π/2

0

ln(sin y)dy = π ln 4 + 2

∫ π

0

ln(sin y)dy︸ ︷︷ ︸
=K

.

teraz

K =

∫ π

0

ln(sin y)dy =

∫ π

0

ln(sin y)dy +

∫ π

π/2

ln(sin y)dy.

¤alej ∫ π

π/2

ln(sin y)dy = |z = y − π

2
| =

∫ π/2

0

ln(cos z)dz

a preto

K =

∫ π/2

0

ln(sin y cos y)dy =

∫ π/2

0

ln

(
1

2
sin 2y

)
dy =

π

2
ln

1

2
+

∫ π/2

0

ln(sin 2y)dy =

=
π

2
ln

1

2
+

1

2

∫ π

0

ln(sinx)dx =
π

2
ln

1

2
+

1

2
K

5tu by£loveka mohlo napadnú´ ur£i´ kon²tantu zo spojitého nadpojenia na formulu (6) � lenºe z h©adiska teórie
vlastného parametrického integrálu nemáme nijak zaru£enú spojitos´ funkcie P v bodoch ±1!

6pod©a vety o zámene limity a vlastného integrálu.
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a teda

K = π ln
1

2
.

a preto máme

P (1) = π ln 4 + 2π ln
1

2
= 0. (8)

presne rovnako sa dokáºe, ºe

P (−1) = 0. (8')

záver: zhrnutím formúl (6),(7),(8),(8') máme

P (a) =

{
0 , |a| ≤ 1,

π ln a2 , |a| > 1.

pozn.: P : R→ R je spojitá funkcia, ale nie je diferencovate©ná.
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