O definicii Eulerovej Gamma funkcie

Eulerova Gamma funkcia realnej premennej sa definuje pomocou nevlastného parametrického integralu

[(z) = /OOO e 't 1de, (1)

pricom tato formula plati pre kazdé kladné z. Je bezné, Ze po tejto definicii sa dokédzu nasledovné vlastnosti
Gamma funkcie

(i) T je spojita spolu so svojou derivaciou v kazdej kladnej hodnote svojho argumentu

Iz +1)=2aI'(2)

™

[(2)0(1—2) =

sin(mz)

Cielom je ukazat, 7e ak nejaka funkcia, povedzme ® spliia vlastnosti (i)-(iv) tak to nutne je prave Gamma
funkcia. Takze predpokladédme, Ze ® méa vlastnosti

(i) @ je spojita spolu so svojou derivaciou v kazdej kladnej hodnote svojho argumentu

O(x+1) =a2®(z)

(iv)

Tvrdenie je, Ze potom & =T
V prvom rade sa ubezpecime o tom, Ze z podmienok (ii), (iii) a (iv) nemozno ziadnu vypustit. Naozaj, ak
by sme ziadali okrem (i) uZ len (ii) a (iii), potom okrem I' aj funkcia
®,(z) =T(z) (4sin®(rz))", p>0
vyhovuje. Pokial by sme Ziadali okrem (i) uz len (iii) a (iv), tak okrem I" aj funkcia
Bu(w) = T(@)u"2, p>0

vyhovuje. K podmienke (i) sa vyjadrime neskor.

Zatneme tak, Ze si tlohu trosku "stazime". Namiesto podmienky (iv) vezmeme len jej doésledok



(iv¥)
D(z) £0, Vx>0

Predpokladajme, Ze teda
O(z) = M(x)l(x).

Podmienky (i) a (iv*) nam hovoria, Ze aj funkcia M je spojita aj so svojou derivaciou a je rozna od nuly. Ak
dalej pouzijeme podmienky (ii) a (iii) dostaneme pre M vztahy

M(z+1)=M(x) (2)
(M je periodicka) a
1
M(z)M (ﬂs + 2) = M(2x). (3)
Vztah (2) spolu so spojitostou M na (0, 00) dava, ze existuje kone¢né ¢islo rozne od nuly

lim M (x) = M(0),

z—0t

takze M je spojita v [0, 00). Pouzijeme dalej vztah (3) v bode z = 1/2 spolu s tym, ze M je nenulova v [0, c0).

To da
M (;) =1. (4)

Takze usudzujeme, ze M je kladna v [0, 00). To nas opraviiuje zaviest funkciu L definovant na [0, co) vztahom
L(xz) = In[M(x)).

Téato je spojita spolu so svojou prvou derivaciou na [0, 00) a vyhovuje podmienkam

L(z+1) = L(x) (5)
L(z)+ L (x + ;) — I(20). (6)
Zavedieme (spojita na [0,00)) funkciu
A(z) = L' ().

Ako dosledok vztahov (5),(6) mame, ze A vyhovuje vztahom

Alz+1) = A(x) (7)

Alz) + A (x + ;) — 2A(22). (8)

Ak vo vztahu (8) zamenime z za /2 tak dostaneme, ze

;{A(;>+A(m‘;1)}:mx).

Teraz v poslednej rovnici nahradime najprv x za z/2 a potom za (z + 1)/2 ¢m prideme ku dvom vztahom
A2 ()2 ()} -2 ).
(5 ()-8
Poslené dva vztahy s¢itame a vyuZijeme (na pravej strane) zase (8) a mame
(5@)+(5) 5 () s (3] -

2




Takto prideme k tomu, ze opakovani predchédzajiceho mozno matematickou indukciou dokézat formulu
2n_1
1 z+k
k=0
Vzhl'adom na periodi¢nost A (vztah (7)) je pre lubovolné = > 0 lava strana formule (9) prave integralna suma

/0 ' Al)da.

1
Ala) = /0 A(z)dz = L(1) — L(0) = 0.

pre integrél

Preto s vyuzitim periodi¢nosti funkcie L mame

Takze L = const a teda aj M = const. Vztah (4) tuto konstantu $pecifikuje, menovite: M(x) = 1. QED.

Vratme sa eSte k otazke, ¢ nemozno z nasich tvah vypustit predpoklad o tom, Ze funkcia & ma spojita
prvi derivaciu. Ze to nejde ukazuje nasledovny priklad. Vezmeme za L funkciu £, ktora bude spojita bude
vyhovovat podmienkam (5) a (6), ale nebude mat spojitt derivaciu. Konkrétne

= 1

L(x)= Z on sin (2"7x) .
n=1

Rad definujuci £ konverguje podla Weierstassovho kritéria rovnomerne v R a preto takto vzata L je spojita

v [0,00) ako nam je treba. Naviac zrejme vyhovuje obom vlastnostiam (5) a (6). OvSem L£(0) = 0 ale

L(1/4) =1/2 # 0 a teda takato £ nie je konStantna.



