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Predhovor

Tento text vznikol na zaklade cvic¢eni, ktoré som viedol ku komplexnej analyze a ako doplnok k mojim skriptam
z tedrie funkcii komplexnej premennej, [1|. Text si kladie za tlohu systematicky pokryt praktickymi prikladmi
teoriu funkcii komplexnej premennej v rozsahu, v ktorom sa prednésa Studentom bakalarskeho §tudijného prog-
ramu Fyzika. Velké mnozstvo prikladov pochédza, pripadne po istych tpravach, z vyberu vybornej zbierky tloh

[2], ktora je v8ak stylizovand na ovela rozsiahlejsi a pokro¢ilejsi kurz teorie funkeii komplexnej premenne;j.

V Bratislave, Februar 2017



Kapitola 1

Komplexné ¢éisla, komplexné funkcie realne;
premennej

1.1 Najdite redlnu a imaginarnu ¢ast nasledujicich komplexnych ¢isel:

i A i +2
1—2i)3 b d) —4———=
@) (1 =20) ) 15 2 <1+i> ) @ raioye
1.2 Najdite velkost (modul) a argument nasledujicich komplexnych ¢isel:
14
a)1—i b) (1+i)° CHZ d)1+cosg+isin§

1.3 Zapiste v exponencidlnom a goniometrickom tvare:
a) V3+i b) V3 —i ¢) 2i d) — 3i €) 8 —im

1.4 Zapiste v algebraickom tvare:

a) 3e™i b) 2¢'% c) V3e 8" d) V11e s e) 'j—l
i

1.5 Ak je dané komplexné &islo z ako bod Gaussovej roviny, tak skonstruujte geometricky ¢isla

Z 2

a) 3z b) iz c) (1+14)z d) - e) z

1.6 Najdite (z € C):

a) Re (1;22> b) Im<1fz2>
() ()

1.7 Preverte tvrdenia (z,w € C):

a) |2+ wl* = [2* + |w]® + 2Re{2w} b) |z + wl* + |2 — wl|* = 2|2* + 2Jw|”

1.8 Aky je geometricky vyznam nasledovnych vztahov?

a) |z —z| < R b)|z — 20| > R ¢)lz—z2|=R

d) |z=2|+|z+2|=5 e)|z—=2|—|z+2]>3 )1z —z1] =z — 2|

g) Re(z) = h) Im(z) = i) 0 < Re(iz) < 1

j) a<arg(z) < B k) o < arg(z —20) < 1) || = Re(z) + 1
Z2—2z Z =z

m) Re(z) +Im(z) <1 n) Im <z—zQ> =0 o) Re <Z_22> =0
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1.9 Zapiste uvedené polynomy ako funkcie komplexnych premennych z a z (z = z + iy)

a) x -y +i(y* + ) b) (z*y — y*x) + 2ixy
c) x? — y? + 2ixy d) 23 — 3zy® +i(—32%y + %)

1.10 Najdite systémy kriviek v Gaussovej rovine, ktoré sa dané rovnicami:

1 1
a) Re () =c¢, Im <> =c¢, c€eR b) Re(z*)=¢, Im(z*)=¢, c€R
z z
o) |22 =, A>0
zZ— 29

1.11 Zobrazte v Gaussovej rovine mnoziny bodov, ktoré spliiaji nasledovné nerovnice:
a)2<|z—1+2i <4 b) |z—1|+ ]2 —3| <3 ¢) 1<Re(z) <5 d) 0 <Im(z2) <1
1.12 Nech T C C je tisecka s vrcholmi v bodoch 0,1 + i. Najdite obraz T pri zobrazeniach
a) z v iz b) z— (1+14)z )z 22 d) z s 23 e) z— 24
1.13 Nech R C C je stvorec s vrcholmi v bodoch 0,1,4,1 4 4. N4jdite obraz tohto Stvorca pri zobrazeniach
a) z iz b) 2+ 22 c) 2 28 d) z — 2*
1.14 Nech P C C je obltk paraboly t +i(1 —t2), t € [0,1]. N4jdite obraz P pri zobrazeniach
a) z iz b) 2+ 22 C)Z|—>z—i—1 d) z+— z+1iz

z

1.15 Nech P C C je oblik paraboly z =t +it?, ¢t € [~1,1]. N4jdite (ak existuje)

1 1
max Re {} , maxIm {} .
zeP z 2€P 4
1.16 K C C je kruznica 1+ cost 4+ i(1 + sint), ¢ € [0, 2x]. Uvazujte zobrazenia

a) z+ 3z b) z > 22 c) 2 iz d) z— 23 Z>Z

Ktoré z nich zodpovedaju ¢iarkovanym krivkdm na obr. 1.17

Re

Obr. 1.1: Kruznica K (plna ¢iara) a jej 2 obrazy
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Re

Obr. 1.2: Usecka U (Cierna Giara) a jej 3 obrazy

1.17 U C C je usectka t +i(1 —t), t € [0,1]. Uvazujte zobrazenia

1 1
a) z — iz’ b)zr—>; c)zr—>;

Ktoré z nich zodpovedaju ktorej ¢iare na obr. 1.27
1.18 Cierna krivka (Gerono’s lemniscate) je zobrazena pomocou 3 zobrazeni (vid obr. 1.3). Ktoré je ktoré?

L b) z +— L ) 2 — L
z c) z
/242 i+ 2z 2i+ 2

a) z

%15

-2.0

-2.5

Obr. 1.3: Geronova lemniskata (Cierna ¢iara) a jej 3 obrazy

1.19 Cierna krivka — kruznica cost + (1 +sint), ¢ € [0, 27] je zobrazena pomocou zobrazenia

Z = COS Z.

Ktora ¢iara zodpovedd obrazu na obr. 1.47

1.20 Nech z1, 29, z3 st tri dané komplexné ¢isla. Aky atvar je dany rovnostou:

22 2z z 1
|Zl|2 z1 zZ1 1 .
det =07
‘22’2 z9 Zo 1 '
z3 1

|z3]? 23 23



Obr. 1.4: Kruznica cost 4 i(1 + sint), t € [0,27] — jeden z jej obrazov zodpovedé zobrazeniu z — cos z, ktory?

1.21 Najdite (vyjadrite) nasledovné su¢ty pomocou Eulerovych vztahov:

a) 1+ cos(z) + cos(2z) + - - - + cos(nz) b) sin(z) + sin(2z) + - - - + sin(nx)
c sin

) cos(x) + cos(3z) + - - - + cos[(2n — 1)z] d) sin(z) +sin(3z) + - - - + sin[(2n — 1)z]
e) sin(z) —sin(2z) + - -+ + (=1)" " sin(nz) f) cos(a) 4 cos(av + B) + - - - + cos(a + nf)
)

g) sin(a) +sin(a+ B) 4 - - - + sin(a 4+ np)

1.22 Vyrieste binomické rovnice:

a) 2 =1 b) 2* =1 c) 2zt =1 d) 2° =1 e) 22 =i
f) 23 =—i g) 2t =i h) 2° = —i i) 22 =141 j)2=1—1i
k) 2> =1—i
1.23 Vyrieste kvadratické rovnice:

a) 2> +iz=0 b) 22 4+324+1=0 )22 +24i=0

d)iz? =32—i=0 e 224+ (1+i)z4+1-i=0  f)22—-2i2+1=0

9 z4-=0 h) (z—20)(z+2) =i DA ti41=0 ) S +B4i=0

z

1.24 VyrieSte rovnicu

P 42-2=0.
1.25 VyrieSte rovnicu

22— 5224+ 82— 6=0.

1.26 Vyrieste rovnicu

23— 2 —2i=0.
1.27 Porovnajte strednt hodnotu funkcie

Z s 22

vo vrcholoch 8tvorca 0,1,1 + 4,¢ a hodnotu tejto funkcie v strede tohto Stvorca. Urobte to isté pre vrcholy
trojuholnika 0,1 4 4, —1 + ¢ (stredom bude tazisko).

1.28 Nech f: C — C: f(z) = 2. Najdite &isla,

‘rg'gRe{f(Z)}, lrzr‘liglq Re{f(2)}, g@lm{f@)}, lrzr‘ligqlm{f(Z)}-



1.29 Nech g: C — C: f(z) = 2. N4jdite &isla

gllgRe{g(Z)}, lrﬁique{g(Z)}a E‘,?flm{g(z)}’ lg‘lisrilm{g(Z)}

1.30 Nech h: C — C: f(z) =iz + 22. Najdite isla

lI?li)l(Re{h(z)}, |IZI|Ii§IiRe{h(Z)}, |I?Iz%)ldm{h(z)}, grlgrilm{h(z)}

1.31 Nech S: C— C: f(z) = sinz. Najdite ¢isla

|rillzglcRe{S(z)}, ‘r;?iSIiRe{S(z)}, |rillz;cIm{S(z)}, |Izr|1igriIm{S(z)}.

1.32 Co je obrazom mnoziny |z| < 1/2 pri zobrazeni
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1.33 Nech R > 0, ¢o je obrazom mnoziny |z| < R pri zobrazeni
1 1
Z = (z + —> ?
2 z
Pre aké R sa dve uvazované mnoziny pretinaju? (Maju neprazdny prienik).

1.34 Nech ®: C — C je dané predpisom (Cayley’s transform)

11—z
=1 .
1+ 2

D(2)

Nech
D={z€C: |z|<1}, I ={2€C: Tmz > 0}.

Preverte, ze ® je bijekcia medzi D a ZT.

1.35 Vypocitajte
1 1 1
dt dt
a) / (1 —it)2dt b) / - c) / Ry
0 o 1+t o (1+it)

1
L 11—it [e'e) )
d it dt (a—ib)t 44
>/Oe e>/01+it f)/oe

1.36 Konverguje integral
/ o dt
9
0 t2 +1

[e.e]
/ dt'?
0 t+7/

/Oosintdt?
o t+i

1.39 Nech f: R — C je diferencovatelna a nenulova funkcia. Preverte formule:

o A 7t
fo a o}

1.40 Nech f: ([a,b] C R) — C je spojita funkcia. Preverte nerovnost:

/ab f(t)dt‘ >

1.37 Konverguje integral

1.38 Konverguje integral

S170)] = (1) Re g (1)} = Tm

/ b Im{f(t)}dt] .

9



1.41 Najdite defini¢ny obor funkcie ¥ : R? — C danej predpisom
0
U(a,b) = / e tbdt.
1
1.42 Nech D C C je konec¢né oblast, ktorej hranica je hladkd uzavreta jednoducha krivka dand parametricky
[a,b] >t — f(t).

Potom je plocha oblasti D dana formulou

/')

110 dt.

b
D=5 [ 0P

10



Kapitola 2

Postupnosti a rady komplexnych cisel

2.1 Maja nasledovné postupnosti limity?

. 6n?—3n+2 2n—1. .
CL) zn =1+ (—1)”@ b) Zn = 577 1 + ™ i C) 2z, = ¥
d) 2ny1 =iz €) in = (i+e)mn’ ecR f) znt1 = e’*n
2.2 Najdite limity postupnosti:
1 I — i in?—2n+i i\’ 1 in—3
p— Y .7 b = = —_—— d —_— — ) S —
@) zn \/ﬁ+ln! ) #n in+3 ) #n <2n2+in—1 n> ) #n <\/ﬁ Z) ny/n+1
2.3 Je tento vyrok pravdivy?
1
{lim zn:oo} & {lim :0}.
n—oo n—oo 2y
2.4 V zavislosti od parametra a € C preskumajte limitu
n
lim .
n—oo 1 + a™
2.5 Nech \,, n € N sd kladné realne ¢isla a také, ze
Z Ap, = +00.
n
Nech dalej {zp }nen C C a nech
2y 22 A € C.
Vypoditajte (ak existuje)
. ZNzl )\nzn
lim =25——.
N—o0 Zn:l )\n
2.6 Konverguju alebo diverguju nasledujtce rady?
00 1 00 st 00 j2n—1 0o 00
o\ —n+41i
SRS DE S D DD SRR SIS o
n=1 n=1 n=0 n=1 n=0
= 1 = n = n = n . sinn
L n . n .
f)z(n—z)2 g)zn—i-i )z:(n—i—z)2 Z)Z(TH—i)?’ j)zn—kz'
n=1 n=1 n=1 n=1 n=1
z 142 " i
k l — —
() 02 mEr wEv

i
I
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2.7 Najdite sucty radov:

DS wERes] ol

n=1 n=1 n=0

2.8 Dokazte:

I Ak >°2° ) 2, absolitne konverguje, potom aj > oo, 22 absolttne konverguje.

n=0 “n

I Ak > >° 2z 2 absolatne konverguje, potom aj > 2 absoldtne konverguje.

2.9 Presknumajte absolutnu konvergenciu radov:

@) Y n's", (@€ R) b>Z%Z” Y e
n=1 n=1 n=2
2. 2(z z+2) (z+mn) - n—l 2" > n\"

2.10 Nech {\,},en je rastica kladna neohrani¢end postupnost a x € R. Néjdite obor konvergencie radu

oo s
etne
n=1

n

12



Kapitola 3

Potenc¢né rady

3.1 N4jdite polomery konvergencie potenénych radov:

X _n 0 AN e n - \2n—1
z (z —1) (1—1 (iz)
— b - "od
a)nz::lz )nz:%(er?,)n C); n2 ~ )7;2n—1
0 1 n? 0 oM o n! s
Hny (1 - n) o DY T M )Y eosh(m)e”
n=1 n=1 n=1 n=0
- (1—2)" 5 - > - 2 = il
k : 27" m i—3)"z"" n
);(H‘Q)” n§:1 (i +n)" )nz:l( ) );[3+2n]n
oo o
(2n)! 5
P D (nh2” " Z
n=1 =1
oo
(kn)lz"
DY I ! !
nzln.(n—i—l).---(n—l—k‘—l).
3.2 Najdite poten¢ny rad, pre sucet f(z) ktorého plati
f'(z) = 2f(2)
N4jdite aj polomer konvergencie.
3.3 N4jdite potenc¢ny rad, ktorého sicet:
1
f(Z)— (1_2)2 )
vychadzajuc z rovnosti (1 — 2)2f(z) = 1.
3.4 Derivujte potenc¢né rady:
o0 o0 oo
a) ) 2" b > (-1 > ()"
n=0 n=0 n=2

a néjdite sacty radov derivacii.

3.5 Najdite niektory potenény rad so stredom v bode 0 pre dané funkcie a zistite jeho polomer konvergencie:

iz2

3 — 2iz

z z 1

142 ) (i + 22) ¢) (1+iz)? 9)

a)

13



3.6 Najdite niektory poten¢ény rad so zadanym stredom v bode zy pre dané funkcie a zistite jeho polomer

konvergencie:
z z 1
=i b) ——— 2 =—1 e y=1-—i
a)1+z’ZO ! )(é+z)2’zo °) (1—1—@'2)2’20 !
1 . 1 1 .
e) 20=1 f) 0=0 g) z0=1+1

2(z+1)’ 22+(1+i)z+i’z 1+ 22’

3.7 Nech polomer konvergencie poten¢ného radu
e
n
je R. Najdite polomery konvergencie potenénych radov (m € N):

Cn
E 2", g 2™, E 2",
- 1+ |enl

n n

3.8 Najdite definiény obor Dy funkcie
X _n

Vi)=Y 2
n=1

3.9 Najdite defini¢ny obor D¢ funkcie

ZTL

£(z) = Z w32

n=1

3.10 Najdite definiény obor Dg funkcie

(=) = Z nzlnn'

3.11 Nech funkcia f: C — C je v istom okoli bodu 0 su¢tom potenc¢ného radu
flz) = Z Apz".
n=1

Najdite cisla A,,, ak
f(z) =2+ ().

14




Kapitola 4

Elementarne funkcie komplexnej premenne]

4.1 Vypocitajte hodnoty:

a) sin(1 — 3i) b) cos(317) ¢) tanh (111(3) + 72) d) sinh(—1+ 51)

e) tanh <1n(5) — 7:) ) Ln(1+7i) 9 (1\/-;)1—@‘ B (34 4i)?

i) Arcsin(2) j) Arccos(i) k) Argtanh(1 — i) ) Nl
m) Y2+ W V245 o) Y-1-vE D) i
q) 2' r) Ln(i) s) Lo

4.2 Je mnozina komplexnych &isel
Ln(1 + 1)

ohrani¢ena? Nacrtnite ju. Aké ma hromadné body?

4.3 Je mnozina komplexnych &isel
Arcsin(31)

ohrani¢ena? Nacrtnite ju. Aké ma hromadné body?

4.4 Je mnozina komplexnych &isel
(1 o Z')lJri

ohraniCena? Nacrtnite ju. Aké m4a hromadné body?
4.5 Rieste rovnicu: 26 — 423 + 8 = 0.
4.6 Rieste rovnice:

a) sin(z) =1 b) cos(z) =

S

¢) sinh(z) = -1 d) cosh(z) = gz e)e” =1

4.7 Dokézte:
cosh?(z) —sinh?(2) =1 .

4.8 Odvodte "rozumné" suétové vzorce pre:
a) cosh(z; %+ 29) b) sinh(z; % 22) ¢) tanh(z; £ 29)
4.9 Najdite korene rovnice sin(z) = 2, ktoré lezia v oblasti |z| < 5.

15



4.10 Najdite:
a) Re [e2z+3i] b) Im [ezz+3i] ¢) Relsin(iz — 1)] d) Im[sin(iz — 1)]

4.11 Najdite obor hodnot funkecii:

a) sinz ¢) sin? z d) e¥* e) tanz f) tan?z 9)
oS 2

4.12 Najdite mnoziny na ktorych dosahuje funkcia
z e’
redlne (imaginarne) hodnoty. Su tieto mnoZiny: ohrani¢ené?; stvislé?
4.13 Najdite mnoZiny na ktorych dosahuju funkcie
zrrsinz, z+— cosz, z+—tanz, z+— sinhz, z+> coshz
redlne (imagindrne) hodnoty. Su tieto mnoziny: ohrani¢ené?; suvislé?
4.14 Najdite nulové body funkcii
zr>sinz, z+>cosz, z+> tanz, z+— sinhz, z+— coshz.
4.15 Preverte, ze pre dané R > 0 na mnozine |z| < R platia odhady:

|cosz| < cosh R, |sinz| < sinh R, |coshz| < cosh R, |sinh z| < sinh R.

Motivaéné grafy st na obr. 4.1.

|sin(2)|

cosh(R) &
—

|cos(2)|

Obr. 4.1: Modul funkcii cos a sin v kruhoch centrovanych v bode z =0

4.16 Nech x = Rez, y = Im z. Preverte tieto vyroky:

e ¢® konverguje do nekoneéna pri x — +00 a to rovnomerne vzhladom na y € R;

16



e ¢® konverguje do nuly pri x — —o0 a to rovnomerne vzhladom na y € R;

e cosz, sin z konverguji do nekone¢na pri y — +00 a to rovnomerne vzhladom na z € R;

4.17 V akych uhlovych vysekoch z Gaussovej roviny (s vrcholom v bode 0) funkcia

22

zrre
konverguje do nuly (nekone¢na) pri z — oo?
4.18 Na obr. 4.2 su grafy redlnej casti funkcie

|z| <14: z+— H(z) =¢€"

pre niektoré prirodzené ¢isla n. Ktory graf zodpoveda ktorému n?

» Re

Obr. 4.2: Realna ¢ast funkcie H(z) = *"

4.19 Uvazujte postupnost funkeii )

fn(z) = 14 20

Preskiimajte rovnomernid konvergenciu tejto postupnosti na mnozinach:

17



e kazd4 uzavretd podmnozina otvoreného kruhu |z| < 1,

e kazd4 uzavretd mnozina leziaca v |z| > 1.

4.20 Uvazujte postupnost funkecii

gn(2) = nze "%

Preskiimajte rovnomernd konvergenciu tejto postupnosti na mnozine

™

larg z| < o O§0z<4

4.21 Preverte na rovnomerni konvergenciu na podmnozinach kruhu |z| < 1 postupnost funkcii danu takto
1
ho(z) = 52z + 1), hnya(2) = holfn(2)].

4.22 Preverte na rovnomernd konvergenciu dany funkcionalny rad na uvedenej mnozine:

4.23 Preverte na rovnomernd konvergenciu dany funkcionalny rad na uvedenej mnozine:

1
Z —272 |z > 1.
n

n=1

4.24 Preverte na rovnomerni konvergenciu dany funkcionalny rad na uvedenej mnozine:
o
g Vne ™ Rez>e€> 0.
n=1

4.25 Preverte na rovnomerna konvergenciu dany funkcionalny rad na uvedenej mnoZine:

Zn_z, Rez>6> 1.
n=1

4.26 Preverte na rovnomerna konvergenciu dany funkcionalny rad na uvedenej mnoZzine:

o
ZCO;?Z, |Imz| <0 <In2.

n=1

18



Kapitola 5

Derivacia funkcie komplexnej premenne]

5.1 Tranformujte Cauchy-Riemannove rovnice do polarnych siradnic.

5.2 Cauchy-Riemannove podmienky si splnené (preverte!) v bode 0 pre funkciu:

0 z=0
f(2) =4 ape+iy)

2 A=r iy #0
a existuje
i 1) = £(0)
z—0 z

po kazdej priamke prechédzajicej cez pociatok. Tato limita mé& hodnotu 0 pre kazda taktto priamku. Napriek

tomu f’(0) neexistuje. Preverte!

5.3 Preverte ¢i st splnené Cauchy-Riemannove podmienky a najdite derivicie nasledujucich funkeif:

1
a) w= 2 b) w = cos(2z) c) w= e d) w = sin (%) e)w=—
z
f)w=iz? g) sinlsin z] h) 1 i) w= :
22 i+ z
5.4 Preverte na diferencovatelnost funkciu w = z + 22.
5.5 Preverte na diferencovatelnost funkciu w = z Im(z).
5.6 Preverte Cauchy-Riemannove podmienky pre funkciu
f(2) = Vlxy|
v bode z = 0. Je f diferencovatelna v bode z = 07
5.7 Preverte na diferencovatelnost funkcie (z = = + iy):
a) w=Rez b) w = 2y ¢) w=2xy —i(z? — y?) d) w=zRez e)w=z*Tmz
5.8 Najdite derivacie funkcii viade kde existuji:
z
1
a) w = tanz b)w:e i C)w:7cosz d) w=ztanz e) w :

e — 1 cos z + sin z 1+ 22

5.9 Nech f(z) je analytickd v danej oblasti a nadobuda v nej len realne (imaginarne) hodnoty. Potom f(z) =

const. Dokazte!

19



5.10 Je funkcia

Co>zm 22

diferencovatelna?

5.11 Ak f(z) = u(x,y) + iv(z,y) je analytickd v C (nerozgirena Gaussova rovina), tak Jacobiho determinant

zobrazenia (z,y) — (u(x,y),v(x,y)) je rovny |f/(2)|?. Dokizte!
5.12 Ukazte, ze pre funkciu f(z) analyticka v oblasti Q plati:
0* 2 12
(5 + 5z ) VG = A7 GIE

5.13 Najdite analyticka funkciu f(2) = u(z,y) + iv(z,y), ak:

a) u(z,y) =22 —y* +a, fi)=—1+i b) v(z,y) = =32’y +y> — 3z +y, f(-1)=3i

o) v(x,y) = -3z +a> -y +2xy, fRH+1)=2+1 d)u(r,y)=2"—-3*2+2, f0)=2+i

e) v(z,y) = 2" cos(y), f(0) =2+ 2 f)U(%y)sz—szrSHy—ﬁyz? fQ)=6+i
) ) )

u(z,y) =22 — y? + v, f(0)=0 h 23 + 622y — 3zy? — 242, f(0)=0

<

(z,y

5.14 Najdite vSetky body komplexnej roviny v ktorych je koeficient linedrneho roztiahnutia zodpovedajuci

zobrazeniu z — f(z) rovny 1:

ViD= BIE=F  9I@=2 D fe)=#-2
A= pIE=S 9= e =S a0

5.15 N4jdite v8etky body komplexnej roviny v ktorych je uhol lokdlneho otocenia zodpovedajici zobrazeniu
2z f(z) rovny 0:

) fz) =2 B f() =i o) f(x) =1+ d) f(z) =2 -2

i 1 1412 az+b
91 =1  PIE=5  91E)- W ) =

ad —bc # 0

1—1z

Obr. 5.1: Zobrazenie stradnicovych ¢iar v Gaussovej rovine pomocou zobrazenia z — 23
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Kapitola 6

Krivkovy integral

6.1 Vypocitajte

% |z|dz.

|z|=1

y{ z|z|dz,
R

kde R C C je obvod &tvorca s vrcholmi v bodoch 0,1,1 44,4 (v tomto poradi).

6.2 Vypocitajte

6.3 Vypocitajte krivkovy integral fr zdz po Tubovolnej (pripustnej) krivke I' spajajucej zaciatoény bod a s

koncovym bodom b, z definicie!

6.4 Bez vypocitania integralu najdite odhad zhora jeho modulu:

z
a —dz b }{ el/%dz
) jiz 22 +1 ) l2—2|=1

2431 1
c) / (ez + > dz, po usecke
1+i z

6.5 Vypocitajte:

a)/rzzdz, I': z=t+it?, 0<t <1 b)/rzzdz, F:z:t+z§,0§t§3

c) /Fe_zzdz, D: 2=t42it 0<t<1 d) F’i’dz, T:z=t+i(l—t), 0<t<1
el /Fzsinzdz, I': z=it, 0<t<1 f) legdz, I': |z2]=R, R>0
g)/ridz, I': |z]=R, R>0 h)/rzdz7 : 144, 0<t<1

6.6 Pouzitim vysledku z prikladu 6.3 ukéazte, ze §. zdz = 0, kde T je uzavreta (pripustna) krivka.

6.7 Vypocitajte fil |z|dz, a to:
a) po usecke b) po lavom obluku |z| =1 ¢) po pravom obliku |z| =1

6.8 Vypocitajte f;l e*dz:

a) po usecke b) po lomenej ¢iare s vrcholmi: i, —mi, —mw, m, 7 + i, 1
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6.9 Vypocitajte

2
—d
éS—i—zz %

kde 7 je obvod trojuholnika s vrcholmi 1,4, —i s ACW orientaciou.

z
dz,
]{/8—1—2

kde v je obvod obdlznika s vrcholmi +3 +4 s ACW orientéciou.

6.10 Vypocitajte

6.11 Bez vypoctu integralu dokazte odhad zhora:

L/i@?+4y%dz

<2

ak integracné krivka je tisecka.
6.12 Vypocitajte integral z prikladu 6.11 presne.

6.13 Najdite strednt hodnotu funkcie |f(2)|? na kruzici |z| = 7, kde f(z) = Y oo ganz™ a rad ma kladny
polomer konvergencie R a r < R; t.j. zistite hodnotu integralu
1 2 . 9
o |f(r6w)‘ de .
6.14 Nech f: C — C je spojita v niektorom okoli bodu zy. Vyjadrite potom limitu
f(z)

Z— 20

dz

lim
r—0+

|z—z0|=r

(krivka je ACW orientovand) pomocou hodnot funkcie f.
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Kapitola 7

Cauchyho veta, Cauchyho integralny vzorec

7.1 Ukarzte, ze integraly:

z dz dz
d b =
Y jlgzzl 22" ) 7|{Z|:1 224+ 2z+2 2 j{z|:1 cos(z)

maji hodnotu nula (aj bez ohlTadu na orientaciu kriviek)!

7.2 Ukazte, ze pre kazdu regularnu krivku je
—2+4i 1 T+2i .
a) / (z+2)%dz = — =i b) / cos <7> dz=e+e?
_9 3 0 2
7.3 Najdite ffm. e *dz po Tubovolnej regularnej krivke.

7.4 Vypottom (n € Np)

1\*" d 2 2n — 1)!!
% (z + > & ukazte, ze: / cos?(z)dx = 27r%
|2]=1 z z 0 (2n)!!

7.5 Vypocitajte integraly po uzavretych krivkach pomocou Cauchyho integralneho vzorca (predpokladéd sa

kladna orientécia):

z 1 2 z 9 2 4
a) 7{ € +. dz b) % Zre dz c) 7{ 22 ToETR 32+ dz
letil]=2 2 T1 l2|=9 % er1=1  2+1
2 _
d) f 22" — 3244 f 4 f
2j=12 2+1 12=5/2 ( ) —3) lo—i|= 22 +4
sin(z) j{ cos(z) j{
d —— d
>7|i:3/2 G+2)(z—10) I P ) P i 4/5z5+1
sin 2
d d
)‘ﬁ‘z+i|:32+iz \%|222—2 f 1/221—2 &

eZ
m ——dz 7{ —dz % al <R<|b
) |2[=3/2 z(1 - 2) |lz—1|=1/2 # 1—2) l2|=R (z—a)* ) lal i

7.6 Vypocitajte integraly:

a) /F g(;:_i)dz b) /F (DZ(Z)dz

kde I' je uzavreta lomené Ciara s vrcholmi: 2 + 2¢, —2 + 27, —2 — 24.

7.7 Vypocitajte integraly:

e* cos(z)
a ——=dz b ?{ ——5dz
) j{z—m:’,/z 22z — )3 ) |242i|=3/2 z(z + 1)
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7.8 Vypocitajte integraly po l'ubovolnej uzavretej regularnej krivke L: (zg € (—2,2))

sin(z) sin(z) tan (%) sinh(2z)
a) ]{L(z—Qi)2dZ b) éz(l—z)?’dz c) é(z—xiﬂdz d) 7{Lz4 dz

7.9 Preverte tvrdenie: nech U C C je otvorend mnozina, nech f;,j =1,2,... st analytické funkcie z U do C.
Nech existuje funkcia f : U — C, Ze na kazdom kompakte K C U je f rovnomernou limmitou postupnosti

{f;};- Potom f je analyticka! (Porovnajte s tvrdenim z redlnej analyzy! V ¢om je rozdiel?)

7.10 Preverte tvrdenie: nech f: C — C je celd funkcia a nech vyhovuje nerovnosti
[f(2)] < M(1+ [2])P,

kde p, M sa nejaké kladné konstanty. Potom f je polyném stupia najviac p.
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Kapitola 8

Taylorov rad

8.1 Nasledovné funkcie rozvinat do Taylorovho radu Y )7 ) an2™:

1
a) sinh(22) b) cosh (f) ¢) sin?(2) d) cos?(z) )
2 2z -1
2 .
3 z 1 . z A )
B —— s
f) cos™(z) 9 373 ) 521 Vgzra 9o
z 1 1 .
k) (Z2 T 1)(22 — 4) l) m m) m n) e”sinz 0) e?cosz
p) sin’ z cos? 2 q) sinh zsin z ) sin z cosh z s) ze®

8.2 Nasledovné funkcie rozvinat do Taylorovho radu Y o2 a,(z — 2)™ a najdite polomer konvergencie:

1 z z

a); b)z—l 6)22—42—&—8

d) sin(z —4) e) cos(z + 3)
8.3 Nasledovné funkcie rozvinat do Taylorovho radu Y o2 a,2" a nijst polomer konvergencie

a) cosh?(z) b) (a+ 2)* o) Vz+i d) azl—i— 5 b#0
z 22 142
¢) 2 _42+13 /) G+1)2 g9) In <1 —_F z) h) Arctan(z), Arctan(0) =0
i) Argsinh(z), Argsinh(0) =0 j) In(2®> —32+2) k) /z £ae ) /z sing(ﬁ) d
0 0

8.4 Nasledovné funkcie rozvinat do Taylorovho radu ) 7 j an(z —1)™ a najst polomer konvergencie:

z z

Cl) -+ B b) m C) ln(z) d) Sil’l(2Z — 22)
. —1+4v3
) (f - *;M>
8.5 Rozlozte funkciu .
Z -
z
do Taylorovho radu so stredom v bode 3.
8.6 Rozlozte funkciu .
H P
z 2

do Taylorovho radu so stredom v bode <.
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8.7 Rozlozte funkciu

do Taylorovho radu so stredom v bode i +w, w # 0.

8.8 Najdite prvych pét ¢lenov Taylorovho radu

oo
g anz"”
n=0

funkcii:
a) e*5n() b) e c) €“In(1 + 2) d) e*n0+2) e) /cos(2), (\/COS(O) = 1)
f) tan g) — h) cossin 2] i) — j) -~

COS z 1+4sinz sin 2

8.9 Najdite riesenia nasledovnych diferencialnych rovnic v tvare potencného radu » 7 an2":

a) w” — 2w =0 b) (1 —22)w" — 220"+ aw =0

¢) (1= 22)w" — 42w’ — 2w =0 d) z1—2)w" +[y—(a+B+1)z]w —afw=0

kde o € C a « je celé zaporné Cislo.

8.10 Néjdite rieSenie Cauchyho tlohy pre diferencialnu rovnicu tvare potencného radu ) 7 an2":

w” — 2%w =0, w(0) =0, w'(0) = 1.
8.11 Néjdite rieSenie Cauchyho tlohy pre diferencialnu rovnicu tvare potentného radu ) 7 an2":
(i — 22)w" — 2w =0, w(0) =1, w'(0) = 0.

Aky je polomer konvergencie tohto rieSenia?

8.12 Néjdite rieSenie Cauchyho tlohy pre diferencialnu rovnicu tvare potencného radu » 7 an2":

2w’ + 2w+ (22 —d?) =0, w(0) =0, w'(0)=1; acC.

Aky je polomer konvergencie tohto riesenia?
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Kapitola 9

Laurentov rad

9.1 N4jdite mnoziny na ktorych st Laurentove rady konvergentné:

a) Z 37z 4+ 1440)" b) Z 2;_7_ 1 c) Z e_”Q(z — 3)2n
o) &S] n o -\ 2n,
USRS ) Y n Y Bk

9.2 Preverte formule:

—1 —1
1 —-n—1_n 1 —2(n n
CL) — Z b 'z ) |Z’ > |b| b) 2 __ 12 Z b 2 +1)Z2 ) ‘Z| > ‘b|
z—=b n——o00 z b n=—o0
22 0 1 -1
C) »2 + b2 = Z (_1)nb—2nz2n’ ‘Z| > ‘b’ d) 2 —b = Z (b - a)—n—l(z - a)n’ a 7& b> |Z - a‘ > |b - CL‘

9.3 Nasledovné funkcie rozviniat do Laurentovho radu v mocninach z a v medzikruzi 1 < |z| < 2:

1 2441 z
a) ——————— b) ————— ) g
(1+2)(z—2) (z—1)(2+2) (2+1)(z+2)
1
d) —
ey ) ErnE -0 D@ ey

9.4 Nasledovné funkcie rozvinut do Laurentovho radu v okoli uvedenych bodov a uréit oblast, v ktorej rozvoj
plati:

1 1 1

_ - - 9 3,1/z
)i ® N ™ °) 223 /3,09 d) z°e’’*, 0

e) cos<2i2>,2 £) sin(zii>,i 9) m 1,4, 00

9.5 N4ajdite nulové body a zistite ich nasobnost:

a) e b) e _q c) 2% sin(z) d)

e) z%sin (%) f) 2*(z — 2) sin (%) g) 2% [1 — cos(4z)]
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9.6 Nijdite izolované singularne body analytickej funkcie a klasifikujte ich:

a) 221+4 Do ,212 9 1212;32 9 a i)z ) ﬂi)?’
£ m » sinz(z) h) ezz— 1 ) 2o ) 1—225(2)
o= R () wes(pE) o) )
p) 2 Deetls)  r) )

9.7 Nasledovné funkcie rozvinit do Laurentovho radu v okoli uvedenych bodov a v medzikruziach:

1 1

— k b) —— 1

1 22 —22+45
—_— b ; b d) ——————, 2;1 2

O g O<lal <P vassilal < Bl < Bl d) ot <l <
9.8 Zistite nasobnost nulového bodu z = 0 funkcii:
a) sin®(2) b) 2? sin(z) ¢) [1 — cos(2)]sin(z?) d) (ezz - 1) (1 — cos(z))?
2
Z2
) sin®(2) P 23 ) 1 — cos(2?) h) (6 - 1)
22 sin(z) g sin(z) sin?(z2)

9.9 N3ijdite hlavni ¢ast Laurentovho radu uvedenych funkcii v okoli uvedenych bodov:

z e“+1
=2 D) S =0
CL) (Z+2)2’ 20 )GZ*]_’ 20
41 41
¢) % 20 = 2 d) % 20 = 4mi
z—1 e® .
e Sinzz, Z():O f) m, Z():Zb, b>0
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Kapitola 10

Rezidua

10.1 Najdite reziduéd uvedenych funkcii v koneénych izolovanych singuldrnych bodoch:

) 1 b) z ) 1 d) z+1 ) z+1
a) ——— —_—— c) 5 - €) 55—
2(z—1) (z —=2)(z+1) Z2+9 22 +1 22(2 —1)2
sin(7z) cos(z) 1 , z , e*
Bt e e h s - °
/) 22(1 - 2) 9) 23(2 —1)2 ) sin(z) 2 1 — cos(z) 7) 22(22 +1)
sin (1) z 9 cot(z) z—1
l t — —_—
) z(i— 2) ) cos <z - 1> m) tan™(z) ") z 2 1 — cosh(z)
1 1 22 22"
— tanh —_— t) ———, neN
) sin 22 @) tanhz r) 1+ e? 2 1+ 24 ) (z— 1)’ "
10.2 Najdite rezidué uvedenych funkcii v nekonec¢ne:
1 sin 4
b 2 - z 27
a) z ) z C)z )z—l e) zcos .
1 1+ 22 21 cos? T
R h . P Nz
Nite 912 ) 61 ) j)e
k) ez ) e=3
10.3 Ak uvedené rezidud maja zmysel, tak potom:
e pre parnu funkciu plati
res f(z) = res f(z) =0, res f(z) =— res f(2)
z=0 2=00 2=z zZ=—20

e pre nepérnu funkciu plati

res f(z) = res f(z).

z=2z0 z=—20

Preverte!

10.4 Nech

f(2) = g(az), a #0.

N4jdite vztah medzi ¢islami

res f(z), res g(z).

z=azg z=z0

10.5 Najdite rezidua uvedenych funkcii v konecnych singuldrnych bodoch aj v nekonecne:

L 1 1 14 210 1
b) —— - d) — "~ . 1
a) z(z+1) ) 22(z — 2) c) 26(z —2) ) 26(22 1 4) e) Slnzsmz
Cos z cos z sin z
Navi 9@r;E P
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10.6 Vypocitajte

P sin3z — 3sin z tanz — z
a) res ,n=1,2 ... b) res ———— c) res —————
z=0 sin" 2’ z=0 sin z(sin z — 2) 2=0 (1 — cos z)
n—2
Z n—3 n Z
d) res ——, n=2,3,... e) res 2" “cot" z, n=2,3,... f) res
z=0 sinh” z z=0 =0 coshz — 1 — 122

2

10.7 Pre akt hodnotu komplexného parametra a zadéva predpis
z 1/¢
C3zes / ate” g
1 3
jednozna¢ni funkciu v komplexnej rovine?

10.8 Pre aké hodnoty komplexnych parametrov a, b zadava predpis

C5a2es /lz asin{—;b{cos{dg

jednoznad¢ni funkciu v komplexnej rovine?

10.9 Pre akd hodnotu komplexného parametra a zadava predpis

sin(§ + af3)
Coz+— /1 75 d¢

jednoznad¢ni funkciu v komplexnej rovine?

10.10 Vypocitajte integraly po jednoduchych uzavretych krivkach:

dz dz zdz zdz
—_— b —_— —_— d
2 fzi:l 2241 ) 7|{z|=2 22 -1 ) %223 (z = 1)2(2+2) ) 7|{z=2 z4—1
1 1
e) j{ sin <> dz f) f sin? () dz g) j{ exdz h) ]{ 2ezdz
|z|=1 z |z|=1 z |z|=1 |z|=1

) ﬁ:l €08 <i> e*dx J) 7|{|:1 Sinegz) @ ") ?leiﬂ (z — 1)(21@2 +1)

) 7{ sin zdz

(Re 2)2/34(Im 2)2/3=22/3 (2 + 1)3

dz 2%sin? L 23

m) 31702 TL) f ﬁdz O) f 471(12 % 162(12

2j=2 2 (210 = 2) l2j=3 (2 = 1)(2 — 2) |2j=2 2% — 2j=2 Z +

1 1

q) 7{ sin——dz T) 7{ 2sin + dz s) 7{ sin dz 7{ zcos ——dz

=3 2+1 |2|=2 z—1 e—1=1 21 |2|=2 z+1

sin zdz cot z zdz 23dz
w) S VAR, v) dz w) 5 x) —_
lo—1j=1 (2% — 2)(z — 1) 2j=1 Z 2j=4 €5 — 1 oma €5 — 1

10.11 Vypoditajte nevlastné integraly (pomocou rezidui):

)/OO dzx b) /°° dz /OO 3z +1
a e — [
oo (14 22)3 1+x4 1+x2
241
d d N
)/ 1+ZL‘4 v / z+.7c3 /oo 1+:v2"+1’nE
[e.e] oo [e.e]
0 >0
/ 22— 2z — 2 /oo x2—|—a23’a> /Oo $4+a42’a
xt +1 /°° /°°
o x2+4zx75) x4+6x2+25

a>0

/OO —22x—1—a2)3’
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10.12 Vypocitajte
ztda

/ooo(a+bw?)4

/°° dz
oo (@2 +a?)(2? 4 b2)2’

, a,b>0.

10.13 Vypocitajte

a,b> 0.

10.14 Vypocitajte

> dx
/_OO (x2_2iax_a2_b2)n; a>b> O, n = 1,27_“
10.15 Vypocitajte
o dx
/ 727 aab>0,n:1’2".‘
—00 (a+b.1' )”

10.16 Nech f: C — C je diferencovatelna v polrovine Imz > 0 s vymikou pélov aq, ..

hranice tejto polroviny (zase okrem uvazovanych polov). Ak pri z — oo pri Im z > 0 plati

f(z) = o(1),
potom
Ty =2
/Oof( x)edx = mzzreskf
Preverte!

10.17 Vypocitajte nevlastné integraly:

a) /°° (@ Dede

oo T2 =224 2

o0 eix

) / (2% 4 4ixz — 5)3
o [ e Ve
xr
COST 00 (l‘ + 1)6—32‘:5
d wroe g
f /—oo(a:2+2ix—2)2x 9) /_Oo$2—21:+5 x
1o el? o+ioco e
) /].—ZOO 22 + 1 ) /O\-_ioo 22 + 1

] im etz ~ .. oo
.7) / ﬁdz, (Z) t > 0; (’LZ) t<O0; (zu) t=0

—i00 (Z — 1)

2i+00 : i+00
t t
k) / ZE >0 ) / ZCOS2l 4 >0
2i—oco +1 i—00 (Z+1)

—dz
— 2230 -2

0 [z

oo
d —————dx
. / m4+8m2+16

.a a spojitd az do

dz, 0> 0,0<t <1

10.18 Nech f : C — C splia predpoklady z prikladu 10.16 a naviac f je realna pri realnych hodnotéch z,

potom

k

/oo f(z) cosxzdr = =27 Im {Z;ei f(2)
oo =1 k

Preverte!

k

=1
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10.19 Vypocitajte nevlastné integraly:

> 23 sinz
oo T D2+ 4

a3 + 5z)sinx

/ 74+ 1022+ 9
o [T, O [ e
X COST cosx
__TCOST 4. ——d 0
/ 222+ 10 / et
/ %dx a>0 / rsin dx a>0
0 z“+a 0
00 [ee]
/ xiln“xdx a>0, Reb> 0 / CQOS“”; dz, a >0, Reb >0
0o o0
/ 2cosx2 dz. Rea > 0 / - cos e dz, Rea,Reb >0
o (22 +a?2) o (2% +a?)(2*+0b%)
cos ax
_COSAT 4 4> 0
)/0 ORI R

10.20 Nech r: C — C je raciondlna funkcia, ktord ma v polrovine Re z > 0 poly
at, y O,
a poOly na reélnej osi
bi,...,bm.
Potom ak .
r(z)z(’)(), z — 00,
z
tak
o0
V.P. edr = 2 iz 3
( )/_OO (x)e"*dx = mzzreaskr z)e +7mzzlzaskr z)e’
Preverte!

Ako priklad si uvedme vypocet znameho Dirichletovho integralu

°=
0

sinx
d

Potom

2D = / S — (V. P, )/ Smxdlem{(V.P.)/ edx},
oo X oo T
A .
(o] elfﬂ )
(V.P.)/ —dz =mi x 1.
o0 T
Takze
20 = Im{rmi} =7 = @:%.
10.21 Vypocitajte:
0) (VP)/OO de a>0yeR b (VP)/OOGW (i) a > 0; (i) a <0
e @4 a?)(z—y) Y e T ’
© 1 _ 1ax 00
c) (V.P.)/ s dz, a € R d) / sin” xd:z: n=1,2.
oo X oo XM

*  sinax sinaz x2 — b2
—d 0, Reb>0 —d 0, Reb>0
e) /0 ) z, a >0, Reb> f) /0 PP DL a > eb>
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