
rovnom. konv. istej triedy trigonometrických radov

Uvaºujme trigonometrický rad ∑
n

an sinnx, (*)

kde postupnos´ {an}n je kladná a do nuly klesajúca. Potom vieme z dirichletovho kritéria, ºe rad (*)
konverguje rovnomerne v kaºdom uzavretom intervale neobsahujúcom celé násobky hodnoty 2π. pozrieme
sa na to, za akých okolností (oh©adom postupnosti {an}) tento rad (*) bude konvergova´ rovnomerne v
kaºdom intervale.

pripome¬me ako známe fakty:

(1) ak ∑
n

an < +∞, (1)

potom rad (*) konverguje rovnomerne v R v dôsledku Weierstrassovho kritéria.

(2) rad ∑
n

1

n
sinnx (2)

nekonverguje rovnomerne v okoliach celých násobkov 2π (pozri (3) pre dôkaz).

Zameriame sa na vy²etrenie medzery medzi prípadmi (1) a (2). Nech p ∈ N a nech

x =
π

2p

a tieº

n =

[
1

2
p+ 1

]
(n je celá £as´ z pravej strany). Potom máme

an sinnx+ an+1 sin[(n+ 1)x] + · · ·+ ap sin px >

> ap{sinnx+ · · ·+ sin px} > ap

(
1

2
p− 1

)
sin

π

4
.

(3)

ak rad (*) konverguje rovnomerne (v okoliach nuly), potom nutne ©avá strana (3) konverguje do nuly pri
p→ +∞ a preto je nutné, aby

ann
n→∞−−−→ 0. (4)

na rovnomernú konvergenciu rady (*) v okoliach nuly je teda nutné, aby platilo (4).

Ukáºeme, ºe (4) je aj posta£ujúce na rovnomernú konvergenciu (4) v okoliach nuly. ukáºeme, ºe platí

lema 1 nech

a1 ≥ a2 ≥ · · · ≥ an ≥ 0

a nech existujú pevné £ísla m,M , ºe

m ≤ α1 + α2 + · · ·+ αn ≤M

pre v²etky n. Potom

a1m ≤ α1a1 + α2a2 + · · ·+ αnan ≤ a1M. (5)
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Dokáºeme tvrdenie lemy. Nech
sn = α1 + · · ·+ αn.

V tomto ozna£ení máme

α1a1 + α2a2 + · · ·+ αnan = a1s1 + a2(s2 − s1) + · · ·+ an(sn − sn−1) =
= s1(a1 − a2) + s2(a2 − a3) + · · ·+ sn−1(an−1 − an) + snan ≤
≤M{a1 − a2 + a2 − a3 + · · ·+ an−1 − an + an} =Ma1,

£o je poºadovaný horný odhad a rovnako z druhej strany

α1a1 + α2a2 + · · ·+ αnan = a1s1 + a2(s2 − s1) + · · ·+ an(sn − sn−1) =
= s1(a1 − a2) + s2(a2 − a3) + · · ·+ sn−1(an−1 − an) + snan ≥
≥ m{a1 − a2 + a2 − a3 + · · ·+ an−1 − an + an} = ma1,

£o je poºadovaný dolný odhad. Tým sme dokázali (5).

Vrá´me sa teraz k radu (*). �leny tohto radu sú nepárne a 2π-periodické funkcie, preto sta£í uvaºova´
x ∈ [0, π]. Zoberieme sú£ty

Sn,p = an sinnx+ · · ·+ ap sin px.

Nech teraz
µn = max

q≥n
{qaq}.

Ak predpokladáme, ºe (4) je pravda, tak potom je pravda aj

µn
n→∞−−−→ 0. (6)

Nech najprv
x ≥ π

n
.

Pouºijeme na²u lemu. Máme pre akéko©vek n a r

| sinnx+ · · ·+ sin rx| =

∣∣∣∣∣cos
(
n− 1

2

)
x− cos

(
r − 1

2

)
x

2 sin x
2

∣∣∣∣∣ ≤ 1

sin x
2

≤

≤ π

x

a teda pod©a na²ej lemy máme

|Sn,p| ≤ an
π

n
≤ nan ≤ µn

n→∞−−−→ 0.

Ak je teraz
x ≤ π

p
,

tak z nerovnosti sinu < u máme

|Sn,p| ≤ annx+ · · ·+ appx ≤ pxµn ≤ πµn
n→∞−−−→ 0.

Napokon, nech
π

p
< x <

π

n
.

V tomto prípade pouºijeme trojuholníkovú nerovnos´

|Sn,p| ≤ |Sn,k|+ |Sk+1,p|
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a na prvý s£ítanec pouºijeme na²u lemu a na druhý s£ítanec pouºijeme druhý argument £ím máme

|Sn,p| ≤ kµnx+ ak+1
π

x
≤ µn{kx+

π

(k + 1)x
}.

Ak zoberieme
k =

[π
x

]
,

tak máme
|Sn,p| ≤ (π + 1)µn

n→∞−−−→ 0.

Pre ktoréko©vek x teda
|Sn,p| ≤ const× µn,

£o dokazuje rovnomernú konvergenciu radu (*) v R za predpokladu (4).
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