Priklady k prednaske MATEMATIKA 3
EUGEN VISZUS! a MICHAL DEMETRIAN?
1 Metrické priestory

1.1. NechR" = {x = (z1,...,2,): x; €Ri= nk e R'xR"—> R, k=1,2,3
st funkcie dané predpismi:

n

)2 — Ly
> (@i —u:)?  pala,y) lel vl ps(w,y) = max [ —yil

=1

pl(x7y) =

Dokazte, ze pr, k = 1,2, 3 je metrika.

Dalej ukézte, ze vSetky uvedené metriky s navzajom ekvivalentné (vid poznamka).

pozn.: Hovorime, ze metriky p,o v mnozine X su ekvivalentné, ak existuji také dve kladné
konstanty cy, co, ze pre kazdé x,y € X plati:

ap(z,y) < olz,y) < cap(z,y)

1.2. (a.) Rozhodnite, ¢ v mnozine realnych ¢isel st nasledovné funkcie :
dy(x,y) = |arctan(z—y)|, da(x, y) = /]x — yl, ds(x,y) = max{|z], [y|} a dy(z, y) = [|z]-|yl|

metrikami.
(b.) Pre ktoré a € R je funkcia

dotm.m) = {

metrika v mnozine prirodzenych ¢isel?

a+1/(m+n) ak m#n
0 ak m=n

Svoje tvrdenia zdovodnite!
1.3. Nech funkcie p; a ps st metriky v mnozine X. Rozhodnite, ¢i aj nasledovné funkcie:
pa(z,y) = pr(z,y) + p2(z, ), polz,y) = pr(z,y) — pa(zy)
pe(x,y) = min{pi(z,y), p2(z,y)},  palz,y) = max{pi(z,y), p2(z,9)}

pel,y) = /R, y) + 3(ww), sl ) = WL+ pra,y) + ol )]

st metrikami v X. Svoje tvrdenia zdovodnite!

1.4. Nech (X, p) a (Y, 0) st metrické priestory. Potom aj dvojice (Z,d;), i = 1,2, kde
Z=XxY=A{(z,y): zeX,yeY} |,

a funkcie d; : 7 — R dané nasledovnymi predpismi

di((z1,11), (22, 92)) = p(x1,22) + 0 (Y1, 92)

do((21,1), (w2, 92)) = V/ (w1, 22) + 02 (y1,92)

st metrické priestory. Dokazte!
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1.5. Nech (X, p) je metricky priestor a z,y, z,w € X, dokazte, Ze plati nerovnost:

lp(z,y) — p(z,w)| < p(x, 2) + p(y, w)

1.6. Pre p > 1 oznacme
P={r={x;}2,: z; €R, Z |z;|P < oo}
i=1

anech p,: [P x[”P — R je dana predpisom

o 1/p
pp(,y) = [Z | — yil”]
=1

Ukézte, Ze [P je linedrny priestor a p, je metrika v {? pre p = 1 a pre p = 2.
1.7. Nech [* je mnozina ohrani¢enych postupnosti:

1 =Ar={x;}2,: z; €R, sup|z| < oo}
iEN

Ukéazte, ze funkcia p definovana nasledovne

p(x,y) == sup|zr — yil
keN

je metrika v [*°.

1.8. Nech S je mnozina vSetkych postupnosti redlnych (komplexnych) ¢isel z = {z;}5°;.
Dokézte, ze funkcia p : S x S — R dané vztahom

. — 1 |$i—yi|
P(x,y).—izlQilﬂxi_%| ,

je metrika v S. Ukézte, ze metricky priestor (.5, p) je ohraniceny.
pozn.: Ohrani¢enost metrického priestoru (X, p) znamena, Ze existuje ¢ > 0 také, ze

sup p(z,y) < c
z,yeX

1.9. (a) Ukazte, ze funkcie p a p; dané vztahmi:

p(f,g) = sup |f(z) —g(x)] ,

a<z<b

o(f.g) = / (@) - g(@)ldz

st metriky v C'({a,b)).

(b) Rozhodnite dalej, ¢i p; je metrika v mnozine vSetkych Riemanovsky integrovatelnych
funkcii na intervale (a,b).

(c) Zistite, ¢ metriky p a p; st ekvivalentné v C'({a, b)).
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1.10. Ak (X, p) je MP a A C X, potom definujeme vzdialenost bodu z € X od A takto:
plz, A) = inf p(z,a)

Ukazte, ze:
(a) ak x € A = p(x, A) = 0, ale opacna implikacia neplati,
D)z eAs p(x,A)=0.

1.11. Ak (X,p) je MP a A, B C X, tak definujeme vzdialenost mnoziny A od mnoziny B
(resp. B od A) takto:
p(A,B) = inf p(a,b)

a€AbeB
Najdite priklad X, p, A, B tak aby: AN B =0 a p(A, B) = 0.

1.12. Ukazte, ze dvojica (C({(a,b)), p,), kde

-/ " o) — g(opds]

je pre kazdé p > 1 metricky priestor. Uvedené tvrdenie mozno dokazat postupnym pouzitim
nasledujtucich 4 tvrdeni.

A. YOUNGOVA NEROVNOST: nech f : (0,00) — R, f je diferencovatelné, rastica a
f(0) =0 alim, ., f(z) = co. Ak ozna¢ime g inverzntu funkciu k f, potom pre kazdé
a, 3 >0 plati :

< [ st [owar

Dokazte!

B. CAUCHY-SCHWARZ-BUNJAKOVSKY NEROVNOST: pre kazdé p,q > 1 také
ze 1/p+1/q =1 a pre kazdé u,v > 0 plati
uf vl
uw < — + —
p q

Dokazte!
C. HOLDEROVA NEROVNOST: nech f,g € C({(a,b)) a p,q > 1, pricom 1/p+1/q = 1.

Potom plati:
b b Up r b 1/q
[ 1r@stoias < | [ | [Clatras]
Dokazte!

D. MINKOWSKEHO NEROVNOST: nech f,g € C({(a,b)) a p > 1, potom plati:

[Fservsars] "< [ vera] "+ o]

Dokazte!



1.13. Nech ¢ : (0,1) — R spojita funkcia a taka, ze Vo € (0,1) :  g(z) > 0. Rozhodnite, ¢i
zobrazenia p a o dané predpismi

p(f1, f2) = sup [g(x)(fi(z) — fa(2))], U(flan):/O dzlg(z)(f1(z) = fa())]

0<z<1
metrikami v mnozine C'((0, 1)). Svoje tvrdenia zd6vodnite.

1.14. Ak p je fixné prvocislo, potom kazdé nenulové racionélne ¢islo z mozno zapisat jed-
noznacne v tvare

a
= 472
T pb ?

kde v € {0,+1,4£2,43,...} a ¢&sla a,b sa prirodzené (t.j. a,b € {1,2,3,...}), ktoré nie
si delitelné prvocislom p a nie su sudelitelné. [DOKAZTE!]. Teraz, ak mame vyjadrené
racionalne ¢islo z € Q vo vyssie uvedenom tvare, tak mozeme zaviest realnezna¢nu funkciu
na racionalnych ¢islach

p~ 7 ak x

0
n,: Q—R np(m):{ 0 ak 0

Teraz pre z,y € Q definujeme

(T, y) = ny(x — y)

Dokazte, ze m, je metrika v Q. Ukazte dalej, Ze funkcia n, ma vlastnosti:

np(xy) = np(x)np(y), vx>y € Q )
ny(z +y) <max{ny(z),n,(y)}, Vr,y € Q; [tzv. ultrametricital

1.15. Nech p; # p, st prvocisla. Rozhodnite, ¢i metriky m,, a m,, v Q definované v tlohe
1.14 st ekvivalentné. Svoje tvrdenie zdovodnite.
Ndvod: Uvazujte postupnost {p}}>, C Q.

1.16. Bod z uzaveru mnoziny X v metrickom priestore (Y, p) je bud hromadny bod X,
alebo patri do X. Dokazte!

1.17. Ukazte, ze v MP je kazdéa kone¢na mnozina uzavreta.

1.18. V MP (X, p) plati: ak postupnost {z,}>*, C X konverguje k zq € X, tak potom pre
kazdé x € X je

lim p(maxn) = p(x7$0)

Dokazte!

1.19. Nech p a o st metriky v X. DokéZte, Ze p a o su ekvivalentné prave vtedy, ked kazda
postupnost {z,,}°°, C X je konvergentna v priestore (X, p) prave vtedy, ked je konvergentna
v priestore (X, o). (Definicia ekvivalentnych metrik je v poznamke k ulohe 1.1.)



1.20. Uvazujte mnozinu

S((0,00)) = {f € 0®((0,00)): ¥n>0: lim2"f(z)= o}

T—00

Ukézte, Ze zobrazenia p a o dané predpismi

o) = s 1f@) =@l o(79)= [ 1) — gla)lda
0<zr<oo 0
stt metriky v S((0,00)). Dalej uvazujte postupnost bodov z S((0, 00)) takd, Ze jej n-ty clen

ma tvar: 1

Zistite, ¢i v metrickych priestoroch (S((0,00)),p) resp. (S((0,00)),0) postupnost {f,}52,
konverguje. Svoje tvrdenia zdovodnite.

1.21. Ukazte, ze priestor [*°, definovany v zneni tlohy 1.7, nie je separabilny.

1.22. Zistite, ¢i v metrickom priestore (X, p) platia vyroky:

(a) Tubovolné zjednotenia a kone¢né prieniky otvorenych mnozin st otvorené mnoziny,
(b) Tubovolné prieniky a kone¢né zjednotenia uzavretych mnozin st uzavreté mnoziny,
(c) zjednotenie uzavretych mnozin je uzavretd mnozina,

(d) prienik otvorenych mnozin je otvorena mnoZina .

Svoje tvrdenia zdovodnite.

1.23. V MP (X, p) plati: ak kazda jednobodovd podmnozina X je otvorena, tak kazda
podmnozina X je otvorenéd. Dokazte.

1.24. (a) Ukazte, ze v MP (X, p) je otvorena gula
Blx,r)={ye X: plz,y) <r} ,
otvorend mnoZzina a uzavreta gula
Glo,r)={ye X: plzr,y)<r} ,
uzavreta mnozina.

(b) Rozhodnite, ¢i plati:

B(z,r) = G(x,r)
1.25. Nech Q st racionalne ¢isla. Uvazujte mnozinu
1 [ee]
A= {—} cQ
n n=1
V Q uvazujte metriky p; a py dané predpismi
pi(z,y) = |z —yl,

1 pre x#vy
pz(x,y)Z{o pre z—y .

V metrickych priestoroch (Q, p1), (Q, p2) najdite uzaver mnoziny A.
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1.26. Uvazujte metricky priestor (Q, 7,) z tlohy 1.14. Nech v € {0, £1,£2,...}. Ukazte, ze
uzavreta gula

Glr,7) ={yeQ: mlr,y) <p'}
je otvorena mnozina. [Podla tlohy 1.24 je to aj uzavretd mnozinal.
Dalej ukaite, Ze ak 29 € G(x,7), tak x je stred gule G(xz, ) - teda, 7e pre kazdé y € G(z,7)
plati: m,(zo,y) < p7 - (t.j. kazdy bod uzavretej gule v MP (Q,m,) je jej stred).
A dalej ukazte, ze ak G(a,71) a G(b,72) st uzavreté gule v MP (Q, 7,) také, Ze ich prienik
nie je prazdna mnozina, potom jedna z nich je podmnozinou druhej.

1.27. V metrickom priestore (X, p) plati: ak G1,Gs C X st disjunktné uzavreté mnoziny,
potom existuji disjunktné otvorené mnoziny U;,Us C X také, ze G; C Uy a Gy C Us.
Dokéazte!

1.28. Nech X = (0,1) a Q C X st racionalne ¢isla z X. Uvazujte v X tzv. trividlnu
metriku p: p(z,y) = 1 pre z # y a p(x,y) = 0 pre x = y. Najdite uzaver mnoziny Q v tomto
priestore.

1.29. V metrickom priestore (C({a,b)),p), kde p je metrika z ulohy 1.9, rozhodnite, ¢i
nasledovné mnoziny su otvorené, uzavreté alebo nemaji ani jednu z uvedenych vlastnosti:

(a)
A={feC({a,b)): fla)=0} ,

B={feCab): fla)>0}

C={feCab): fla)=fb)} |,

b
A={feCab): / f(x)dz = 0}

1.30. Vyrieste ulohu 1.29, ak metriku z nej zamenite za metriku p, z tlohy 1.12 pre p = 1.

1.31. Nech P C C({a,b)) je mnozina vSetkych polynémov definovanych na intervale (a,b).
Uvazujte metrické priestory:

(a) (C({a,b)), p) z tlohy 1.9,

(b) (C({a, b)), pp) z tlohy 1.12 pre p =1 a pre p = 2,

a rozhodnite ¢i je v tychto priestoroch mnozina P uzavreta. Svoje tvrdenia zdovodnite.

1.32. Uvazujte metricky priestor (C'({(a,b)), p) z tlohy 1.9. Ukéazte, Ze mnoZzina

Lg ={f € C({a,b)) : Va,yelab) je [f(x)—fy)|<Klz—yl|}

(Lipschitzovské funkcie s Lipschitzovou konstantou K > 0) je uzavreta.



1.33. Ukazte, ze mnozina Lk z predchadzajtuceho prikladu je v metrickom priestore (C'({a, b)), p)
z ulohy 1.9 uzaverom mnoziny

Di={feC(ab): Vrelab) |f()<K}

1.34. Ukazte, Ze mnozina

L=\ Lk .

K>0

kde mnoziny Ly st definované vyssie, nie je uzavreta v metrike p z tlohy 1.9.

1.35. Uvazujte MP C((a,b)) s metrikou p z ulohy 1.9. Rozhodnite, ¢ jeho podmnoZina
C'({a,b)) C C({a,b)) (funkcie so spojitou prvou deriviciou) je uzavretéd, otvorend, alebo
nema ani jednu z uvedenych vlastnosti. Svoje tvrdenie zdévodnite.

1.36. Uvazujte metricky priestor (C({a, b)), p) z ulohy 1.9 bod (a). Rozhodnite, ¢i mnoZina
AC({a,b)) - absoliutne spojitych funkcii na intervale (a,b), je v tomto metrickom priestore
otvorena, uzavreta, alebo nemé ani jednu uvedenu vlastnost. Svoje tvrdenie zdévodnite.
pozn.: Funkcia f: (a,b) — R sa nazyva absolutne spojita prave vtedy, ked ku kazdému
e > 0 existuje § > 0 také, ze pre kazdy systém disjunktnych podintervalov (a;, b;), i =
1,2,...,n, intervalu (a, b), ktorych dlzky splhaju:

i ‘bl — (li’ )
=1

plati: .
D o1fb) = flas)| < e
i=1
1.37. Uvazujte mnozinu
BC*R)={f:R—-R: sgg |f(x)] < oo, a f mavsetky derivacie}
(a) Ukazte, ze funkcia p : BC*(R) x BC*(R) — R dana predpisom
p(1,9) = sup | f(z) = g(x)]

je metrika v. BC*(R).
(b) Pre f € BC*(R) definujeme nosi¢ (support) predpisom

supp(f) ={z € R: f(z) # 0}

pozn.: V R uvazujeme metriku o od absolitnej hodnoty (vid uloha 1.48).
Dalej uvazujme mnozinu D(R) € BC*™(R) dant nasledovne

D(R) ={f € BC*(R): supp(f) je kompakt}



Rozhodnite, ¢ D(R) je uzavretd v BC*®(R). Svoje tvrdenie zdovodnite.
Ndvod: Nie je také lahké najst priklad nenulovej funkcie z D(R). Tu uvadzame jeden®, ktory
vam pomodze odpovedat na polozeni otazku:

fi(x) = { LU

exp [ lz] <1

1.38. Nech (X, p) je uplny metricky priestor a Y C X je uzavretd mnozina. Potom (Y p)
je tiez uplny metricky priestor. Dokazte!

1.39. Vezmime mnozinu (ohrani¢ené funkcie na intervale (a, b))

mewz&wwweR: mﬂﬂM<W}

a<z<b

V B({a, b)) uvazujte funkciu dvoch premennych

p(f,9) = sup |f(z) — g(x)]

a<a<b
Ukazte, Ze p je metrika v B((a,b)) a dvojica (B((a,b)), p) je Gplny metricky priestor.
1.40. Dokazte, ze metricky priestor (C'({a, b)), p) z tlohy 1.9 je tplny metricky priestor.
1.41. Ukazte, ze priestor [P z tlohy 1.6 je pre p = 2 tplny metricky priestor.
1.42. Ukazte, ze priestor spojitych funkcii C'((—1,41)) s metrikou p, z tlohy 1.12 pre p = 2
nie je uplny.

1.43. Rozhodnite, ¢ metricky priestor (Q, m,) z tlohy 1.14 je Gplny metricky priestor. Svoje
tvrdenie zdovodnite.
Ndvod: Uvazujte rad v (Q, )

oo
E i

€Z;p )
=0

kde z; € {0,1,2,3,...,p — 1}. Vezmite taka postupnost {z;}:°,, ktora nie je periodicka.

1.44. Zobrazenie metrickych priestorov f : (X, p) — (Y, 0) je spojité v x € X préave vtedy
ked pre kazdu postupnost {z}, C X taka, ze z,, —* x plati f(z,) —° f(x). Dokazte!

1.45. (a) Uvazujte metricky priestor (C({(a,b)), p) z tlohy 1.9 a metricky priestor (R, o) z
tlohy 1.48. Vysetrite spojitost zobrazenia RZ : (C({a,b)), p) — (R, o), daného nasledovnym
predpisom

b
RI(f) = [ Fie)is
(b) Uvazujte zobrazenie RZ dané tym istym predpisom ako v bode (a), ale chapte ho ako

zobrazenie RZ : (C({a,b)), pp) — (R, o), kde metrika p, je definovana v tlohe 1.12. VySetrite
spojitost zobrazenia RZ.

3Pomocou tohoto prikladu mozno skonstruovat mnoho funkcii z D(R).
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1.46. Nech g € C((a,b)) je pevne zvolena funkcia. Uvazujme zobrazenie (), definované na
mnozine C'({(a, b)) predpisom (z € (a, b))

(Qqf)(x) = g(x) ()
Zistite, ¢i
(a) Qy(C({a,))) € C({a,b)),
(b) Qg : C({a,b)) — C({a,b)) je spojité zobrazenie, ak v C({(a, b)) uvazujeme metriku
bl.) p z ulohy 1.9,
b2.) p, z tlohy 1.12;

b3.) ak na definicnom obore uvazujeme metriku p z tlohy 1.9 a na obore hodnét metriku p;
z ulohy 1.9.

1.47. Nech (X, p) je MP a A C X. Nech dalej f: X — R tak, ze

0 ak z¢ A
f("”)_{ 1 ak z€A
Potom f je spojita prave vtedy, ked A je stcasne otvorend aj uzavreta. Dokazte!

1.48. Nech (X, p) je MP s trividlnou metrikou, t.j.

_J 0 ak x=y
p(xay)_{l ak x%y )

a v R uvazujeme metriku absolatnej hodnoty

o(z,y) = [z =y

Néjdite vsetky spojité zobrazenia f:
(a) f:R—X (b) f: X =R

1.49. (a) Majme dané
S: C((a,b)) =Ry S(f) = sup f(x) |

z€(a,b)
kde (C({a,b)),p) je metricky priestor z tlohy 1.9 a v R méame metriku o z tlohy 1.48.
Rozhodnite, ¢i S je spojité zobrazenie a svoje tvrdenia zdovodnite.
(b) Uvazujte to isté zobrazenie S ako v bode (a), ale definujte ho na metrickom priestore
(C({a,b)), pp) z tlohy 1.12. Rozhodnite o spojitosti zobrazenie S. Svoje tvrdenia zddvodnite.

1.50. V C({a, b)) uvazujte zobrazenie ¢, : C({a,b)) — R:
0.(f) = f(z) kde =z € (a,b) je pevne dané

V R uvazujte metriku o z ulohy 1.48. Rozhodnite, ¢i §, je spojité, ak v C'({a,b)) uvazujete
metriku :

(a) p z ulohy 1.9;

(b) pp pre p =1 z tlohy 1.12;

(c) pp pre p =2 z ulohy 1.12;

(d) trivialnu z tlohy 1.48.



1.51. Uvazujte zobrazenie T : C''({a, b)) — C({a, b)) dané predpisom:

H) = L)

Vysetrite spojitost zobrazenia T v pripadoch: T : (C, py) — (C,p), resp. T : (CY,p) —
(C, p), kde metrika p; je dana predpisom

pi(f,9) = sup |f(x) —g(z)|+ sup |f'(x) —d'(z)| ,

x€{a,b) z€{a,b)

a metrika p je z tlohy 1.9.

1.52. UvaZzujte zobrazenie T z tilohy 1.51 ako zobrazenie metrickych priestorov 7' : (C({a, b)), p2) —

(C({a, b)), p2), kde po je metrika p, z tlohy 1.12 pre p = 2. Rozhodnite, ¢ T' je spojité zo-
brazenie. Svoje tvrdenie zdovodnite.

1.53. Majme dany priestor C'((a,b)) s metrikou p, z tlohy 1.12, kde p > 1. Dalej uvazujme
identické zobrazenie Idf = f ako zobrazenie metrickych priestorov Id : (C({a,b)), p,) —
(C({a,b)), pq). Pre aké p,q > 1 je Id spojitym zobrazenim? Svoje tvrdenie zdévodnite.

1.54. Nech p a o st metriky v X. Potom identita (Id(x) = z) je spojitym zobrazenim
Id: (X,p) — (X,0) aj Id: (X,0) — (X, p) prave vtedy, ked metriky p a o su ekvivalentné.
Dokazte!

1.55. Nech f:  C({a,b)) — R. V R uvazujte metriku o z tlohy 1.48. V C((a,b)) uvazujte
metriky: p z dlohy 1.9 alebo metriku p, z tlohy 1.12 pre p = 1. Rozhodnite o pravdivosti
nasledovnych tvrdent:

(a) ak f je spojité, ked v C({a,b)) uvazujeme metriku p, tak je spojité aj vtedy, ked uvazu-
jeme metriku p;.

(b) ak f je spojité, ked v C({(a,b)) uvazujeme metriku p;, tak je spojité aj vtedy, ked
uvazujeme metriku p.

1.56. Uvazujte MP C((a, b)) s metrikou p z tlohy 1.9 a zobrazenie I definované na C({a, b))
takto:

[;\(f —)\/Kmy ,

kde A € R, K je spojita funkcia vo stvorci a < x < b, a <y <b.
(a) ukdzte, ze I3 obraz C'({a,b)) je podmnozina C({a,b));

(b) I je spojité zobrazenie;

(c) pre dané K najdite také \, aby I bolo kontraktivne.

1.57. Uvazujte metricky priestor C'({a, b)) s metrikou p z tlohy 1.9. Dalej uvazujte jeho pod-
priestor C''({a, b)) - funkcie so spojitou prvou derivaciou. Na C'({a, b)) uvazujte zobrazenie

b
L: C'{a,b)) =R L(f)= / Vv 1+ f2(x)dz, (dlzka krivky).

Zistite, ¢i L je spojité ak v R mame metriku o z tlohy 1.48.
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1.58. Uvazujte Cauchyho tlohu

y(r) = fz,y) (@) =m0

kde f je spojita funkcia v R? a naviac v istom kruhovom okoli bodu (g, yo) plati:

|f($,y1)—f($,y2)| S‘]\4|y1_y2| )

kde M > 0 je ¢islo nezavislé od (z,y) (f je Lipschitzovskd v premennej y v uvazovanom
okoli). Ukazte, ze pre isté d > 0 potom existuje jediné rieSenie uvazovanej tlohy:

g:{xg—d,xg+d) — R

1.59. Nech (X, p) je uplny metricky priestor a A : X — X je spojité zobrazenie. Potom ak
existuje také prirodzené ¢islo n, Ze zobrazenie A™ je kontrakcia, tak rovnica

Ax ==
mé v X prave jedno rieSenie. Dokazte!

1.60. Ukazte, Ze nasledovné systémy nelinearnych rovnic majua jediné rieSenie:

(a)

10z = 1+sin®*(z+ 3y)
3y = z+4cos(zr+y+1)

br = y+sin(z+y)
3y = x+y+cos(x—y)

3z = 1+sin(z+vy)
4y = x+cos(z—y)

1.61. Ukazte, Ze jednotkova sféra so stredom v nulovej postupnosti v priestore {? s metrikou
definovanou v tlohe 1.6 je ohrani¢end mnozina, ale nie je totilne ohraniCené - t.j. nie je
kompaktna!

1.62. Uvazujte metricky priestor (C'((0, 1)), p) z tlohy 1.9. Rozhodnite, ¢ jeho podmnozina

1 )
A= ———
{x2+n2}n1

je kompaktna. Svoje tvrdenie zddvodnite.
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1.63. Uvazujte metricky priestor (C'((0,1)), p1) z tlohy 1.9. Rozhodnite, ¢ jeho podmnozina

Ay = {feC(<0,1>): /1d:cf(:c) :o}

0

je a.) otvorend; b.) uzavretd; c.) ohrani¢end; d.) totalne ohranicend; e.) kompaktna; f.)
husta v (C'((0,1)), p1). Svoje tvrdenia zdovodnite.

1.64. Nech R" je metricky priestor s metrikou p; z tlohy 1.1. Dokazte, ze 2 C R" je
kompaktna prave vtedy, ked je uzavreta a ohranicena.

1.65. Nech (X, p) a (Y,0) st metrické priestory a A C X je kompaktna. Nech dalej f :
A —'Y je spojité zobrazenie. Potom mnoZina:

fA)={yeYy: dreAy=f(a)}
je kompaktna. Dokazte!

1.66. (a) Uvazujte na realnych ¢islach metriku o z tlohy 1.48. Ukazte, Ze bijekcia intervalu
(0,1) na interval (0, 1) nie je spojité zobrazenie.
(b) Zvolte na R taka metriku, aby aspon jedna bijekcia (0,1) — (0, 1) bola spojitou.

1.67. Nech (X, p) je MP, M C X je kompaktna mnozina. Ukazte, Ze spojité zobrazenie
f: M — R, kde v R uvazujeme metriku o z ulohy 1.48, je ohranic¢ené - t.j. existuje K > 0,
ze pre kazdé x € M je |f(z)| < K.

1.68. Dokazte, ze funkcia f definované v tlohe 1.67 nadobiida minimum a maximum.

2  Uvod do tedrie Lebesgueovho integralu

2.1. Nech Q st racionélne ¢isla v intervale (0, 1). Ukazte, Ze funkcia (Dirichletova)

| 1 pre reQ
D<x>_{0 pre m€<0,1>1\@1

je meratelna.

2.2. Nech ©Q C R" je ohrani¢ena oblast a f; : 2 — R, i =1,2,...,m, st meratelné funkcie.
Dokazte, ze

(a)

m

fla) = Zcifi($)

i=1
je meratelné funkcia pre kazdé ¢; € R a m € N.
(b)

f(z) = max {fi(z)}

1<i<m

12



je meratelna funkcia pre kazdé m € N.
()
f(z) = min {fi(z)}

1<i<m

je meratelna funkcia pre kazdé m € N.
(d)
gi(x) = | fi(z)|

je meratelné funkcia.

2.3. Nech funkcie fi, fo € A1(2), potom aj funkcie f1 + fo, max{fi1, fo} a min{fi, fo} st z
A1(92). Dokazte!

2.4. Nech f: I — R, kde I je ohraniceny otvoreny interval, je spojita v uzévere /. Potom
f je triedy Ay([I) aj triedy A([). Dokazte! Plati rovnaké tvrdenie aj pre funkciu spojita v I
ale nie v uzavere I? Svoje tvrdenie zdovodnite.

2.5. Ukazte, ze funkcia f dané predpisom

f(@) = Lsin (1> L 21

x T
nepatri do mnoziny A((0,1)) (t.j. nie je Lebesgueovsky integrovatelna.)
2.6. Nech je funkcia f : (—1,+1) — R definovana takto

r73 pre  x€(-1,0)
f(z) = 0 pre x=0
x73 pre x € (0,+1)

Ukazte, ze f € A((—1,+1)) ale f & Ay ((—1,+1)).

2.7. Ukazte, ze

U3z B

nlggo o 1+ n2z? r=0
2.8. Ukazte, ze
—
lim z =0
n—oo J 1+$2n
2.9. Ukazte, ze
& 1
lim ——dzx =1

S

2.10. Ukazte, ze
: *In(x +n)
lim —_—

e “cos(z)der =0
n—0o0 0 n

13



2.11. Najdite nerastucu postupnost funkeii {f,}°2,, f, 1 R =R, n=1,2,..., f, je spojita,
nezaporna funkcia, taka aby:
a)

lim f,(z) =0, VzeR |,

b)
lim folz)dz #0

Zrejme v tomto pripade vzdy existuje limita z bodu b) (pre¢o?), mozno néjst postupnost
{fn}oe, danych vlastnosti tak, aby limita z bodu b) bola vlastna? Svoje tvrdenia zdévodnite.

2.12. Existuje takd mnozina M C R, ktora je nespocitatelnd a mé mieru nula? Svoje
tvrdenie zdovodnite.

2.13. Nech M = {(z,y) e R*: 0<z2<1,0<y<1}af:M—Rjepre (z,y) # (0,0)
danéa nasledujucim predpisom

2% — P
f(z,y) = @+ )
Ukazte, ze
| #asdy
M
neexistuje, t.j. f & A(M).
2.14. Nech M je mnoZina z ulohy 2.13 a f : M — R je pre (x,y) # (0,0) dana predpisom

T —y
(z+y)?

fla,y) =
Ukazte, ze
| #apsdy
M
neexistuje, t.j. f & A(M).
2.15. Nech M je mnozina z tlohy 2.13 a f : M — R je pre y # 0 dana predpisom
5175 2:133 _ oz
fen = (5 -2 )
Ukazte, ze
/ [z, y)dady
M

neexistuje, t.j. f & A(M).
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2.16. Nech B = {(z1,79) € R*: 2% + 23 < 1}. Majme dant postupnost funkeif {f;}32,,
fr : B — R vztahmi

k2||$|’k 2 2\1/2
i) = (@ = Jlall), kel = (23 + 23)
Néajdite:
(a)
klim fk(:E) s

(b)

lim/fk(x)dx

k—o00 B

(c) Plati vztah:
lim/fk(:c)dx:/ lim fy(z)dz 7
B B k—oo

k—oo

Spliia postupnost vietky predpoklady Lebesgueovej vety o limitnom prechode? Svoje tvrde-
nia zdovodnite.

2.17. Rozhodnite, ¢i funkcia
z +— sin(z?), € (0,00)

je Lebesgueovsky integrovatelna. Svoje tvrdenie zddvodnite.

3 Linearne normované priestory a Hilbertove priestory

3.1. Dokazte, 7ze v zneni definicie linedrneho normovaného priestoru (LNP) mozZno zamenit
axiomu 1):

llz|]] =0 x=0
axiomou 17):

llz|]|=0=>2=0

bez zmeny vyznamu pojmu LNP.

3.2. Nech (X, ||.]|) je LNP, z,, x,yn,y € X, \, N\, € Ryn=1,2,3,.... Dokézte:

Ty, — ¢ = {z,}r2, je ohrani¢ena postupnost,
Tp — X, Ay — A= \x, = Ar
Tp = T = ||| = 2]

Ty — T, ||xn_yn||_)0$yn_)x )
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(e)

T = 2= ||z, =yl = |le =yl

(f)

Tn =T, Yo = Y= |20 = ynl[ = |z —y]|

3.3. Nech (X, ||.|]) je linedrny normovany priestor (LNP), definujme uzavretti gulu G(xg, R) C
X so stredom v xy € X a polomerom R > 0 takto: G(zo,R) = {z € X : ||z — x|| < R}.
Nech Gi(a,r) C Gy(b, R), potom platia tvrdenia: » < R a ||a — b|| < R — r. Dokazte!

3.4. Nech (X, ||.]|) je LNP, potom plati
Ve,y € X e || < max{|lz —yl], ||z + yl[}
Dokazte!

3.5. Nech (X,]|.||) je LNP a A C X. Potom A je ohrani¢ena (definiciu ohrani¢enosti
vid v tlohe 1.8) prave vtedy, ked pre kazda postupnost {z,}°°; C A a kazdu postupnost
{\}22, C R, taka, Ze lim,, .o A, =0, je

lim A\,z, =0

n—oo

Dokazte!

3.6. Nech (X, ||.||) je LNP, A C X, A je ohrani¢ena mnozina. Potom aj A je ohranicena a

plati
diam(A) = diam(A)

Dokazte!
pozn.: Diametrom podmnoziny A metrického priestoru (X, p) nazyvame &islo

diam(A) = sup p(z,y) = sup ||z —y|
z,y€A z,y€A

3.7. V kazdom LNP existuju dve otvorené disjunktné mnoziny také, ze ich uzavery nie st
disjunktné. Skonstruujte takéto mnoziny!

3.8. Overte platnost tvrdenia: (X, ||.||) je LNP, A, B C X. Potom plati:
AcB=ACB

3.9. Nech (X, ||.||) je LNP taky, ze jeho rozmer je aspon 3. Nech z,y € X st nenulové
linearne nezavislé vektory. Definujme disk s hranicou s polomerom R > 0 so stredom v 0 v
rovine zy takto

DO,R)={ue X: |jul|]<R a IN,neR: u=XMzr+ \y}

Rozhodnite, ¢ je mnozina D(0, R) uzavreta alebo otvorena. Svoje tvrdenie zddvodnite.
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3.10. Nech (X, ||.||) je LNP a {z,};>; C X je taka postupnost, ze Y | ||zm11 — || < 00,
potom {z,}>°, je Cauchyovské. Dokazte! Plati aj opa¢né tvrdenie?

3.11. Nech (X, ||.||) je LNP, ak L C X je linearny podpriestor a L # X, potom L nemoze
obsahovat Ziadnu gulu. Dokazte!

3.12. Dokéazte, ze nasledujicimi vyrazmi st v danych mnozinach definované normy:

(a)

R™ ={x=(x1,...,2m): meEeR, i=1,...,m}

al)
m 1/p
HiUHZ[Z\xi\p] , p>1
i=1
a2)
lall = max o

P = {x ={xp}i2,: xp €R, Z |zg|P < oo} :

k=1

0 1/p
||z[| = [Z rmp]
k=1

lw:{x:{xk}g‘llz r, eRE=1,2,..., sup|xk|<oo} :
keN
||| = sup ||
keN
(d)
0 _ — oo . — i —
c—{x—{xk}kzl. R E=1,2,..., khmmk—O} ,
||]| = max [z
keN
(e)
c={r={xp}r,: xR Ek=1,2,..., {xx}r2, konvergujev R} |
[|z[| = sup |zx|
keN

3.13. Dokéazte, ze nasledujicimi vyrazmi st v danych mnozinich definované normy:
(a)
C((a,b)) ={f:{a,b) = R, f spojitdv (a,b)} ,

£l = max | f(®)]

(b)
C*(a,b)) = {f : (a,b) = R, f, ' f" ... f® spojite v (a,b)} |,
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1/l = max [fO(1)]

a<t<b

M({a,b)) ={f:{a,b) = R, f ohrani¢ena na ({a,b)} |,
1] = sup [F(®)]

Cllat) |
111 = [/j\f(tﬂpdt} T e
(©

CR)={f:R—R:feCR), 3 interval I;CR ze f=0 v R\I;} ,
[1f1] = max|f(t)]
3.14. Majme mnoZinu R™ z tlohy 3.12 bod (a). Je vyrazom

m 1/p
HxH:[Z\x,V’] , pre 0<p<l1l, m2>2

i=1
definovana norma? Svoje tvrdenie zddvodnite.

3.15. Rozhodnite, ¢i v mnozine R™ z tlohy 3.12 bod (a) definuji nasledovné vyrazy normy:

(a) | o
=[] = [ZZI%IQI ,

(b) o
>

3.16. Nech A = [A;;], 4,5 = 1,...,m je symetrickd a pozitivne definitnd matica. Dokézte,

||z|] = max
1<k<m

ze v mnozine R™ z tlohy 3.12 bod (a) mozno definovat normu vztahom:

m 1/2
Z Al-jxl-xj]

ij=1

||z]] =

3.17. Najdite takt postupnost? {zM}% 2 = {zM} 2" ¢ R, ktora by patrila do

n=1
prieniku nasledujucej dvojice LNP (definovanych v tlohe 3.12) a pritom by platilo:
(a) konverguje v [ a nekonverguje v [',
(b) konverguje v [*° a nekonverguje v 12,
(c) konverguje v I? a nekonverguje v [
(

0

d) konverguje v ¢® a nekonverguje v 1.

4Teda postupnost postupnosti realnych &isel.
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3.18. Dokaite, ze pre kazdé p > 1 kazdy prvok LNP [? definovaného v tlohe 3.12 bod (b) je
aj prvokom priestoru °, definovaného v tlohe 3.12 bod (d). Ukazte, Ze prvok

o~ ()

patri do ¢, ale nepatri do [P pre ziadne p > 1.

3.19. Dokaite, ze ak povazujeme [' za podmnozinu LNP [*, potom uzaver mnoZiny ! v
norme priestore [*° je mnoZina . (Mnoziny °, I' a LNP [* sii definivané v tlohe 3.12).

3.20. Nech (C({0,1)),]].]]), (C*({0,1)),]|.|]) st LNP definované v tulohe 3.13 (a) a (b).
Vysetrite v oboch uvedenych priestoroch konvergenciu postupnosti { f,}52;:

tn+1 tn+2

fn(t):n+1_n+2

3.21. Nech (C'({0,1)),]]-]|) je LNP z ulohy 3.13 bod (a) VySetrite v tomto priestore konver-
genciu postupnosti:

(a)
{fadozy, falt) =t" ="
(b)

{gn}zo:h gn(t) =" — "

3.22. Dokazte, ze konvergentna postupnost funkcii z priestoru C'({a,b)) s normou z tlohy
3.13 bod (a) bude konvergentné aj v priestore C'({a, b)) s normou z ulohy 3.13 bod (d) pre
p = 2. Bude platit aj obratené tvrdenie? Zdovodnite svoje tvrdenie.

3.23. Vezmime linearny priestor C%((a, b)) definovany v tlohe 3.13 bod (b) a uvazujme na
nom funkcie n;, 1 = 1,2, 3, 4:

b
ni(f) = f(a) + f'(a)l + sup [f"(z)|, na(f) = sup |f"(x)|+ /fQ(x)dx ,

x€{a,b) x€({a,b)

ns(f) = [f(@)| + [f(O)] + sup ()|, na(f) = I[f(a)|+ sup |f"(z)]+ / f*(z)dz

z€{a,b) x€(a,b)

Rozhodnite, ¢i n; si normy na tomto priestore.

3.24. Nech p € C((a,b)). Najdite ¢o mozno najmensie obmedzenia na funkciu p také, aby
zobrazenie

b
N, Clab) =R N = [ e fle)lde
bolo normou na C({a,b)). [Vid uloha 1.13.]
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3.25. Nech C'({a,b)) je linearny priestor definovany v tlohe 3.13 bod (b). VysSetrite, ¢
funckcie n;, 1 = 1,2,3,4,5:

m(f) = max [f(t)],  ns(f) =|f(a) = f()| + max [f'(t)] ,

a<t<b a<t<b

no(f) = max [f'(t)],  na(f) = [f(a)| + max [f'(t)]

a<t<b a<t<b
b
ms(f) = [ fOdt+ max |10)]

definuja normy v tomto priestore.

3.26. Uvazujte LNP C({(a, b)) s normou z tulohy 3.13 bod (a). Rozhodnite, ¢i mnoziny:
(a) polynoémy stupha najviac k (k - prirodzené ¢islo),

(b) polynémy stupna k

st otvorené alebo uzavreté v tomto priestore.

3.27. Dokazte, ze v priestore z tlohy 3.26 je mnozina
M=A{feC{ab)): [f)l<1 pre t€(ab)}
otvorena.
3.28. Nech funkcia f: R — R je spojita (pri metrike p(z,y) = |z — y| v R). Dokazte, ze
mnozina
My={zeR: f(x)<1}
je otvorena v R.

3.29. Nech C((a,b)) je LNP z ulohy 3.26. Dokazte, Ze mnozina spojitych po castiach
linearnych funkcii je husta v C'({a, b)).
pozn.: Funcia f: (a,b) — R sa nazyva spojita po ¢astiach linearna ak je spojita a existuje
konecne vela ¢isel t;, i € {1,2,...,n} takych, Ze a =ty <t; <ty < ... <t, <tpy1 =0, Ze
v kazdom z intervalov (t;,t;11) je f lineérna.
3.30. Nech /2 je LNP definovany v tlohe 3.12 bod (b) pre p = 2. Najdite podmienku, ktort
musi splhat postupnost {a,}>°, C R taka, ze a, > 0, aby:
(a) rovnobeznosten

A={zeclPo={2,},: |za| <an} ,
(b) elipsoid

3w|:w

Oo.r
B = el x={x,}>, : <1

boli ohrani¢enymi mnozinami.
3.31. Dokéazte, ze rovnobeznosten
2
C={zelf,o={x,};0: x| <1}

kde ? je LNP z ulohy 3.30, je otvorena mnoZina.
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3.32. Budeme hovorit, ze LNP (X, ||.||) je rydzo normovany linearny priestor, ak plati:
(r,y e X, 2 #0,y#0, |lz+yll =zl +lyl]) = (y = Az, A > 0)
Dokazte, ze LNP (X, ||.||) je rydzo normovany prave vtedy, ked sféra
S1(0) ={r e X |lz|| =1}
neobsahuje ziadnu usecku, t.j.
z,y € 51(0),z #y =Va e (0,1) azr+(1—a)y ¢ 5(0)

3.33. Majme dané LNP: R? s normou a2) z tlohy 3.12 bod (a), I, {? z tlohy 3.12 bod (b),
[*° z ulohy 3.12 bod (c¢) a C({0,1)) s normou z ulohy 3.13 bod (a). Urcte, ktoré z tychto
LNP st rydzo normované (vid tlohu 3.32). Svoje tvrdenia zddvodnite.

3.34. Nech (X, ||.||) je LNP a M C X je konvexna mnoZina (vid poznidmka). Bude aj M
konvexnou mnozinou? Svoje tvrdenie zdovodnite.
pozn.: Podmnozina M LNP (X ||.||) sa vola konvexna ak plati:

Ve,y e Myx #y,Vae (0,1): ar+(1—a)ye M
3.35. Nech C((0,1)) je LNP s normou z tlohy 3.13 bod (a). Budu v fhom konvexné nasle-
dovné mnoziny:
(a) mnozina vSetkych polynémov stupna k,
(b) mnozina vsetkych polynémov stupnia najviac k,
(¢) mnozina tych spojitych funkecii f, pre ktoré plati:

1
[ lswae<t 2
0
Svoje tvrdenia zdovodnite.

3.36. Uvazujte C'((—1,1)) ako LNP s normou z ulohy 3.13 bod (a). Urcte, ktoré z nasle-
dovnych mnozin tvoria podpriestory tohoto priestoru:
) monoténne funkcie,

(a
(b) parne funkcie,
(c) polynomy,

(d) polynémy stupna najviac k, k € Ny,

(e) spojite diferencovatelné funkcie.

pozn.: Nech (X, ||.||) je LNP. Potom linedrny podpriestor M C X sa nazyva podpriestor

LNP (X,||.]]), ak M je uzavretd mnozina v LNP (X, |].||).
3.37. Nech

M:{{Z'k}zozl,l'kERZ Zxk:O}
k=1

Je M podpriestorom (vid poznamku v tlohe 3.36) nasledovnych LNP:
(a) I? z lohy 3.12 bod (b) pre p = 2,

(b) I* z tlohy 3.12 bod (c)?

Svoje tvrdenia zddvodnite.
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3.38. Nech (X, ||.]|) je LNP, A C X,B C X, A, B st husté mnoziny v X (t.j. A= B=X).
Je mozné aby AN B = ()7 Svoje tvrdenie zdovodnite.

3.39. Nech (X, ||.]|) je LNP a nech A C X je nespoc¢itatelnad mnozina, ktora méa vlastnost:
deg >0: Ve,ye Ax#y=|lr—y|| > e

Dokézte, ze X nie je separabilny priestor.

3.40. Nech (X,]].||) je LNP, A C X je uzavretd mnozina. Nech z € X : x ¢ A. D4 sa
vzdy najst taky prvok y € A, 7e® p(x, A) = ||z — y||? Svoje tvrdenie zdovodnite.

3.41. Nech (X, ||.||x) a (Y,]||.|ly) sa LNP, f : X — Y je spojité zobrazenie. VySetrite
platnost nasledujucich tvrdeni:

(a) obraz f(A) C Y otvorenej mnoziny A C X je otvorena mnoZzina,

(b) obraz f(B) C Y uzavretej mnoziny B C X je uzavretd mnoZina.

3.42. Nech (R, ||.||) je LNP, f : R — R je spojita funkcia, pre ktoru plati: ak A C R je
otvorend mnozina , tak aj f(A) C R je otvorend mnozina. Dokazte, Ze potom je f monoténna
funkcia.

3.43. Nech (X, ||.||x) a (Y, ||.||y) sa LNP. Dokazte, ze nasledujtce dve vlastnosti st nutné
a postacujuce na to, aby f : X — Y bolo spojitym zobrazenim:

i.) Pre kazdé A C X plati: f(A) C f(A).
ii.) Ak B C Y je otvorenad mnozina, potom

f(B)={reX: f(x)eB}
je otvorena mnozina.

3.44. Nech (X, ||.||x) a (Y,]||]ly) sa LNP, f : X — Y je spojité zobrazenie X na Y. Nech

dalej A C X je takd mnoZina, ze A = X. DokédZte, 7e potom f(A) =Y.
3.45. Nech (X, |].|]) je LNP, A;, Ay C X su uzavreté mnoziny také, ze A1 N Ay = (), na R
uzazujeme ako normu absoltitnu hodnotu. Pre z € X definujme®:

p(%, Al)

) = S A + ol Ag)

Dokazte, nasledujtice tvrdenie: ¢ : X — R je spojité zobrazenie, pricom 0 < ¢(x) < 1;
pr) =02 € A plx) =12 € A,
Je zobrazenie ¢ rovnomerne spojité na X7

5Vzdialenost bodu od mnoZiny v metrickom priestore je definovana v tlohe 1.10. V tejto tlohe berieme
metriku p od normy: p(x,y) = ||z — y||.
5Vid pozndmka pod &iarou k tlohe 3.40.

22



3.46. Vysetrite spojitost zobrazenia P : (P(f))(t) = f*(t), ak P je:

(a) zobrazenie z C'((0,1)) do C({0,1)) s normami z ulohy 3.13 bod (a),

(b) zobrazenie z C'((0, 1)) do C'({0,1)) s normami z tlohy 3.13 bod (d) pre p = 2,

(c) zobrazenie z C({0,1)) do C((0,1)), ak defini¢ny obor zobrazenia P berieme s normou
zilohy 3.13 bod (a) a obor hodnét s normou z tlohy 3.13 bod (d) pre p = 2.

Svoje tvrdenia zdovodnite.

3.47. Nech (X, ||.||x), (Y ||-]ly) st LNP a f: X — Y, g: X — Y si spojité zobrazenia.
Dokazte, ze mnozina
M={reX: f()=g@)

je uzavretd v X.

3.48. Nech (X, ||.||) je Banachov priestor a {z,}5°, C X. Dokazte platnost implikacie:

Z\|£Bn\|<oo = Zazn konverguje v X

n=1 n=1

3.49. Dokazte, ze v koneCnerozmernom linearnom priestore st kazdé dve normy ekvivalentné.
3.50. Kazdy kone¢nerozmerny LNP je tplny. Dokazte!

3.51. Uvazujte racionalne ¢isla (Q) ako vektorovy priestor na polom Q [t.j. nie nad R|. Ak
v poli Q budeme uvazovat miesto absolitnej hodnoty funkciu n, z tlohy 1.14, tak dvojica
(Q,n,) je linedrny normovany priestor. Dokazte!

~

Dalej ukazte, Ze norma n, nie je ekvivalentna norme od absoltitnej hodnoty v Q. Ako toto
stuvisi s tvrdenim v tlohe 3.497

3.52. LNP (X, |].||) je unitarny priestor prave vtedy, ked norma splia tzv. Stvoruholnikovi
rovnost:
Yo,y € X o +yll* +llz —ylI* =2(l” + [lyl]*)

kde skalarny sicin definujeme ako

1
(z,y) = Z(HCE +yll? = llz —yl?)
Dokazte!

3.53. Ukaite, ze norma z tilohy 3.13 bod (a) na mnozine C((a, b)) nespliia $tvoruholnikovi
rovnost (vid tlohu 3.52).

3.54. Nech (H, (., .)) je Hilbertov priestor. Ak M C H tak ortogonalnym doplnkom mnoziny
M voldme mnozinu

M*+={zecH: VyecM: (z,y) =0}
i.) Rozhodnite, ¢ je pravdivé tvrdenie
VM CH: MNM =0

ii.) Pre H # {0} najdite takt ohrani¢entt mnozinu M, ze M+ = {0}.
iii.) Aka je nutna a postacujica podmienka na to, aby pre M C H (H # {0}) bola mnoZina
M+ ohranicen4?
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3.55. Nech (H,(.,.)) je Hilbertov priestor. Nech {x,}5, C H je konvergentna postupnost,
t.j. dx € H, ze lim,,_,o z, = x. Dokaizte, ze pre {z,}°°, plati vyrok:

VyeH lim(y,x, —2z)=0

Vedeli by ste zistit, za akej dodatocnej podmienky na H plati aj obratené tvrdenie, t.j. Ze z
uvedeného vyroku vypliva konvergencia postupnosti {z,}7°, k x7

3.56. Nech (H,(.,.)) je Hilbertov priestor’, x € H a {x,}°°, C H je postupnost, pre ktort
plati:

lim [|z,||=||z||] a VyeH lim(y,z,—2z)=0

n—od n—od

Dokazte, ze lim,,_ ©,, = .

3.57. Nech (H,(.,.)) je Hilbertov priestor, z,y € H, {z,}5°, C H a {y,}>>, C H. Nech
dalej x,, — = a
VzeH lim(z,y,—y)=0

Dokézte, ze potom plati

n—oo

3.58. Nech (H, (., .)) je Hilbertov priestor, ktory nie je kone¢nerozmerny. Uvazujte funkciu
w2 — R, kde 2% je mnoZina vsetkych podmnozin mnoZiny H, definovant na kazdej
otvorenej guli v ’H. Nech funkcia p ma nasledovné vlastnosti:

i.) p je nezaporna.

ii.) Ak gule By, By C H su také, ze By C By, tak u(B1) < u(Bs).

iii.) Ak x € H a M C 'H, tak definujeme translaciu mnoziny M o vektor z vztahom

r+M={yeH: y—xeM}
Ak B je niektora otvorena gula v ' H a x € H, potom
u(z + B) = pu(B)

iv.) Ak B; sa disjunktné otvorené gule z H, potom

s(Un) = Sue
Na zaklade vyssie uvedenych vlastnosti funkcie p vypocitajte pu(B(1,0)), kde

B(1,0)={zeH: (z,z)<l1}

7Ak sa nepovie inak, vzdy sa mysli pod normou na Hilbertovom priestore norma od skalarneho stéinu,
t.j. pre x € H:

||zl = vz, z)
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3.59. Ukazte, ze pre {2 C R", (2 - ohranic¢ené oblast:
(a) je L'(Q) Banachov priestor s normou ||.||;:

||f||1=/ﬂ|f(w)ldx ,

(b) je L*(Q) Hilbertov priestor so skaldrnym stc¢inom

(o fa)ie = / f1(0) fale)da

3.60. Ukazte, ze C(Q) je husta v L1(Q) aj v L?(2). (9 - ohrani¢en4 oblast.)

3.61. Ukazte, ze L'(Q2) aj L*(Q) st separabilné priestory. (§2 - ohrani¢end oblast.)

4 Elementy teoérie stability

4.1. Nech Y:
(a)

cos?(t et
Y(t) - Cl < t46<t) ) + C(2 ( 2 ) ’
LQ —t
vi—c ( J2 ) e (D)

kde C4,Cy € R, st rieSenia diferencialneho systému typu Y'(t) = A(t)Y (t). Rozhodnite, ¢
s stabilné trividlne rieSenia.

(b)

4.2. Majme diferencialnu rovnicu
'(t) = a(t)z(t) pre t>0 ,a spojita funkcia

Ukazte, Ze trivialne rieSenie je stabilné podla Ljapunova prave vtedy, ked

t
lim sup/ a(s)ds < +o0
0

t—-+00

4.3. Ukazte, ze ak kazdé riesenie homogénneho systému

kde Y(t) = (va(t),- .., yn(t)) a A(t) je n x n matica koeficientov, je ohranic¢ené pre t — +o0,
potom trividlne rieSenie je stabilné podla Ljapunova.

4.4. Majme diferencialny systém

kde Y (t) = (yi(t),...,yn(t)) a A(t) je n x n matica koeficientov. Ukazte, ze ak existuje
neohranic¢ené rieSenie systému pre ¢t — 400, potom trividlne rieSenie je nestabilné.
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4.5. Vysetrite stabilitu rieseni x = z(t) nasledujicej Cauchyho tlohy
+tr=t x(0)=1, te€(0,00)

4.6. Vysetrite stabilitu rieSeni = z(¢) nasledujucich tuloh:

3t—12' =z, x(2)=0, te (2, 00)

¥=t—z x(0)=1, te(0,00)

4.7. Vysetrite stabilitu rieSeni x = z(t) nasledujucich tloh:

&
—~

=
S~—

I

¥ =4z — tx, 0, te(0,00)

otr' =z —2°, x(1)=0, te(l,00)

4.8. Vysetrite stabilitu trividlneho rieSenia systému obyc¢ajnych diferencialnych rovnic:

w(t) = y(t) —x(t) +z()y(t)
y(t) = a(t) —y(t) —2°(t) —y°(t)

4.9. Vysetrite stabilitu trivialneho rieSenia systému oby¢ajnych diferencialnych rovnic:

2'(t) = 2°(t) —2°(t)
y(t) = —z(t) —y’(t) +y°(t)

4.10. Vysetrite stabilitu trividlneho riesenia systému obyc¢ajnych diferencialnych rovnic:

?(t) = y(t) - 3x(t) — 2°(t)
y'(t) 6:(t) — 2y(1)

4.11. Vysetrite stabilitu trividlneho rieSenia systému obycajnych diferencidlnych rovnic:

d(t) = 2y(t) —x(t) —y>(t)
y'(t) = w(t) —2y(t)

4.12. Dokézte, Ze trivialne rieSenie nasledujiceho systému obycajnych diferencidlnych rovnic

a'(t) = —fi(x) — foly)
y'(t) = f3(x) = fuly)

kde f; pre i = 1,2,3,4 je spojita funkcia reélnej premennej, pre ktoru plati sgn(fi(z)) =
sgn(z), je stabilné.
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5 Okrajové ulohy pre obyc¢ajné diferencialne rovnice druhého
radu

5.1. Najdite hodnoty parametra a € R, pre ktoré okrajova tloha

y'(t) +ay(t) =1 , te(0,1) y0)=0 y(1)=0
nema rieSenie.

5.2. Vyrieste nasledujice okrajové dlohy
(a)

y'(t) +ky'(t) +ay(t) =0 , t€(0,1) y0)=0 yl)=u ,
(b)

y//(t):_yzi(t) ,

v zavislosti na parametroch a, k,y; € R (tloha (a)) resp. v zavislosti na parametroch G € R

a H,T > 0 (uloha (b)).

te(0,7) y(0)=H yT)=0 ,

5.3. Najdite vSetky rieSenia okrajového problému: (y = y(x), =z € R)

, AV
S = ()

dy Viy)=(y*—a*)?* a>0 ,

lim y(x) =—a, limy(z)=a

Tr——00 Tr—00

5.4. Vyrieste okrajovu tlohu (y = y(z), z € (0, 1))

2y (x) + xy' () —y(x) =0

5.5. Rieste okrajové tlohy (y = y(z), =€ (0,1))
(a)

ajzy// _ 6y — O ’
y(0) je ohranicena, y(1)=2 |,

(b)

w2y —2xy +2y =0
y(@) =olz) pre =0, y(1)=3

5.6. Najdite vlastné ¢isla a vlastné funkcie nasledujucich okrajovych tuloh

(a)
—"(x) = Xv(z) =0 , 2€(0,]) V0)=(1)=0 |,

(b)
—"(x) = Xv(x) =0 , z€(0,2r) v(0)=wv(27) 2'(0)="1"(27)
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5.7. Najdite vlastné ¢isla a vlastné funkcie tlohy:
2?y"(z) = y(z) , we(lLa) y1)=0 yla)=0 (a>1)
5.8. Variaciou konstant vyrieste okrajovy problém:
y'+y =fx) . ze(0,1) y(0)=y(1)=0

5.9. Variaciou konstant vyrieste okrajovy problém:

y'+y =xz(@x-1) , xe€(0,1) y0)=1 y(1)=3
5.10. Vyrieste okrajovy problém:

V' +y=2*+x+1 , z€(0,1) y0)=1 y(1)=1
5.11. Zostrojte Greenovu funkciu ulohy: (y = y(x), =€ (0,7))

v'+y=fx), y(0)=y(m)=0
5.12. Zostrojte Greenovu funkciu alohy: (y = y(z), = € (1,3))
2’y + 2y = f(x), y(1)=y'(3)=0
5.13. Najdite Greenovu funkciu alohy: (y = y(z), =z € (0,7))
y'+y=flx), y0)=ylm) y(0)=y(7)
5.14. Najdite Greenovu funkciu alohy: (y = y(z), =z € (0,1))
2y 4 2xy =2y = f(x)

y(0) je ohrani¢ena, y(1)=0

6 Parciadlne diferencialne rovnice 1. radu

6.1. Vyrieste nasledovné PDR 1. radu:

(a) Z = Z(.T,y) 9 P
y4—Z—xy—_.fE\/22+1 5
0 0
(b) z = z(z,y)
%_yg—;: s podmienkou z=2x pre y=1
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6.2. Vyrieste:

(a) u=u(z,y, 2)

0 0 0
8_Z a—Z—i—Qa—Z:O , s podmienkou uw=yz pre r=1 |,
(b) z = 2(z,y)
3} 13}
yQ—Z + :L“y—z =2 z=z(z,y) prechddzacez = =0,z=19> |,
ox dy
(c) z = z(z,y)
0 0
ot - y—z =2ry z==z(x,y) prechadzacez y=umxz2=2a" |,
ox dy
0 0
o2z 2y—z =2 +y* z=z(z,y) prechddzacez y=1,2=2"
ox dy

7 Linearne parcialne diferencialne rovnice druhého radu

7.1. Klasifikujte nasledovné LPDR 2. radu:

(a)
0%u 0%u u 0% 0’u  Ou ou

Ox? 381’83/ Oxdy + 022 020y * Ox 0z 0
(b)
_02x_302u +682u +82u+8_u_0
Ox? 0xdz  Oydz 022 0z
(c)
_282u *u 0*u Pu  Pu  Ou  Ou 0

Oy? * 0xdy * dxdz  Oydz * 022 * Ox + oy

(d)

0?u Pu  *u 0% 0%u ou  Ou
- + — 34 —4 B
Oxdy  O0xdz  Oy? 072 0z0y oxr Oy

(e)
0’u  0%u B 0w 0*u

38x2 B oy? 022 + 0x 0y B

0,

Pu  Pu N 0*u _3@
Oxdy 0xdz 0yoz dy

p— 0 ;

62u+82u_ 0%u _%_'_ 0%u +402u L3 0%u —6@—#2@—0
dy?  Ow? Oxdw 0z 0x0y 0x0z dyow ow dy
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7.2. Nech funkcia u = u(z,t), kde (z,t) € (—o00,00) x (0,00), je riesenim diferencialnej
rovuice
Uzz — Ugg = 0

Dokazte, ze potom aj funkcie

B T t
Ul<x7t)_u 132—152’3}2—{;2 )

vo(x,t) = zuL(x,t) + tug(z,t)

U3($’t) :Ui<1’,t)+ug($,t) )

st rieSeniami tejto diferencidlnej rovnice vsade tam, kde st definované.
7.3. Kmitanie polpriamky je popisané diferencialnou rovnicou
Uy — a*Upy = 0,  (7,1) € (0,00) x (0,00) a >0

Néjdite rieSenie tejto rovnice spolu s podmienkami:

(a)
w0,t) =0 ufz,0) = p(z) w(z,0)=4(x), 0<z<oo, ¢0)=9(0)=0,

(b)
uz(0,8) =0 wu(x,0) =p(x) w(x,0)=19(z), 0<zr<oo ,

kde ¢ a ¢ st zadané spojité funkcie premennej z.
7.4. Kmitanie polpriamky je popisané diferencialnou rovnicou
Uy — Uy = F(x,t), (2,t) € (0,00) X (0,00), a>0 |,

a I’ je zadana spojita funkcia. Najdite rieSenie tejto rovnice spolu s podmienkami:

u(0,t) =0 wu(z,0) =u(z,0) =0 ,

uz(0,t) =0 w(z,0) = u(x,0) =0

u(0,t) =0 u(x,0) =p(z) w(r,0)=9(x), 0<z<oo ¢(0)=¢0)=0 ,

(d)
ur(0,8) =0 wu(z,0) =p(x) wu(x,0)=¢(x), 0<zr<oo |,

kde ¢ a 1 st zadané spojité funkcie premennej .
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7.5. Kmitanie polpriamky je popisané diferencidlnou rovnicou
Uy — a*Upy = 0, (,t) € (0,00) x (0,00), a >0

Néjdite rieSenie tejto rovnice spolu s podmienkami:

(a)
u(0,t) = f(t) u(x,0) =u(x,0)=0, f(0)=0 0<z<oo |,
(b)
u(0,8) = g(t) w(z,0) =u(z,0)=0, 0<z<oo |,
(c)

uz(0,t) — hu(0,t) = s(t), h >0, u(z,0)=wu(zr,0)=0

f,g a s su zadané spojité funkcie premenne;j t.

7.6. Vyrieste tlohy o kmitani polpriamky:

(a)

Uy = a*Upe + F(2,t), (2,t) € (0,00) X (0,00), a>0
w(0,8) = f(t) u(z,0) =p(x) w(z,0) =), [f(0)=¢0)=1(0)=0

(b)
uz(0,1) = g(t)  u(z,0) = p(x) w(z,0)= ()

F. f g,¢,1 st zadané spojité funkcie.

Vyrieste Fourierovou metédou tlohy 7.7 az 7.19.

7.7. (a)
AUy + 2t = Uy, (2,t) € (0,1) x (0,T), T >0
u(z,0) =sin(x)  wuy(z,0) = cos(x) u(0,t) =t wu(l,t)=1t>+sin(1) ,
(b)
a*Upy — (1 — 1) = uy, (2,t) € (0,1) x (0,T), T >0
u(z,0) = u(0,t) =1 wu(l,t)=e "t |
(c)
Uge + sin(mx) = ug, (x,t) € (0,1) x (0,7), T >0
u(z,0) =2 u(0,t) =0 wu(l,t)=c"
7.8.

Uao + 2 =g, (2,8) € (0,1) % (0,T), T>0

u(z,0) = u(x,0) =0 w(0,t) =u(l,t) =0
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7.9.

Uze + tsin(z) = uy, (z,t) € (0,1) x (0,7), T >0

w(z,0) =2 u(z,0) =0 wu(0,t) =u(l,t)=2

7.10.

Uge +x8in(t) = uy, (x,t) € (0,1) x (0,7), T >0

u(z,0) =1 u(0,t) =u(l,t) =1

7.11.

Uze = U, (x,t) € (0,7/2) x (0,T), T >0

u(z,0) =sin(z) w(z,0) =xcos(z) u(0,t) =0 wu(n/2,t)=1

7.12.

Uz = Uge, (1) € (0,7) x (0,00)

u(0,t) =t wuy(mt)=1 wu(z,0)=sin (g) u(z,0) =1

7.13.

Uz = Uge, (1) € (0,7) x (0,00)

uw(0,t) =e™" wu(mt) =t wu(x,0)=cos(x) uzr,0)=1

7.14.

Uy = AUy, (1,1) € (0,1) x (0,00), l,a>0

uy(0,8) =0 w,(l,t)=Ae", AeR
Aa cosh (f) Aa cosh (f)
sinh( ) Sinh( )

L L
a a

u(z,0) = ur(z,0) = —

7.15.

U

7.16

Uy = a*Uge + 25in(2t), (z,t) € (0,1) x (0,00), a,1 >0

a a

- (u=wu(z,y,1))

Uy = @ (Ugy + uyy), (2,9,t) € (0,1,) x (0,1,) x (0,00), a>0
uw(0,y,t) = u(ly,y,t) =0 u(x,0,t) =u(x,l,,t) =0

w(z,y,0) =0 w(x,y,0) =v(z,y)
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7.17.
= a*upe, (2,1) € (0,1) x (0,00), a>0, [>0
ur(0,t) =0 w,(l,t) + hu(l,t)=0, h>0

u(z,0) = ®(x)
7.18.

Uy = a*Upe, (2,1) € (0,1) x (0,00), a>0, [>0
uz(0,t) — hu(0,t) =0 wuy(l,t) + hu(l,t) =0, h>0
uw(z,0) =U, U je konstanta
7.19. (u = u(z,y,z,1))
U = 0 (Upg + Uyy +us.) + Bu, t>0 2>+ +2° <R |
kde a,3,R >0 a
u(r,y,2,0) = f(Va + 4> +22) = f(r), f()20 Vr: 0<r<R f(R)=0 .

kde f je spojita funkcia a
u(m, Y, z, t)|$2+y2+Z2:R2 =0

Najdite (pri fixnych parametroch a, 3) také Ry > 0, Ze pre kazdé R > Ry bude pre rieSenie
uvedenej okrajovej tulohy platit

tlim u(z,y, z,t) = +oo V(z,y,2): 2°+y*+ 2% < R?
a pre kazdé fixné T > 0 bude rieSenie u = u(z,y, z,t) pre t € (0,T) ohranicené.

7.20. Dokazte, ze funkcia u definované vztahom

1 i z—y)>
u(ac,t):2\/ﬁ/ (I)(y)e_(4t) dy, t>0 zeR

je rieSenim diferenciélnej rovnice
Upe — U = 0 )

ktoré vyhovuje pociatocnej podmienke
u(z,0) =P(z) VeelR

7.21. Dokazte, ze funkcia

t
u(x,t):/v(x,t,T)dT, reR, t>0 |,
0
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kde

v(x,t, ) = e (= T>G (y,7)dy, t>71

%/ﬁ/

kde G je spojita ohranic¢ena funkcia definované na rovine, je rieSenim diferenciilnej rovnice
Uge — Uy = —G(2,1)

a vyhovuje podmienke
u(z,0) =0

7.22. Nech (x,y) € R* a t > 0. Dokazte, Ze funkcia

(v w)dvdw

ule, gt 2”/\/252 (v—2)%—(w—y)? 27r0t/\/t2 — )% — (w—y)? ’

kde D je kruh: (z —v)% + (y — w)? < 12, je riefenim diferencialnej rovnice
umx+uyy_utt:0 )
ktoré vyhovuje pociatoénym podmienkam

U(l‘,y,O) - gO(J?,y) ut<x7y70) = Qﬂ(l’,y)
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