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Kapitola 1

Diferenciálny a integrálny po£et funkcií
jednej reálnej premennej (opakovanie)

Ako predpoklad k ¤a©²iemu ²túdiu je znalos´ kalkulu obsahujúceho výpo£et derivácií funkcií jed-
nej reálnej premennej, jednoduché aplikácie derivácie pri h©adaní lokálnych extrémov funkcií a
elementárne metódy h©adania neur£itého integrálu. Najprv uvedieme pomocné tabu©ky derivácií
a integrálov elementárnych funkcií a niektoré pravidlá:

• derivácie

f(x) f ′(x)
const 0

xα, α ∈ R αxα−1

sin(x) cos(x)

cos(x) − sin(x)

ex ex

ax, a > 0 ax ln(a)

ln(x)
1

x

tan(x)
1

cos2(x)

arctan(x)
1

1 + x2

arcsin(x)
1√

1− x2

arccos(x) − 1√
1− x2
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4

• integrály (primitívne funkcie)

f(x)

∫
f(x)dx

const const · x + C

xα, α 6= −1
xα+1

α + 1
+ C

1

x
ln |x|+ C

sin(x) − cos(x) + C

cos(x) sin(x) + C

ex ex + C

1

cos2(x)
tan(x) + C

1

1 + x2
arctan(x) + C

1√
1− x2

arcsin(x) + C

• platia vz´ahy pre derivovanie (predpoklady nevypisujeme):

(f(x)g(x))′ = f ′(x)g(x) + f(x)g′(x)(
f(x)

g(x)

)′
=

f ′(x)g(x)− f(x)g′(x)

g2(x)

[f(g(x))]′ = f ′g(g(x))g′(x)

• platia vz´ahy pre integrovanie (predpoklady nevypisujeme):
∫

u′(x)v(x)dx = uv −
∫

u(x)v′(x)dx

∫
f(x)dx =

∣∣∣∣
x = x(y)
dx = x′(y)dy

∣∣∣∣ =

∫
f(x(y))x′(y)dy

4
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1.1 Vypo£ítajte derivácie funkcí

a) f(x) = x sin(x) b) f(x) = x sin(x) cos(x) c) f(x) =
x

1 + x3

d) f(x) =
x + 2

1− x
e) f(x) =

1

cos(x)
f) f(x) =

ex

x + 1

g) f(x) = sin(3 + x) h) f(x) = cos(x2 − sin(x)) i) f(x) = ln(x + x3)

j) f(x) = tan(x2) k) f(x) = exp(sin(x)) l) f(x) =
sin(x)

cos(x)− sin(x)

m) f(x) = x arctan(x) n) f(x) = arcsin(x3) o) sin(ln(x))

p) f(x) =
√

x cos(x) q) f(x) = x1/3 arctan(
√

x) r) 2x sin(x)

s) f(x) = 3sin(x) t) f(x) = sin(ex) u) 3
√

ex + x + 1

v) f(x) = (x3 + x) ln(x) w) f(x) =
1√

2 + sin(x)
x) f(x) =

x

tan(x)

1.2 Na grafoch 1.1 sú zobrazené isté funkcie; zistite (s presnos´ou umoºnenou samotným grafom)
na ktorých intervaloch majú zobrazené funkcie: a.) kladnú; b.) zápornú deriváciu.
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-0.0025

0.0025

f
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x

0.0025
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0.0075

0.01

0.0125

0.015

f

Obrázok 1.1:

1.3 Nájdite lokálne extrémy a in�exné body funkcií

a) f(x) = x3 − x b) f(x) = ln(x4 + 4) c) f(x) = x2 + 4x− 10

d) f(x) =
1

1 + x2
e) f(x) = x exp(−x) f) f(x) = exp(−x2)

1.4 Na obrázku 1.2 je znázornený priebeh jednej z funkcií:

f1(x) =
sin(x2)

1 + x4
, f2(x) =

x2e−x2

2 + cos(x)
, f3(x) =

xe−4x2

1 + x4
, f4(x) =

x

x2 − 1
2

.

Na základe jednoduchých úvah o priebehu funkcie zistite, o ktorú z týchto funkcií sa jedná.
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1.1 Ur£itý (Newtonov) integrál 6
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Obrázok 1.2:

1.5 Vypo£ítajte nasledovné neur£ité integrály

a)

∫ (
x + 3x4 − x7

)
dx b)

∫
(sin(x)− cos(x)) dx c)

∫ (√
x +

1√
x

)
dx

d)

∫
e−xdx e)

∫
1

1 + x
dx f)

∫
1

3 + x2
dx

g)

∫
cos2(x)dx h)

∫
x cos(x)dx i)

∫
xe−x2

dx

j)

∫
ln(x2)dx k)

∫
x arctan(x)dx l)

∫
x ln(x)dx

1.1 Ur£itý (Newtonov) integrál
• Uvaºujeme o funkcii f : [a, b] → R spojitej (£o uº automaticky znamená aj ohrani£enej)

poprípade o funkcii ohrani£enej s kone£ne ve©a bodmi nespojitosti ako je napríklad funkcia
f de�novaná v intervale [−1, 1] takto:

f(x) =

{
1 x ∈ [0, 1]
0 x ∈ [−1, 0),

ktorá má jeden bod nespojitosti (menovite 0).

• Ur£itým integrálom funkcie f v intervale [a, b], pí²eme
∫ b

a

f(x)dx

voláme £íslo, ktoré je plochou (znamienkovou!) uzavretou medzi grafom funkcie f a osou x.
(Toto je samozrejme len vo©ná de�nícia)

• Základnou metódou výpo£tu ur£itého integrálu je tzv. Newton-Leibnitzov vzorec: nech platí
rovnos´ (o funkcii f : [a, b] → R sa predpokladá ºe je (po £astiach) spojitá)

∫
f(x)dx = F (x) + C,
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1.1 Ur£itý (Newtonov) integrál 7

potom ∫ b

a

f(x)dx = F (b)− F (a).

Toto sa zapisuje zvy£ajne takto:
∫ b

a

f(x)dx = [F (x)]x=b
x=a = F (b)− F (a).

• Elementárne vlastnosti ur£itého integrálu:

� ak f(x) ≥ 0 tak ∫ b

a

f(x)dx ≥ 0

a dôsledok: ak f(x) ≤ g(x) tak
∫ b

a

f(x)dx ≤
∫ b

a

g(x)dx

� linearita ∫ b

a

(f(x) + λg(x))dx =

∫ b

a

f(x)dx + λ

∫ b

a

g(x)dx

� aditivita vo£i intervalu: ak a < c < b tak potom
∫ b

a

f(x)dx =

∫ c

a

f(x)dx +

∫ b

c

f(x)dx

� ∫ a

b

f(x)dx = −
∫ b

a

f(x)dx

� ak f je de�novaná v intervale [−a, a], a > 0 a je párna, tak
∫ a

−a

f(x)dx = 2

∫ a

0

f(x)dx

� ak f je de�novaná v intervale [−a, a], a > 0 a je nepárna, tak
∫ a

−a

f(x)dx = 0

1.6 Vypo£ítajte pomocou Newton-Leibnitzovho vzorca ur£ité integrály

a)

∫ 2

1

(
x− 1

x

)
dx b)

∫ 1

0

arctan(x)dx

Rie²enie:

a)

∫ 2

1

(
x− 1

x

)
dx =

[
x2

2
− ln(x)

]2

1

=
4

2
− 1

2
− (ln(2)− ln(1)) =

3

2
− ln(2)

b)

∫ 1

0

arctan(x)dx =

[
x arctan(x)−

∫
x

1 + x2
dx

]1

0

= arctan(1)−
∫ 1

0

x

1 + x2
dx =

π

4
−

[
1

2
ln(1 + x2)

]1

0

=
π

4
− 1

2
ln(2)

7



1.1 Ur£itý (Newtonov) integrál 8

1.7 Vypo£ítajte ur£itý integrál ∫ 3

−3

arctan(x) cos(x)dx.

Rie²enie: snaha pouºi´ na výpo£et N-L vzorec v tomto prípade zlyháva (moºno sa presved£i´
pouºití matematického moderného software); av²ak pouºitím jednoduchej úvahy: funkcia arctan(x) cos(x)

je NEPÁRNA, preto pod©a vlastnosí ur£itého integrálu je integrál z nej v intervale [−3, 3] rovný
NULE: ∫ 3

−3

arctan(x) cos(x)dx = 0.

Graf funkcie arctan(x) cos(x) v intervale [−3, 3] je znázornený na obrázku 1.3.

-3 -2 -1 1 2 3
x

-1

-0.5

0.5

1

ArcTan@xD*Cos@xD

Obrázok 1.3:

1.8 Vypo£ítajte pomocou Newton-Leibnitzovho vzorca nasledovné ur£ité integrály

a)

∫ 5

2

x3dx b)

∫ 2

−1

(
3x2 − x3

)
dx c)

∫ 1

−1

| arctan(x)|dx

d)

∫ 1

0

x2

1 + x2
dx e)

∫ 2π

0

(1− sin(x))dx f)

∫ 1

0

exdx

g)

∫ 1

−1

xe−xdx h)

∫ π

0

x cos(x)dx i)

∫ 2

1

x ln(x)dx

j)

∫ 1

0

1

x + 2
dx k)

∫ π

0

x sin(x)dx l)

∫ 5

1

1√
x

dx

m)

∫ 2

1

ln(x)dx n)

∫ 2

1

x ln(x)dx o)

∫ 1

0

x

1 + x2
dx

1.9 Nech f : [a, b] → R je spojitá funkcia (po £astiach spojitá ohrani£ená funkcia). Strednou
hodnotou tejto funkcie na intervale [a, b] voláme £íslo

f̄ =

∫ b

a
f(x)dx

b− a
.

8



1.1 Ur£itý (Newtonov) integrál 9

Vypo£ítajte stredné hodnoty zadaných funkcií na daných intervaloch:

a) f(x) = x2, x ∈ [−1, 1] b) f(x) = cos(x), x ∈ [−π/2, π/2]

c) f(x) = sin(x) cos(x), x ∈ [0, π] d) f(x) =
1

1 + x2
, x ∈ [−1, 1]

e) f(x) =
x3

1 + x2
, x ∈ [−1, 1] f) f(x) =

x3

1 + x2
, x ∈ [0, 1]

1.10 Teleso sa pohybovalo v odporujúcom prostredí tak, ºe v intervale £asu [0s, 3s] bola jeho
rýchlos´ daná formulou (v m/s)

v(t) = t(3− t).

Vypo£ítajte dráhu, ktorú teleso pre²lo a jeho strednú rýchlos´.

1.11 Porovnajte £ísla ∫ π

0

sin2004(x)dx a
∫ π/2

−π/2

cos2005(x)dx.

Návod: v druhom integrále urobte zámenu premennej x 7→ y = x + π/2.

1.12 Vypo£ítajte obsah plochy uzavretej medzi krivkami:
(i)

y1(x) = x2, y2(x) = 1− x2.

(ii)
y1(x) = x3, y2(x) = x.

(iii)
y1(x) = |x|, y2(x) =

√
1− x2.

Zadané plochy aj znázornite gra�cky.

Niektoré geometrické aplikácie ur£itého integrálu:

• Nech f : [a, b] → R má spojitú prvú deriváciu. Potom d¨ºka krivky, ktorá je grafom funkcie
f je daná vz´ahom

L =

∫ b

a

√
1 + (f ′(x))2dx.

• Nech je krivka v rovine zadaná parametrickým vyjadrením

x = φ(t), y = ψ(t), t ∈ [a, b],

kde funkcie φ, ψ majú spojitú prvú deriváciu. Potom d¨ºka tejto krivky je daná vz´ahom

L =

∫ b

a

√
(φ′(t))2 + (ψ′(t))2dt.

9



1.1 Ur£itý (Newtonov) integrál 10

• Objem telesa, ktoré vzniká rotáciou krivky, ktorá je grafom spojitej funkcie f : [a, b] → R,
okolo osi x, je daný vz´ahom

V = π

∫ b

a

f 2(x)dx.

• Obsah rota£nej plochy vznikajúcej rotáciou grafu funkcie f : [a, b] → R, ktorá má spojitú
prvú deriváciu, okolo osi x je daný vz´ahom

S = 2π

∫ b

a

|f(x)|
√

1 + (f ′(x))2dx.

1.13 Vypo£ítajte obvod kruºnice polomeru R.
Rie²enie: vezmime kartézske súradnice [x, y], potom rovnica kruºnice polomeru R so stredom v
po£iatku súradníc je

x2 + y2 = R2.

Vyjadríme si y = y(x) pre osminu kruºnice pre ktorú je 0 ≤ x ≤ R/
√

2, y ≥ 0:

y = f(x) =
√

R2 − x2, x ∈ [0, R/
√

2].

Takºe
f ′(x) = − x√

R2 − x2
.

A pod©a vy²²ie uvedeného vz´ahu pre d¨ºku krivky máme obvod kruºnice (pracujeme s jej osmi-
nou):

O = 8

∫ R/
√

2

0

√
1 + (f ′(x))2dx = 8

∫ R/
√

2

0

√
1 +

x2

R2 − x2
dx = 8

∫ R/
√

2

0

√
R2

R2 − x2
dx =

8R

∫ R/
√

2

0

√
1

R2 − x2
dx =

∣∣∣∣
x = R sin(u)
dx = R cos(u)du

∣∣∣∣ = 8R

∫ π/4

0

√
1

R2 cos2(u)
R cos(u)du =

8R

∫ π/4

0

du = 8R
π

4
= 2πR.

1.14 Kruºnicu polomeru R moºno zada´ aj v polárnych súradniciach:

x = R cos(ϕ), y = R sin(ϕ), ϕ ∈ [0, 2π).

Vypo£ítajte obvod kruºnice pomocou tohoto zápisu kruºnice.
Rie²enie: ide o aplikáciu vz´ahu na výpo£et d¨ºky krivky zadanej parametricky, kde parametrom
je ϕ. Menovite máme:

O =

∫ 2π

0

√
(x′(ϕ))2 + (y′(ϕ))2dϕ =

∫ 2π

0

√
R2 sin2(ϕ) + R2 cos2(ϕ)dϕ = R

∫ 2π

0

dϕ = 2πR.

10



1.1 Ur£itý (Newtonov) integrál 11

1.15 Vypo£ítajte d¨ºku krivky zadanej parametricky:

x(t) = t− sin(t), y(t) = 1− cos(t), t ∈ [0, 2π].

Táto krivka je znázornená na obrázku 1.4.
Rie²enie: potrebujeme:

x′(t) = 1− cos(t), y′(t) = sin(t).

L =

∫ 2π

0

√
[x′(t)]2 + [y′(t)]2dt =

∫ 2π

0

√
1− 2 cos(t) + cos2(t) + sin2(t)dt =

∫ 2π

0

√
2− 2 cos(t)dt =

2

∫ 2π

0

√
1

2
− 1

2
cos(t)dt =

∣∣∣∣sin2(t) =
1

2
− 1

2
cos(2t) ⇒ sin2

(
t

2

)
=

1

2
− 1

2
cos(t)

∣∣∣∣ =

2

∫ 2π

0

√
sin2

(
t

2

)
dt = 2

∫ 2π

0

sin

(
t

2

)
dt = 4

[
− cos

(
t

2

)]t=2π

t=0

= 8.

1 2 3 4 5 6
x

0.5

1

1.5

2

y cykloida

Obrázok 1.4:

1.16 Vypo£ítajte objem gule polomeru R.
Rie²enie: gu©a polomeru R vzniká zrejme ako teleso obalené plochou, ktorá vznikne rotáciou
hornej polkruºnice polomeru R (so stredom v po£iatku súradníc) okolo osi x. Rovnica tejto
hornej pokruºnice ale je:

y = f(x) =
√

R2 − x2, x ∈ [−R,R].

Takºe objem gule je

V = π

∫ R

−R

f 2(x)dx = π

∫ R

−R

(R2 − x2)dx = |párnos´| = 2π

∫ R

0

(R2 − x2)dx = 2π

[
R2x− x3

3

]x=R

x=0

=

2πR3 2

3
=

4

3
πR3.

1.17 Vypo£ítajte objem dvojosého rota£ného elipsoidu s hlavnou osou d¨ºky a a ved©aj²ou osou
d¨ºky b.

11



1.1 Ur£itý (Newtonov) integrál 12

Rie²enie: takéto teleso vzniká rotáciou elipsy, ktorá má poloos a pozd¨º osy x a poloos b pozd¨º
osy y okolo osy x. Elipsa má stred v po£iatku súradníc. Rovnica takej elispy je

x2

a2
+

y2

b2
= 1.

Takºe pre hornú polelipsu máme:

y = f(x) = b

√
1− x2

a2
, x ∈ [−a, a].

A teda objem takto vzniknutého telesa je

V = π

∫ a

−a

b2

(
1− x2

a2

)
dx = |párnos´| = 2π

∫ a

0

b2

(
1− x2

a2

)
dx = 2πb2

[
x− x3

3a2

]x=a

x=0

=
4

3
πab2.

Elipsoid s a = 1 a b = 1/2 je znázornený na obrázku 1.5.

-1-0.500.51

x

-0.5-0.2500.25
0.5

y

-0.5

-0.25

0

0.25

0.5

z

-1-0.50.51

Obrázok 1.5:

1.18 Vypo£ítajte objem telesa ktoré vzniká (jeho povrch vzniká) rotáciou krivky:

|x|1/2 + |y|1/2 = 1

okolo osi x. Krivka je znázornená na obrázku 1.6.
Rie²enie: vyjadríme si y ako funkciu x:

y = f(x) =
(
1−

√
|x|

)2

, x ∈ [−1, 1].

Potom pod©a vz´ahu pre objem máme:

V = π

∫ 1

−1

(
1−

√
|x|

)4

dx = 2π

∫ 1

0

(
1−√x

)4
dx = 2π

∫ 1

0

(
1− 4x1/2 + 6x− 4x3/2 + x2

)
dx =

2π

[
x− 4

2

3
x3/2 + 6

1

2
x2 − 4

2

5
x5/2 +

1

3
x3

]x=1

x=0

=
2

15
π.

12



1.1 Ur£itý (Newtonov) integrál 13

-1 -0.5 0.5 1
x

-1

-0.5

0.5

1
y

Obrázok 1.6:

1.19 Vypo£ítajte povrch gule polomeru R.
Rie²enie: ako sme uº písali v príklade 1.16 takáto gu©a vzniká rotáciou hornej polkruºnice polomeru
R so stredom v po£iatku, preto je:

y = f(x) =
√

R2 − x2, x ∈ [−R, R]

a povrch je

S = 2π

∫ b

a

|f(x)|
√

1 + (f ′(x))2dx = 2π

∫ R

−R

√
R2 − x2

√
1 +

x2

R2 − x2
dx = 2π

∫ R

−R

Rdx = 4πR2.

1.20 Vypo£ítajte obsah povrchu rota£ného paraboloidu, ktorý vzniká rotáciou paraboly:

f(x) =
√

x, x ∈ [0, a], a > 0

okolo osi x.
Rie²enie: priamim dosadením do vzorca máme:

S = 2π

∫ a

0

√
x

√
1 +

(
1

2
√

x

)2

dx = π

∫ a

0

√
4x + 1dx =

π

4

2

3

[
(4x + 1)3/2

]x=a

x=0
=

π

6

[
(4a + 1)3/2 − 1

]
.

Závislos´ S od a a samotný paraboloid sú znázornené na obrázku 1.7.

1.21 Vypo£ítajte d¨ºku krivky, ktorá je grafom funkcie

f(x) =
ex + e−x

2
, x ∈ [−1, 1].

13



1.1 Ur£itý (Newtonov) integrál 14

1 2 3 4 5
a
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2
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6

x

-2

0
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Obrázok 1.7: V ©avo: závislos´ S(a) obsahu paraboloidu od jeho vý²ky z príkladu 1.20 a v pravo:
ná£rt samotného paraboloidu.

1.22 Vypo£ítajte d¨ºku krivky danej parametrickým vyjadrením

x = t, y = t3/2, t ∈ [0, 1].

1.23 Vypo£ítajte objemy telies vzniknutých rotáciou kriviek (x, f(x)) okolo osy x ak funkcie f sú:

a) f(x) =
√

x, x ∈ [0, 1] b) f(x) = sin(x), x ∈ [0, π]

c) f(x) =

√
1− x2

4
, x ∈ [−2, 2] d) f(x) = x(1− x), x ∈ [0, 1]

e) f(x) = 1− x, x ∈ [0, 1] f) f(x) =
1√

1 + x2
, x ∈ [−1, 1]

g) f(x) =
√

x cos(x), x ∈ [0, π/2] h) f(x) =
1√

1 + x
, x ∈ [0, 1]

i) f(x) = ln(x), x ∈ [1, 2] j) f(x) = ex − 1, x ∈ [0, 1]

1.24 Nájdite obsah povrchu kuºe©a s vý²kou h a polomerom podstavy R.

1.25 Nájdite objem kuºe©a s vý²kou h a polomerom podstavy R.

1.26 Uvaºujme teleso tvaru gule polomeru R. Nech jeho hustota je daná funkciou

ρ(r) = krα,

kde α > −3. Hmotnos´ tohoto telesa je potom daná vz´ahom

M = 4πk

∫ R

0

rα+2dr.

Nájdite to α, pre ktoré je táto hmotnos´ najvä£²ia.

14



Kapitola 2

Nevlastný integrál

Nevlastný integrál prvého druhu je formálne jeden z nasledujúcich objektov:
∫ ∞

a

f(x)dx

∫ a

−∞
f(x)dx

∫ ∞

−∞
f(x)dx

kde a ∈ R. Zmysel týmto objektom dáva de�nícia:

• Nech f : [a,∞) → R je ohrani£ená a nech pre kaºdé A > a existuje
∫ A

a

f(x)dx.

Potom ak existuje kone£ná limita

lim
A→∞

∫ A

a

f(x)dx =

∫ ∞

a

f(x)dx.

Hovoríme aj, ºe integrál ∫ ∞

a

f(x)dx

konverguje. Inak hovoríme, ºe integrál nekonverguje alebo aj ºe diverguje.
Podobne ak f : (−∞, a] → R je ohrani£ená a pre kaºdé A < a existuje integrál

∫ a

A

f(x)dx,

tak potom hovoríme, ºe konverguje nevlastný integrál
∫ a

−∞
f(x)dx,

ak existuje kone£ná limita

lim
A→−∞

∫ a

A

f(x)dx ≡
∫ a

−∞
f(x)dx.

Posledný prípad nevlastného integrálu prvého druhu:
∫ ∞

−∞
f(x)dx

15
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sa zavádza pomocou predchádzajúcich dvoch takto: predpokladáme, ºe f : R → R je
ohrani£ená a vezmem ©ubovo©né c ∈ R. Ak existujú nevlastné integrály

∫ ∞

c

f(x)dx

∫ c

−∞
f(x)dx

tak existuje aj ∫ ∞

−∞
f(x)dx =

∫ ∞

c

f(x)dx +

∫ c

−∞
f(x)dx.

Ak niektorá z uvedených limít neexistuje tak hovoríme, ºe integrál nekonverguje (diverguje).

Uvedieme nejaké príklady:

2.1 Vypo£ítajme resp. zistime priamim výpo£tom, £i existujú nevlastné integrály:

a)

∫ ∞

1

1

x2
dx b)

∫ ∞

−∞

1

1 + x2
dx c)

∫ ∞

0

x2

1 + x3
dx

Rie²enie:
a) nech A > 1 potom treba pozrie´ na

∫ A

1

1

x2
dx =

[
−1

x

]A

1

= 1− 1

A
.

No ale
lim

A→∞

(
1− 1

A

)
= 1.

Takºe ∫ ∞

1

1

x2
dx = 1.

b) zvo©me c = 0, to znamená ºe treba preskúma´, £i existujú integrály
∫ ∞

0

1

1 + x2
dx

∫ 0

−∞

1

1 + x2
dx

V prvom rade si v²imnime, ºe ak v druhom integrále urobíme zámenu x 7→ −x tak dostaneme
presne prvý integrál - podintegrálna funkcia 1/(1 + x2) je párna. Preto ak integrály existujú, tak

∫ ∞

−∞

1

1 + x2
dx = 2

∫ ∞

0

1

1 + x2
dx.

Takºe sta£í zráta´

lim
A→∞

∫ A

0

1

1 + x2
dx = lim

A→∞
[arctan(x)]A0 = lim

A→∞
arctan(A) =

π

2
.

Preto ∫ ∞

−∞

1

1 + x2
dx = 2

π

2
= π.

c) pozrime na posledný priklad, nech A > 0 potom

lim
A→∞

∫ A

0

x2

1 + x3
dx = lim

A→∞

[
1

3
ln(1 + x3)

]A

0

=
1

3
lim

A→∞
ln(1 + A3) = +∞.

Takºe uvedený integrál nekonverguje (hovoríme aj, ºe diverguje).

16
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2.2 Preskúmajme nevlastný integrál ∫ ∞

1

xαdx

v závislosti na parametre α.
Rie²enie: vypo£ítame najskôr ∫ A

1

xαdx

a to pre kaºdé A > 1. Máme 2 situácie:

• α = −1: ∫ A

1

x−1dx = ln(A)

v tomto prípade je zjavne:
lim

A→∞
ln(A) = ∞

a teda uvedený integrál diverguje

• α 6= −1: ∫ A

1

xα =
Aα+1

α + 1
− 1

α + 1

v tomto prípade nastávajú 2 situácie:

� ak α < −1 tak potom
lim

A→∞
Aα+1

α + 1
− 1

α + 1
= − 1

α + 1

a teda uvedený integrál konverguje
� ak α > −1 tak potom

lim
A→∞

Aα+1

α + 1
− 1

α + 1
= ∞

a teda uvedený integrál diverguje

Celkovo uzatvárame, ºe zadaný integrál konverguje pre α < −1 a diverguje pre α ≥ −1.

Zavedieme nevlastný integrál druhého druhu:

• Nech f : (a, b] → R je neohrani£ená v okolí bodu a, napríklad

f(x) =
x

3− x

pre x ∈ (3, 4], potom hovoríme, ºe existuje (konverguje) nevlastný integrál
∫ b

a

f(x)dx

ak existuje kone£ná limita:

lim
α→a+

∫ b

α

f(x)dx =

∫ b

a

f(x)dx.

17
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Inak hovoríme, ºe nevlastný integrál (druhého druhu) diverguje. Podobne zavádzame nevlast-
ný integrál ∫ b

a

f(x)dx

v prípade, ºe funkcia f : [a, b) → R je neohrani£ená v okolí bodu b:
∫ b

a

f(x)dx = lim
β→b−

∫ β

a

f(x)dx.

2.3 Zistime, £i konvergujú integrály a ak áno vypo£ítajme ich:

a)

∫ 1

0

1√
x

dx b)

∫ 1

0

ln(x)dx c)

∫ 1

0

ln(x)

x
dx

Rie²enie:
a) zadaná funkcia je neohrani£ená v okolí bodu 0, preto skúmame:

lim
α→0+

∫ 1

α

x−1/2dx = lim
α→0+

[
2x1/2

]1

α
= 2 lim

α→0+
(1− α1/2) = 2,

takºe uvedený integrál konverguje a ∫ 1

0

1√
x

dx = 2.

b) zadaná funkcia ja zase neohrani£ná v okolí bodu 0 preto skúmame

lim
α→0+

∫ 1

α

ln(x)dx = lim
α→0+

[
x ln(x)−

∫
1dx

]1

α

= lim
α→0+

[−x ln(x)− x]1α = lim
α→0+

(−1−α ln(α)−α) = −1.

Takºe zadaný integrál konverguje a platí
∫ 1

0

ln(x)dx = −1.

c) Tretia funkcia je tieº neohrani£ená v okolí bodu 0 takºe znovu treba preskúma´ existenciu limity

lim
α→0+

∫ 1

α

ln(x)

x
dx = lim

α→0+

[
1

2
ln2(x)

]1

α

= −1

2
lim

α→0+
ln2(α) = −∞.

Takºe tento integrál nekonverguje.

2.4 Preskúmajte konvergenciu nevlastného integrálu druhého druhu
∫ 1

0

xαdx

v závislosti na parametri α.

18



2.1 Kritériá konvergencie pre nevlastné integrály 19

2.5 Vypo£ítajte (ak existujú!) nevlastné integrály

a)

∫ ∞

0

x2e−xdx b)

∫ ∞

−∞
xe−x2

dx c)

∫ ∞

0

xe−x2

dx

d)

∫ 1

0

1

x1/3
dx e)

∫ 1

0

ln2(x)dx f)

∫ 2

1

1

1− x
dx

g)

∫ 1

0

1− x√
x

dx h)

∫ 1

0

x

1− x2
dx i)

∫ ∞

0

x3e−x4

dx

2.6 Nech n ∈ {0, 1, 2, 3, . . . }, vypo£ítajte integrál

In =

∫ ∞

0

xne−xdx.

Rie²enie: vypo£ítame najprv hodnotu integrálu I0:

I0 =

∫ ∞

0

e−xdx =
[−e−x

]∞
0

= 1.

�alej vyuºijeme integrvanie per-partes:

In =

∫ ∞

0

xne−xdx =

[
−xne−x + n

∫
xn−1e−xdx

]∞

0

= nIn−1.

Takto sme odvodili rekurentný vz´ah (s po£iato£nou podmienkou):

I0 = 1, In = nIn−1.

To znamená, ºe:
In = n! .

2.1 Kritériá konvergencie pre nevlastné integrály
V predchádzajúcom texte sme odpovedali na otázku o (ne)konvergencii nevlastného integrálu
(prvého aj druhého druhu) tak, ºe sme priamo po£ítali de�ni£nú limitu. Toto ale je v podstate
len okrajový spôsob odpovedania na takú otázku. Teraz sa trocha pozrieme na metódy, ktoré
nevyºadujú pouºitie Newton-Leibnitzovho vzorca.
V prvom rade sformulujeme tzv. vetu o absolútnej konvergencii:

• Nech funkcia f je (po £astiach) spojitá na [a,∞) a nech konverguje nevlastný integrál
∫ ∞

a

|f(x)|dx.

Potom konverguje aj integrál ∫ ∞

a

f(x)dx.

19



2.1 Kritériá konvergencie pre nevlastné integrály 20

�alej budeme pre ur£itos´ uvaºova´ nevlastné integrály prvého druhu:1

(a)

∫ ∞

0

f(x)dx (b)

∫ ∞

0

g(x)dx

Predpokladajme, ºe funkcie f a g sú spojité (po £astiach spojité) v intervale [0,∞). Platí séria
nasledovných tvrdení (tzv. porovnávacie kritérium):

• nech funkcie f a g sú nezáporné v intervale [0,∞) a nech platí nerovnos´: f(x) ≤ g(x) tieº
v intervale [0,∞), potom:

� ak integrál (b) konverguje, tak konverguje aj integrál (a)
� ak integrál (a) diverguje, tak diverguje aj integrál (b)

• nech funkcie f a g sú nezáporné v intervale [0,∞) a nech

lim
x→∞

f(x)

g(x)
= c,

potom ak:

� 0 < c < ∞ tak integrály (a) a (b) konvergujú (divergujú) sú£asne - hovoríme, ºe majú
rovnaký charakter

� c = 0 a integrál (b) konverguje, tak konverguje aj integrál (a)
� c = ∞ a integrál (b) diverguje, tak diverguje aj integrál (a)

Analogické kritériá moºno sformulova´ aj pre nevlastné integrály druhého druhu.

2.7 Rozhodnite, £i konverguje nevlastný integrál
∫ ∞

0

x3

2 + x4
dx.

Rie²enie: Singulárnym bodom uvedeného integrálu je +∞. Pre ve©ké hodnoty x (teda pre x À 1)
máme: 2 + x4 ≈ x4, a teda aj:

x3

2 + x4
≈ x3

x4
=

1

x
,

£o presne znamená, ºe

lim
x→∞

x3

2+x4

1
x

= 1.

To znamená, ºe ∫ ∞

0

x3

2 + x4
dx ∼

∫ ∞ 1

x
dx,

kde druhý integrál diverguje a preto diverguje aj zadaný integrál. Spolo£ný graf zadanej funkcie
a porovnávacej funkcie 1/x je na obrázku 2.1.

1v uvedených nevlastných integráloch je dolná hranica 0 vybraná len pre ur£itos´, nemusí to tak by´; naviac
môºe by´ rôzna v prípadoch (a) a (b), podsatné je len ºe horná hranica je ∞
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x
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0.4

0.5

0.6

x3
��������������

2 + x4
,
1
����

x

Obrázok 2.1: Závislos´ x 7→ x3/(2 + x4) (plná £iara) a závislos´ x 7→ 1/x (preru²ovaná £iara).
Vidíme, ºe pre x À 1 sú prakticky zhodné.

2.8 Rozhodnite, £i konverguje nevlastný integrál
∫ ∞

1

1

x ln(1 + ex)
dx.

Rie²enie: Singulárnym bodom uvedeného integrálu je +∞. Pre ve©ké hodnoty x (teda pre x À 1)
máme: 1 + ex ≈ ex, a teda aj:

ln(1 + ex) ≈ ln(ex) = x,

£o presne znamená, ºe

lim
x→∞

1
x ln(1+ex)

1
x2

= 1.

To znamená, ºe ∫ ∞

1

1

x ln(1 + ex)
dx ∼

∫ ∞ 1

x2
dx,

kde druhý integrál konverguje a preto konverguje aj zadaný integrál. Spolo£ný graf zadanej funkcie
a porovnávacej funkcie 1/x2 je na obrázku 2.2.

1.5 2 2.5 3
x

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1
����������������������������������

x * ln H1 + exL
,
1

�������

x2

Obrázok 2.2: Závislos´ x 7→ 1
x ln(1+ex)

(plná £iara) a závislos´ x 7→ 1/x2 (preru²ovaná £iara).
Vidíme, ºe pre x À 1 sú prakticky zhodné.
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2.1 Kritériá konvergencie pre nevlastné integrály 22

2.9 Rozhodnite, £i konverguje nevlastný integrál
∫ 2

0

√
x

sin(x)
dx.

Rie²enie: Singulárnym bodom uvedeného integrálu je 0. Pre x → 0+ máme: sin(x) ≈ x, presnej²ie:

lim
x→0

sin(x)

x
= 1.

To ale znamená, ºe:

lim
x→0+

√
x

sin(x)

1√
x

= 1.

A teda aj: ∫ 2

0

√
x

sin(x)
dx ∼

∫

0

1√
x

dx,

kde druhý integrál konverguje a preto konverguje aj zadaný integrál. Spolo£ný graf zadanej funkcie
a porovnávacej funkcie 1/x2 je na obrázku 2.3.
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1

1.5
2
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3
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4
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Sin@xD
,

1
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Obrázok 2.3: Závislos´ x 7→
√

x
sin(x)

(plná £iara) a závislos´ x 7→ 1/
√

x (preru²ovaná £iara). Vidíme,
ºe pre x → 0+ sú prakticky zhodné.

2.10 Rozhodnite, £i konverguje nevlastný integrál
∫ 1

0

x

arctan(x2)
dx.

Rie²enie: Singulárnym bodom uvedeného integrálu je 0. Pre x → 0+ máme: arctan(x) ≈ x,
presnej²ie:

lim
x→0

arctan(x)

x
= 1.

To ale znamená, ºe:
lim

x→0+

arctan(x2)

x2
= 1.

A teda aj:

lim
x→0+

x
arctan(x2)

1
x

= 1
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2.1 Kritériá konvergencie pre nevlastné integrály 23

∫ 1

0

x

arctan(x2)
dx ∼

∫

0

1

x
dx,

kde druhý integrál diverguje a preto diverguje aj zadaný integrál. Spolo£ný graf zadanej funkcie
a porovnávacej funkcie 1/x je na obrázku 2.4.
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Obrázok 2.4: Závislos´ x 7→ x
arctan(x2)

(plná £iara) a závislos´ x 7→ 1/x (preru²ovaná £iara). Vidíme,
ºe pre x → 0+ sú prakticky zhodné.

2.11 Rozhodnite, £i konverguje nevlastný integrál
∫ ∞

1

ln (1 + x2)

x3
dx.

Rie²enie: vyuºijeme porovnávacie kriérium. Vyjdeme z toho, ºe nevlastný integrál
∫ ∞

1

1

x2
dx

koverguje(vi¤ príklad 2.2). Porovnáme, v limitnom tvare, funkcie ln(1 + x2)/x3 a 1/x2 v okolí
bodu ∞:

lim
x→∞

ln(1+x2)
x3

1
x2

= lim
x→∞

ln(1 + x2)

x
=l′H lim

x→∞
2x

1 + x2
= 0.

Takºe pod©a porovnávacieho kritéria zadaný integrál konverguje.

2.12 Rozhodnite, £i konverguje nevlastný integrál:
∫ 1

0

dx√
1− x4

.

Rie²enie: singulárnym bodom uvedeného integrálu je bod 1. Prepí²eme podintegrálnu funkciu do
tvaru:

1√
1− x4

=
1√

1 + x2

1√
1 + x

1√
1− x

.

Odtia© teda vidíme, ºe

lim
x→1−

1√
1−x4

1√
1−x

= lim
x→1−

1√
1 + x2

1√
1 + x

=
1

2
.
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2.1 Kritériá konvergencie pre nevlastné integrály 24

Takºe pod©a limitnej formy porovnávacieho kritéria:
∫ 1

0

dx√
1− x4

∼
∫ 1 dx√

1− x
,

pri£om druhý integrál konverguje, £o overíme priamym výpo£tom:
∫ 1

0

dx√
1− x

=
[−√1− x

]1

0
= 1.

Takºe konverguje aj zadaný integrál.

2.13 Rozhodnite, £i konverguje nevlastný integrál
∫ ∞

1

sin(x)

x2
dx.

Rie²enie: Pouºijeme vetu o absolútnej konvergencii a porovnávacie kritérium. Pozrieme sa teda
na integrál ∫ ∞

1

∣∣∣∣
sin(x)

x2

∣∣∣∣ dx.

Tento ale konverguje ako je to zrejmé z nerovnosti:
∣∣∣∣
sin(x)

x2

∣∣∣∣ ≤
1

x2
, ∀x ≥ 1,

a zo skuto£nosti, ºe integrál ∫ ∞

1

1

x2
dx

konverguje - vi¤ 2.2. Takºe aj zadaný integrál konverguje.

2.14 Pokúste sa zopakova´ postup z príkladu 2.13 na vy²etrenie konvegencie nevlastného inte-
grálu ∫ ∞

0

sin(x)

x
dx.

Rie²enie: v prvom rade si treba uvedomi´, ºe sa jedná o nevlastný integrál prvého druhu a nie
druhého, hoci v x = 0 sa vynuluje menovate© v podintegrálnej funkcii, ale ako dobre vieme, platí:

lim
x→0

sin(x)

x
= 1,

takºe podintegrálna funkcia je ohrani£ená v okolí bodu x = 0. Graf funkcie sin(x)/x je na obrázku
2.5. Urobme teraz teda rovnaký odhad na podintegrálnu funkciu ako ten z príkladu 2.13 (teda
len odhad vyuºívajúci, ºe funkcia sínus má hodnoty medzi −1 a 1):

∣∣∣∣
sin(x)

x

∣∣∣∣ ≤
1

x
, ∀x > 0.
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������������������������

x

Obrázok 2.5:

Pod©a výsledku príkladu 2.2 vieme, ºe nevlastný integál
∫ ∞ 1

x
dx

diverguje. To znamená, ºe NEVIEME takto rozhodnú´ o konvergencii integrálu
∫ ∞

0

∣∣∣∣
sin(x)

x

∣∣∣∣ dx.

V skuto£nosti je situácia takáto (toto sa musí ale ukáza´ zloºitej²ími prostriedkami!!!):

• integrál ∫ ∞

0

∣∣∣∣
sin(x)

x

∣∣∣∣ dx.

diverguje

• integrál ∫ ∞

0

sin(x)

x
dx.

konverguje - dokonca je známa aj jeho hodnota:
∫ ∞

0

sin(x)

x
dx =

π

2
.

My si tu ukáºeme ako moºno nahliadnu´, ºe integrál
∫ ∞

0

∣∣∣∣
sin(x)

x

∣∣∣∣ dx.

naozaj diverguje. Budeme sa pri tom opiera´ o poznatok, ºe tzv. harmonický rad diverguje:
∞∑

n=1

1

n
= +∞.

Integrál ktorý skúmame si môºeme predstavi´ ako sú£et plô²ok ohrani£ených jednotlivými "kop£ek-
mi" funkcie | sin(x)/x| - vi¤ obrázok 2.6. Nulové body funkcie | sin(x)/x| sú v x = nπ, n ∈
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Obrázok 2.6:

{1, 2, 3, . . . }. Plô²ka kop£eka, ktorý sa za£ína v nπ a kon£í v (n + 1)π je
∫ (n+1)π

nπ

∣∣∣∣
sin(x)

x

∣∣∣∣ dx.

Toto £íslo odhadneme z dola tak, ºe do integrálu vezmeme najmen²iu hodnotu funkcie 1/x v
intervale [nπ, (n + 1)π]:

∫ (n+1)π

nπ

∣∣∣∣
sin(x)

x

∣∣∣∣ dx ≥
∫ (n+1)π

nπ

∣∣∣∣
sin(x)

(n + 1)π

∣∣∣∣ dx =
1

(n + 1)π

∫ (n+1)π

nπ

|sin(x)| dx =
2

(n + 1)π
.

No ale takto máme neovnos´:
∫ ∞

0

∣∣∣∣
sin(x)

x

∣∣∣∣ dx ≥
∞∑

n=0

2

(n + 1)π
=

2

π

∞∑
n=1

1

n
= +∞,

£o ukazuje, ºe ná² integrál diverguje.

Pozn.: v predchádzajúcom sme sa opreli o fakt, ºe harmonický rad diverguje. Túto skuto£nos´
si tu teraz aj ukáºeme. Zapí²eme harmonicý rad nasledovným spôsobom:

(1)︸︷︷︸
≥ 1

2

+

(
1

2

)

︸ ︷︷ ︸
≥ 1

2

+

(
1

3
+

1

4

)

︸ ︷︷ ︸
≥2· 1

4
= 1

2

+

(
1

5
+

1

6
+

1

7
+

1

8

)

︸ ︷︷ ︸
≥4· 1

8
= 1

2

+

(
1

9
+

1

10
+

1

11
+

1

12
+

1

13
+

1

14
+

1

15
+

1

16

)

︸ ︷︷ ︸
≥8· 1

16
= 1

2

+ . . .

Takto priamo vidíme, ºe harmonický rad je rad so sú£tom nie men²ím ako sú£et nekone£ne ve©a
polovíc, £o je +∞.

2.15 Zistite vyuºitím porovnávacieho kritéria, prípadne aj vety o absolútnej konvergencii, £i
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konvergujú nevlastné integrály:

a)

∫ ∞

0

x

1 + x
dx b)

∫ ∞

0

x

1 + x2
dx c)

∫ ∞

0

x

1 + x3
dx

d)

∫ ∞

0

1

1 + ex
dx e)

∫ ∞

0

sin(x)e−xdx f)

∫ ∞

0

1

1 + x + x2 + x3
dx

g)

∫ 1

0

1

x ln(x)
dx h)

∫ 1

0

1
3
√

1− x
dx i)

∫ 1

−1

1√
1− x3

dx

j)

∫ ∞

0

x sin(x)

1 + x3
dx k)

∫ ∞

0

1

1 + x2 + sin(x)
dx l)

∫ ∞

0

1 + ex

1 + e2x
dx

m)

∫ ∞

1

xx

ex2 dx n)

∫ ∞

1

sin

(
1

x2

)
dx o)

∫ ∞

0

x

ln(1 + e2x)
dx

p)

∫ ∞

0

1
3
√

1 + x2
dx q)

∫ ∞

0

1
3
√

1 + x3
dx r)

∫ ∞

0

1
3
√

1 + x4
dx
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Kapitola 3

Elementy teórie pravdepodobnosti

3.1 Náhodná premenná, rozdelenie pravdepodobnosti, stred-
né hodnoty, disperzia

Základné pojmy:

• diskrétna náhodná premenná

� nech náhodná premenná X nadobúda len diskrétne hodnoty {X1, X2, X3 . . . }. Nech
hodnotu Xi nadobúda s pravdepodobnos´ou pi = p(Xi). V prvom rade musíme ma´
normovanie pravdepodobnosti: ∑

i

pi = 1.

Stredná hodnota náhodnej premennej X je £íslo

〈X〉 =
∑

i

Xipi.

Ak f : {X1, X2, X3 . . . } → R je funkcia náhodnej premennej X, tak jej strednou
hodnotou sa nazýva £íslo

〈f〉 =
∑

i

f(Xi)pi.

Stredná kvadratická odchýlka náhodnej premennej X je £íslo:

σ(X) =
√
〈X2〉 − 〈X〉2.

Zavedieme e²te jeden pojem pre náhodnú premennú X nadobúdajúcu hodnoty z diskrét-
nej mnoºiny {X1, X2, X3, . . . }, ktorá je charakterizovaná pravdepodobnos´ami {p1, p2, p3, . . . }:
najpravdepodobnej²ia hodnota náhodnej premennej X je £íslo Xnp ∈ {X1, X2, X3, . . . },
také ºe

p(Xnp) = max{p1, p2, p3, . . . }.
Hodnota Xnp nemusí by´ ur£ená jednozna£ne. Napríklad pre (poctivý) hod kockou je
pravdepodobnos´ hodi´ ktoréko©vek £íslo od 1 do 6 rovná 1/6, preto kaºdý hod je aj
najpravdepodobnej²í v zmysle uvdenej de�nície.
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3.1 Náhodná premenná, rozdelenie pravdepodobnosti, stredné
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• spojitá náhodná premenná

� nech I je interval (alebo zjednotenie disjunktných intervalov), potom funkciu ρ : I →
R voláme hustota pravdepodobnosti (spojitej) náhodnej premennej x nadobúdajúcej
hodnoty z intervalu I ak sp¨¬a nasledovné podmienky:
i)

ρ(x) ≥ 0

ii) ∫

I

ρ(x)dx = 1

� nech x ∈ I je náhodná premenná s hustotou pravdepodobnosti ρ, potom strednou
hodnotou náhodnej premennej x: 〈x〉 (alebo aj x̄) voláme £íslo

〈x〉 =

∫

I

xρ(x)dx.

� nech x ∈ I je náhodná premenná s hustotou pravdepodobnosti ρ a nech f : I → R je
funkcia náhodnej premennej x, potom strednou hodnotou funkcie f voláme £íslo

〈f〉 =

∫

I

f(x)ρ(x)dx.

� nech x ∈ I je náhodná premenná s hustotou pravdepodobnosti ρ, strednou kvadratickou
odchýlkou náhodnej premennej x voláme £íslo

σ(x) =
√
〈x2〉 − 〈x〉2.

� najpravdepodobnej²ou hodnotou náhodnej premennej x ∈ I s hustotou pravdepodob-
nosti ρ voláme £íslo xnp ∈ I, také ºe

ρ(xnp) = max
x∈I

ρ(x).

Treba zase poznamena´, ºe najpravdepodobnej²ích hodnôt (tak ako aj v diskrétnom
prípade) môºe by´ aj viac.

� ²peciálne prípady: ak x ∈ [a, b], tak o náhodnej premennej x hovoríme, ºe má
rovnomerné rozdelenie ak

ρ(x) =
1

b− a
.

O náhodnej premennej x ∈ R hovoríme, ºe má normálne (Gaussovo) rozdelenie, ak

ρ(x) =
1√
2πσ

e−
x2

2σ2 ,

kde σ > 0, pre toto rozdelenie platí 〈x〉 = 0 a σ(x) = σ. Graf normálneho rozdelenia s
σ = 1 je na obrázku 3.1.
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Obrázok 3.1:

� pre spojitú náhodnú premennú x s hustotou pravdepodobnosti ρ(x) zavádzame pojem
distribu£nej funkcie F (x): hodnota F (X) je pravdepodobnos´, ºe náhodná premenná
nadobú da hodnotu z intervalu (−∞, X]. To znamená, ºe

lim
x→−∞

F (x) = 0 lim
x→+∞

F (x) = 1.

Z de�nície hustoty pravdepodobnosti zase máme vyjadrenie pre F (x):

F (x) =

∫ x

−∞
ρ(x′)dx′,

prípadne aj
ρ(x) = F ′(x).

3.1 Náhodnou premennou X je sú£et hodnôt dvoch hodov hracej kocky. Nájdite rozdelenie
náhodnej premennej X, jej strednú hodnotu a najpravdepodobnej²iu hodnotu.
Rie²enie: jednotlivý hod hracej kocky dá jeden z výsledkov {1, 2, 3, 4, 5, 6} a to kaºdý s rovnakou
pravdepodobnos´ou 1/6. Sú£et z dvoch hodou kocky môºe nadobúda´ hodnoty {2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12}.
Zistíme s akými pravdepodobnos´ami. Rozpí²eme si ko©kými spôsobmi sa jednotlivé hodnoty môºu
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dosiahnu´:

2 = 1 + 1 . . . 1 spôsob
3 = 1 + 2 = 2 + 1 . . . 2 spôsoby
4 = 1 + 3 = 3 + 1 = 2 + 2 . . . 3 spôsoby
5 = 1 + 4 = 4 + 1 = 2 + 3 = 3 + 2 . . . 4 spôsoby
6 = 1 + 5 = 5 + 1 = 2 + 4 = 4 + 2 = 3 + 3 . . . 5 spôsobov
7 = 1 + 6 = 6 + 1 = 2 + 5 = 5 + 2 = 3 + 4 = 4 + 3 . . . 6 spôsoby
8 = 2 + 6 = 6 + 2 = 3 + 5 = 5 + 3 = 4 + 4 . . . 5 spôsobov
9 = 3 + 6 = 6 + 3 = 4 + 5 = 5 + 4 . . . 4 spôsoby
10 = 4 + 6 = 6 + 4 = 5 + 5 . . . 3 spôsoby
11 = 5 + 6 = 6 + 5 . . . 2 spôsoby
12 = 6 + 6 . . . 1 spôsob

aká je pravdepodobnos´ realizácie kaºdého spôsobu t.j. konkrétnej dvojice (aj s poradím) hodnôt?
- je zrejme 1/(6 · 6) = 1/36. Takºe máme:

p(2) =
1

36
, p(3) =

2

36
=

1

18
, p(4) =

3

36
=

1

12
, p(5) =

4

36
=

1

9
, p(6) =

5

36

p(7) =
6

36
=

1

6
, p(8) =

5

36
, p(9) =

4

36
=

1

9
, p(10) =

3

36
=

1

12
, p(11) =

2

36
=

1

18
, p(12) =

1

36
.

Takºe stredná hodnota tejto náhodnej premennej je:

〈X〉 = 2
1

36
+ 3

1

18
+ 4

1

12
+ 5

1

9
+ 6

5

36
+ 7

1

6
+ 8

5

36
+ 9

1

9
+ 10

1

12
+ 11

1

18
+ 12

1

36
= 7.

Tento výsledok moºno inák odpozorova´ z toho, ºe £ísla p(Xi) súrozloºené symmetricky okolo
hodnoty 7. Najpravdepodobnej²ia hodnota premennej X je zrejem tieº 7 lebo p(7) = 1/6 je
maximálna pravdepodobnos´. Rozdelenie tejto náhodnej premennej je znázornené aj na obrázku
3.2.

3.2 Nájdite disperziu náhodnej premennej X z príkladu 3.1.

3.3 Uvaºujme hru, v ktorej sa hádºe kockou (bodové hodnoty hodov 1 − 6 rovnomerne rozde-
lené) a pravidelným ²tvorstenom (pyramídou), kde sú bodové hodnoty 1 − 4 znovu rovnomerne
rozdelené. Zostavíme náhodnú premennú X takto: raz hodíme kockou a raz ²tvorstenom a bodové
hodnoty s£ítame. Nájdite rozdelenie pravdepodobnosti pre veli£inu X, ¤alej nájdite 〈X〉, σ(X) a
najpravdepodobnej²iu hodnotu veli£iny X.

3.4 Urobte to isté, £o v príklade 3.3, len som zámenou sú£et → sú£in.
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Obrázok 3.2:

3.5 Nech diskrétna náhodná premenná nadobúda v²etky nezáporné celé hodnoty {0, 1, 2, 3, . . . }.
Pravdepodobnos´, ºe nadobudne hodnotu n nech je daná vz´ahom (Poissonovo rozdelenie):

pn = K
µn

n!
,

kde µ je kladný parameter. Nájdite hodnotu normovacej kon£tanty K.
Rie²enie: zapí²eme si podmienku normovania pravdepodobnosti:

1 =
∞∑

n=0

pn = K

∞∑
n=0

µn

n!
= Keµ ⇒ K = e−µ.

Takºe Poissonovo rozdelenie aj s normovaním má tvar:

pn =
µn

n!
e−µ.

Graf Poissonovho rozdelenia je na obrázku 3.3.

2 4 6 8 10
n

0.05

0.1

0.15

0.2

pn

Obrázok 3.3: Graf Poissonovho rozdelenia s parametrom µ = 3.

3.6 Nájdite strednú hodnotu a strednú kvadratickú odchýlku pre doskrétnu náhodnú premennú
x, ktorá má Poissonovo rozdelenie.
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Rie²enie: priamim výpo£tom získame obe poºadavané veli£iny:

〈x〉 =
∞∑

n=0

µn

n!
e−µn =

∞∑
n=1

µn

n!
e−µn =

∞∑
n=1

µn

(n− 1)!
e−µn =

∞∑
n=0

µn+1

n!
e−µ = µ

∞∑
n=0

µn

n!
e−µ =

µ ,

〈x2〉 =
∞∑

n=0

µn

n!
e−µn2 =

∞∑
n=1

µn

n!
e−µn2 =

∞∑
n=1

µn

(n− 1)!
e−µn =

∞∑
n=0

µn+1

n!
e−µ(n + 1) =

µ [〈x〉+ 1] = µ2 + µ .

Takºe disperzia veli£iny x je daná vz´ahom:

σ(x) =
√
〈x2〉 − 〈x〉2 =

√
µ.

3.7 Diskrétna náhodná premenná x ∈ {1, 2, 3, 4, . . . } je charakterizovaná rozdelením pravde-
podobosti:

pn = K
1

n(n + 1)
, n = 1, 2, 3, 4, . . . .

Nájdite normovaciu kon²tantu K a vypo£ítajte 〈xl〉 a to pre kaºdé l = 1, 2, 3, . . . .
Rie²enie: nájdeme najskôr normovaciu kon²tantu:

1 =
∞∑

n=1

pn = K

∞∑
n=1

1

n(n + 1)
.

Potrebujeme teda spo£íta´ uvedený nekone£ný rad. Sú dve moºnosti: spo£íta´ takýto rad presne
alebo nájs´ pribliºnú hodnotu jeho sú£tu. V tomto prípade moºno pouºi´ prvý spôsob (ale je to
výnimka!):

∞∑
n=1

1

n(n + 1)
=

1

1 · 2 +
1

2 · 3 +
1

3 · 4 +
1

4 · 5 + · · · =
(

1− 1

2

)
+

(
1

2
− 1

3

)
+

(
1

3
− 1

4

)
+

(
1

4
− 1

5

)
+ · · · = 1.

Takºe normovacia podmienka znamená:

K · 1 = 1 ⇒ K = 1 ⇒ pn =
1

n(n + 1)
.

Teraz sa pozrieme na poºadované stredné hodnoty. Vezmeme najprv prípad l = 2; vtedy máme:

〈x2〉 =
∞∑

n=1

n2

n(n + 1)
.

Tento rad je ale DIVERGENTNÝ (t.j. 〈x2〉 = +∞),lebo

lim
n→∞

n2

n(n + 1)
= 1,
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takºe sa jedná prakticky o sumu samých jedni£iek. Tým skôr pre l ≥ 3 dostaneme 〈xl〉 = +∞.
Ostáva preveri´ prípad l = 1, vtedy máme:

〈x〉 =
∞∑

n=1

n

n(n + 1)
=

1

n + 1
.

V tomto prípade je
lim

n→∞
1

n + 1
= 0,

£o ale automaticky neznamená, ºe uvedený rad je konvergentný - vi¤ príklad harmonického radu
2.14, kde tieº

lim
n→∞

1

n
= 0,

ale ako sme v príklade 2.14 ukázali, harmonický rad je divergentný. V skuto£nosti aj ná² rad pre
〈x〉 je divergentný, lebo je to NEKONE�NÁ £as´ radu harmonického! Takºe aj stredná hodnota
〈x〉 = +∞!

3.8 Nech x je diskrétna náhodná premenná nadobúdajúca hodnoty {1, 2, 3, . . . } s pravdepodob-
nos´ami pn. Nájdite (presným alebo pribliºným výpo£tom!) veli£iny: normovaciu kon²tantu K a
〈x〉, 〈x2〉 a σ(x) a to pre nasledovné prípady pravdepodobností pn:

a) pn = K
1

n4
b) pn = K

1

n2(n2 + 1)
c) pn = K

1

n3
d) pn = K

1

n5

e) pn = Ke−n2

f) pn = K
n

en + 1
g) pn = K

n

n4 + 1
h) pn = K

1

n8

3.9 Nech x ∈ [a, b] je náhodná premenná s rovnomerným rozdelením. Vypo£ítajme 〈x〉 a σ(x).
Rie²enie: pod©a zadania je hustota pravdepodobnosti náhodnej premennej x daná vz´ahom

ρ(x) =
1

b− a
,

preto:
〈x〉 =

∫ b

a

x
1

b− a
dx =

b− a

2
,

σ(x) =

√∫ b

a

x2
1

b− a
dx− (b− a)2

4
=

√
(b− a)2

3
− (b− a)2

4
=

b− a√
12

.

3.10 Nech x ∈ [0, 3] je náhodná premenná rovnomerne rozdelená. Nájdime pre ¬u distribu£nú
funkciu F (x).
Rie²enie: v prvom rade si uvedomíme, ºe hustotu pravdepodobnosti pre náhodnú premennú x

moºno zapísa´ takto:

ρ(x) =





0 , x ∈ (−∞, 0)
1
3

, x ∈ [0, 3]
0 , x ∈ (3,∞).

Preto pre distribu£nú funkciu dostávame:
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• x < 0:
F (x) =

∫ x

−∞
ρ(x′)dx′ = 0

• x ∈ [0, 3]:
F (x) =

∫ x

−∞
ρ(x′)dx′ =

x

3

• x > 3:
F (x) =

∫ x

−∞
ρ(x′)dx′ = 1.

Distribu£ná funkcia F je znázornená na obrázku 3.4.
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Obrázok 3.4:

3.11 Distribu£ná funkcia náhodnej premennej x ∈ [0,∞) je daná vz´ahom:

F (x) = 1− 1

1 + x2
.

Nájdite 〈x〉 .
Rie²enie: nech ρ je hustota pravdepodobnosti pre náhodnú premennú x:

ρ(x) = F ′(x) =
2x

(1 + x2)2
.

Poºadovaná stredná hodnota je teda:

〈x〉 =

∫ ∞

0

xρ(x)dx = 2

∫ ∞

0

x2

(1 + x2)2
dx =

π

2
.

Grafy funkcií F (x) a ρ(x) sú na obrázku 3.5.

3.12 Nájdite najpravdepodobnej²iu hodnotu a disperziu náhodnej premennej x z príkladu 3.11.
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Obrázok 3.5:

3.13 Nájdite kon²tantu K tak aby funkcia

ρ(x) = Kx(1− x), x ∈ [0, 1].

bola hutotou pravdepodobnosti. Vypo£ítajte 〈x〉 a σ(x) a najpravdepodobnej²iu hodnotu xnp.
Rie²enie: kon²tantu K ur£íme z normovacej podmienky

1 =

∫ 1

0

Kx(1− x)dx = K

∫ 1

0

(x− x2)dx = K

[
x2

2
− x3

3

]x=1

x=0

= K
1

6
⇒ K = 6.

Takºe máme
ρ(x) = 6x(1− x).

�alej po£ítame pod©a vy²²ie uvedených vz´ahov:

〈x〉 =

∫ 1

0

x6x(1− x)dx = 6

∫ 1

0

(x2 − x3)dx = 6

[
x3

3
− x4

4

]x=1

x=0

= 6
1

12
=

1

2
.

σ2(x) = 〈x2〉 − 〈x〉2,
preto zrátame:

〈x2〉 = 6

∫ 1

0

x26x(1− x)dx = 6

∫ 1

0

(x3 − x4)dx = 6

[
x4

4
− x5

5

]x=1

x=0

= 6
1

2
=

3

10
.

A teda máme pre disperziu

σ(x) =

√
3

10
−

(
1

2

)2

=

√
3

10
− 1

4
=

1√
20

.

E²te ur£íme najpravdepodobnej²iu hodnotu xnp. Treba nájs´ globálne maximum(á) funkcie ρ(x).
Zderivujeme a poloºíme rovné nule:

ρ′(x) = 6− 12x = 0 ⇒ x =
1

2
.
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�ahko sa overí, ºe v tomto bode je ozaj maximum (a nie minimum, a hodnota na krajoch intervalu
je men²ia). Preto

xnp =
1

2
.

Zase vy²lo, ºe xnp = 〈x〉. Toto ale nie je v²eobecný prípad ako je ukázané v ¤a©²om príklade.

3.14 Nájdite kon²tantu K tak aby funkcia

ρ(x) = Kx4e−x, x ∈ [0,∞).

bola hutotou pravdepodobnosti. Vypo£ítajte 〈x〉 a σ(x) a najpravdepodobnej²iu hodnotu xnp.
Rie²enie: postupujeme rovnako ako v predchádzajúcom príklade, akurát interval de�nície x je
nekone£ný, £o znamená, ºe treba vypo£íta´ nevlastné integrály. Z príkladu 2.6 vieme, ºe

∫ ∞

0

xne−xdx = 1 · 2 · 3 · · · · n ≡ n! ,

preto v na²om prípade n = 4 máme:

1 =

∫ ∞

0

Kx4e−xdx = 24K ⇒ K =
1

24
.

Teda na²e rozdelenie je
ρ(x) =

1

24
x4e−x.

Graf tohoto rozdelenia je na obrázku 3.6. Stredná hodnota x je

〈x〉 =
1

24

∫ ∞

0

x5e−xdx =
5!

24
= 5.

Na to aby sme dostali disperziu σ(x) nám treba

〈x2〉 =
1

24

∫ ∞

0

x6e−xdx =
6!

24
= 30

a teda disperzia (= stredná kvadratická odchýlka) je

σ(x) =
√

30− 52 =
√

5.

No a ostáva ur£i´ najpravdepodobnej²iu hodnotu xnp. Nájdeme maximum funkcie ρ(x):

ρ′(x) = 4x3e−x − x4e−x = x3e−x (4− x) = 0 ⇒ xnp = 4.

Teda naozaj je v tomto prípade xnp 6= 〈x〉.

3.15 Nájdite normovaciu kon²tantu K tak, aby zadaná funkcia ρ mohla by´ hustotou pravde-
podobnosti pre náhodnú premennú x zo zadaného intervalu.

a) ρ(x) = K(x2 − x4), x ∈ [−1, 1] b) ρ(x) = Kxe−x2

, x ∈ [0,∞)

c) ρ(x) = K cos(x), x ∈ [−π/2, π/2] d) ρ(x) =
K√
x
, x ∈ [0, 1]
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Obrázok 3.6:

3.16 Nájdite strednú hodnotu náhodnej premennej x ak je daná jej hustota pravdepodobnosti

a) ρ(x) = cos(x), x ∈ [0, π/2] b) ρ(x) = 2x, x ∈ [0, 1]

c) ρ(x) = e−x, x ∈ [0,∞) d) ρ(x) = − ln(x), x ∈ [0, 1]

3.17 Nájdite strednú kvadratickú odchýlku náhodnej premennej x, ktorej hustota pravdepodob-
nosti je daná vz´ahom

a) ρ(x) =
2

π

1

1 + x2
, x ∈ [−1, 1] b) ρ(x) = xe−x, x ∈ [0,∞)

c) ρ(x) =
1

2

1√
x
, x ∈ [0, 1] d) ρ(x) =

1

2
x2e−x, x ∈ [0,∞)

3.2 Transformácia náhodnej premennej
• zadaná je náhodná premenná x a jej hustota pravdepodobnosti ρ(x). Nech náhodná pre-

menná x súvisí s náhodnou premennou y vz´ahom

y = y(x),

kde funkcia y(x) je prostá a má spojitú prvú deriváciu. Potom náhodná premenná y má
rozdelenie dané hustotou pravdepodobnosti χ

χ(y) = ρ(x(y))

∣∣∣∣
dx

dy

∣∣∣∣ .

3.18 Nech náhodná premenná x ∈ [0,∞) má hustotu pravdepodobnosti

ρ(x) = e−x.

Nájdite hustotu pravdepodobnosti χ náhodnej premennej

y = arctan(x).

38



3.2 Transformácia náhodnej premennej 39

Rie²enie: v prvom rade ur£íme, z akej mnoºiny je y: no ak x ∈ [0,∞) ⇒ y ∈ [0, π/2). Vyjadríme
si x ako funkciu y, teda:

x = tan(y) ⇒
∣∣∣∣
dx

dy

∣∣∣∣ =
1

cos2(y)

a �nálne
χ(y) =

e− tan(x)

cos2(y)
.

Pre porovnanie grafy funkcií ρ a χ sú na obrázku 3.7.
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Obrázok 3.7:

3.19 Nech náhodná premenná x ∈ [0,∞) má hustotu pravdepodobnosti

ρ(x) = e−x.

Nájdite hustotu pravdepodobnosti χ náhodnej premennej

y = e−x.

Rie²enie: postupujeme presne rovnako ako v príklade 3.18. x ∈ [0,∞) to znamená, ºe y ∈ [0, 1].
Vyjadríme x ako funkciu y a zrátame potrebnú deriváciu:

x = − ln(y) ⇒
∣∣∣∣
dx

dy

∣∣∣∣ =
1

y
.

Tým prichádzame k hustote pravdepodobnosti náhodnej premennej y:

χ(y) = y
1

y
= 1,

£o znamená, ºe náhodná premenná y ∈ [0, 1] má rovnomerné rozdelenie!

3.20 Rýchlos´ (ve©kos´ rýchlosti) molekuly plynu je náhodná premenná s hustotou pravdepodob-
nosti

ρ(v) =
4√
π

v2e−v2

, v ∈ [0,∞).
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3.2 Transformácia náhodnej premennej 40

Nájdite strednú hodnotu ve©kosti rúchlosti, najpravdepodobnej²iu hodnotu ve©kosti rýchlosti a
vypo£ítajte rozdelenie novej premennej ε - energie molekuly:

ε =
1

2
v2.

Rie²enie: stredná hodnota ve©kosti rýchlosti je

〈v〉 =
4√
π

∫ ∞

0

v3e−v2

dv =
∣∣v2 = u, 2vdv = du

∣∣ =
2√
π

∫ ∞

0

ue−udu =
2√
π

.

Najpravdepodobnej²ia rýchlos´ sa dostane ako bod v ktorom má funkcia ρ(v) maximum:

ρ′(v) =
(
2v − 2v3

)
e−v2

= 2v(1− v2)e−v2

= 0 ⇒ v1 = 0, v2 = 1.

Ke¤ºe ρ(0) = 0, tak vo v1 maximum nie je, ale vo v2 je a preto

vnp = 1.

No a e²te nájdeme rozdelenie pravdepodobnosti pre energiu: vyjadríme v ako funkciu ε:

v =
√

2ε ⇒ dv

dε
=

1√
2

1√
ε
.

A teda rozdelenie pre energiu je

χ(ε) =
4√
π

2εe−2ε 1√
2

1√
ε

=
8√
2π

√
εe−2ε, ε ∈ [0,∞).

Rozdelenia ρ(v) a χ(ε) sú na grafoch 3.8.
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Obrázok 3.8:

3.21 Nájdite hustotu pravdepodobnosti pre náhodnú premennú y ak y = y(x) a náhodná pre-
menná x má známe rozdelenie pravdepodobnosti:

a) ρ(x) =
1

4
, x ∈ [0, 4], y =

√
x b) ρ(x) = 6x(1− x), x ∈ [0, 1], y = x2

c) ρ(x) = sin(x), x ∈ [0, π/2], y = sin(x) d) ρ(x) = xe−x, x ∈ [0,∞), y =
√

x
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3.3 Funkcie viacerých náhodných premenných 41

3.3 Funkcie viacerých náhodných premenných
• nezávislos´: nech náhodná premenná x ∈ I1 je popísaná hustotou pravdepodobnosti ρ(x) a

nech náhodná premenná y ∈ I2 je popísaná hustotou pravdepodobnosti ξ(y). Potom ak tieto
veli£iny sú nezávislé, tak usporiadaná dvojica (x, y) je (dvojrozmerná) náhodná premenná,
(x, y) ∈ I1 × I2, a je popísaná hustotou pravdepodobnosti

χ(x, y) = ρ(x)ξ(y).

• predchádzajúce sa rovnako roz²íri na ©ubovo©ný po£et premenných (rozmerov) .

3.22 Nájdite hustotu pravdepodobnosti pre náhodnú veli£inu z, ktorá vzniká ako sú£in náhod-
ných veli£ín x a y (z = xy), ktoré sú nezávislé a kaºdá je rovnomerne rozdelená v intervale [0, 1].
Rie²enie: v prvom rade si uvedomíme, ºe veli£ina z nadobúda tieº hodnoty z intervalu [0, 1]. Nech
teda Z je niektoré z £ísel z tohoto intervalu. Vypo£ítame pravdepodobnos´, ºe z bude z intervalu
[0, Z] - teda vlastne nájdeme distribu£nú funkciu F . Máme:

z ≤ Z ⇒ xy ≤ Z ⇒ y <
Z

x
,

samozrejme spolu s tým, ºe 0 ≤ x ≤ 1 a 0 ≤ y ≤ 1. F (Z) je dané, vi¤ obrázok 3.9 nasledovne:

F (Z) = Z +

∫ 1

Z

Z

x
dx = Z − Z ln(Z).
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Obrázok 3.9: Znázornenie oblasti prípustných dvojíc (x, y) pre Z = 1/3. F (Z) je plocha leºiaca v
uvedenom ²tvorci pod zvýraznenou £iarou.

Takºe pre kaºdé z ∈ [0, 1] je
F (z) = z − z ln(z).

A teda pre hustotu pravdepodobnosti máme:

ρ(z) = F ′(z) = 1− ln(z)− z
1

z
= − ln(z).
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Grafy funkcií F a ρ sú na obrázku 3.10. Vidíme, ºe najpravdepodobnej²ou hodnotou premennej
z je 0. Vypo£ítame e²te strednú hodnotu veli£iny z:

〈z〉 =

∫ 1

0

zρ(z)dz =

∫ 1

0

−z ln(z)dz = −
[
1

2
z2 ln(z)− 1

2

∫
z2 1

z

]1

0

=
1

2

∫ 1

0

zdz =
1

4
.

No a e²te dopo£ítame strednú kvadratickú odchýlku pre z:

〈z2〉 =

∫ 1

0

−z2 ln(z)dz =
1

9

a teda
σ(z) =

√
〈z2〉 − 〈z〉2 =

√
1

9
− 1

16
=

√
7

12
≈ 0.2205 .
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Obrázok 3.10: Funkcie F a ρ z úlohy 3.22.

3.23 Nájdite hustotu pravdepodobnosti pre náhodnú veli£inu z, ktorá vzniká ako podiel náhod-
ných veli£ín x a y

z =
x

y
,

ktoré sú nezávislé a kaºdá je rovnomerne rozdelená v intervale [0, 1].
Rie²enie: v prvom rade si uvedomíme, ºe veli£ina z nadobúda tieº hodnoty z intervalu [0,∞).
Nech teda Z je niektoré z £ísel z tohoto intervalu. Vyjadríme pravdepodobnos´ F (Z), ºe

z ≤ Z ⇒ y ≥ x

Z

spolu s obmedzeniami x, y ∈ [0, 1], vi¤ obrázok 3.11 - pre Z ∈ [0, 1] je

F (Z) =
1

2
Z

a pre Z > 1 je
F (Z) = 1− 1

2

1

Z
,
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takºe pre kaºdé z ∈ [0,∞) je

F (z) =

{
z/2 , 0 ≤ z ≤ 1

1− 1/(2z) , z > 1.

A hustota pravdepodobnosti pre premennú z je teda (ρ(z) = F ′(z))

ρ(z) =

{
1/2 , 0 ≤ z ≤ 1

1/(2z2) , z > 1.

Funkcie F a ρ sú pre tento prípad znázornené na obrázku 3.12.
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Obrázok 3.11: K ur£eniu funkcie F (Z): dolná £iara zodpovedá Z = 2 a horná Z = 1/2. F (Z) je
plocha leºiaca v uvedenom ²tvorci nad príslu²nou £iarou.
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Obrázok 3.12: Funkcie F a ρ z úlohy 3.23.

3.24 Vypo£ítajte strednú hodnotu a strednú kvadratickú odchýlku pre náhodnú premennú z z
úlohy 3.23.
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3.25 Náhodné premenné x, y sú nezávislé a obe rovnomerne rozdelené v intervale [0, 1]. Nájdite
rozdelenie náhodnej premennej z:

a) z = x + y b) z = x− y.

Nájdite pre oba prípady aj veli£iny 〈z〉, σ(z) a najpravdepodobnej²iu hodnotu z.

3.26 Strely padajú do kruhového ter£a s polomerom R rovnomerne (t.j. pravdepodobnos´, ºe
strela zasiahne vybratý kusok plochy ter£a je priamo úmerná ploche tohoto kúsku). Nájdite
rozdelenie náhodnej premennej - vzdialenosti r miesta zásaho od stredu ter£a. �alej nájdite aj
veli£iny 〈r〉 a σ(r) a najpravdepodobnej²iu hodnotu veli£iny r.
Rie²enie: nech 0 ≤ r ≤ R, nájdeme pravdepodobnos´ F (r), ºe strela padne do kruhu so stredom
v strede ter£a a polomerom r; ke¤ºe strely padajú na ter£ rovnomerne, je táto pravdepodobnos´
rovná:

F (r) =
πr2

πR2
=

r2

R2
.

Takºe hustota pravdepodobnosti pre nágodnú veli£inu r je:

ρ(r) = F ′(r) =
2r

R2
, r ∈ [0, R].

Hne¤ vidíme, ºe najpravdepodobnej²ou hodnotou je r = R (t.j. kraj ter£a). Vypo£ítame
poºadované veli£iny:

〈r〉 =

∫ R

0

rρ(r)dr =

[
2

3

r3

R2

]r=R

r=0

=
2

3
R,

〈r2〉 =

∫ R

0

r2ρ(r)dr =

[
2

4

r3

R2

]r=R

r=0

=
1

2
R2,

σ(r) =
√
〈r2〉 − 〈r〉2 =

R√
18

.

Veli£ina σ(r) sama o sebe nie je názorná. Informáciu nám ale dá podiel σ(r)/R, ktorá ur£uje v
akom je vz´ahu typický rozptyl v stre©be k polomeru celého kruhu. V na²om prípade:

σ(r)

R
=

1√
18
≈ 0.2357 (≈ 23.6%).
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Kapitola 4

Oby£ajné diferenciálne rovnice

4.1 Úvod
Oby£ajná diferenciálna rovnica je vo v²eobecnosti rovnica typu:

f(x, y(x), y′(x), y′′(x), . . . , y(n)(x)) = 0,

kde f je funkcia n + 1 premenných. V ¤a©²om texte slovo oby£ajná budeme vypú²´a´. Objasníme
len, ºe znamená rozlí²enie od tzv. parciálnych diferenciálnych rovníc, ktorými sa teraz zaobera´
nebudeme.
Diferenciálnu rovnicu nazývame diferenciálnou rovnicou n-tého rádu ak funkcia f závisí netriviálne
od n-tej derivácie neznánej funkcie y a nezávisí uº od ºiadnej vy²²ej derivácie neznámej funkcie.
Existuje mnoho klasi�kácií diferenciálnych rovníc, tu uvedieme len tú základnú:

• lineárne diferenciálne rovnice - tie zodpovedajú situácii, ke¤ funkcia f je lineárnou
funkciou svojich argumentov y(x), y′(x), . . . , y(n)(x) (teda nemusí to by´ lineárna funkcia
argumentu (nezávisle premennej) x). Uvedieme príklady lineárnych diferenciálnych rovníc:

a) y′(x) + y(x) + 2 = 0 b) y′′′(x)− x3y′(x)− 2y(x) + sin(x)− x3 = 0

Diferenciálna rovnica a) je lineárna diferenciálna rovnica prvého rádu. Rovnica b) je lineárna
diferenciálna rovnica tretieho rádu. Lineárne diferenciálne rovnice e²te delíme na:

X homogénne
X nehomogénne

V²eobecný tvar homogénnej lineárnej diferenciálnej rovnice n-tého rádu je

pn(x)y(n)(x) + pn−1(x)y(n−1)(x) + · · ·+ p2(x)y′′(x) + p1(x)y′(x) + p0(x)y(x) = 0,

kde funkcie (koe�cienty) pj, j ∈ {0, 1, 2, . . . , n} sú zadané a pn(x) nie je identicky nula.
Hlavnou charakteristikou homogénnych lineárnych diferenciálnych rovníc je, ºe ak y1(x) a
y2(x) sú dve rie²enia homogénnej lineárnej diferenciálnej rovnice a α ∈ R, tak aj funkcia
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4.1 Úvod 46

y1(x) + αy2(x) je rie²ením tejto rovnice.
Lineárne diferenciálna rovnica, ktorá nie je homogénna sa nazýva nehomogénna. Obe
lineárne diferenciálne rovnice a) aj b) sú nehomogénne. Príkladom homogénnej lineárnej
diferenciálnej rovnice (piateho rádu) je rovnica:

(1 + x3)y(5)(x)− y(4)(x) + xy′(x) + 3y(x) = 0,

v ktorej máme:

p5(x) = 1 + x3, p4(x) = −1, p3(x) = 0, p2(x) = 0, p1(x) = x, p0(x) = 3.

• nelineárne diferenciálne rovnice - tie zodpovedajú situácii, ke¤ funkcia f nie je lineárnou
funkciou svojich argumentov y(x), y′(x), . . . , y(n)(x) (t.j. nie je lineárnou funkciou aspo¬
jedného z týchto argumentov). Uvedieme príklady:

a) y(x) + 2y(x)y′(x) + y′′(x) = 0 b) x + y2(x) + y′′(x) + y(5)(x) = 0

Diferenciálna rovnica a) je nelineárna diferenciálna rovnica druhého rádu. Rovnica b) je
nelineárna diferenciálna rovnica piateho rádu.

Uvedieme, ºe v porovnaní s teóriou lineárnych diferenciálnych rovníc je teória nelineárnych difer-
enciálnych rovníc ove©a zloºitej²ia. Nelineárne diferenciálne rovnice pokytujú omnoho ²ir²iu vari-
abilitu a nie je moºné preskúma´ ich tak ako rovnice lineárne1.

Okrem diferenciálnych rovníc sa vyskytujú (tak ako aj v prípade rovníc algebraických) aj
systémy diferenciálnych rovníc; t.j. systémy rovníc typu:

f1(x, y1(x), y′1(x), y′′1(x), . . . , y2(x), y′2(x), y′′2(x), . . . , ym(x), y′m(x), y′′m(x), . . . ) = 0,

f2(x, y1(x), y′1(x), y′′1(x), . . . , y2(x), y′2(x), y′′2(x), . . . , ym(x), y′m(x), y′′m(x), . . . ) = 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
fn(x, y1(x), y′1(x), y′′1(x), . . . , y2(x), y′2(x), y′′2(x), . . . , ym(x), y′m(x), y′′m(x), . . . ) = 0.

Systémy diferenciálnych rovníc zase môºeme rozdeli´ na lineárne a nelineárne.
Lineárnym systémom diferenciálnych rovníc pre neznáme funkcie y1, y2 je napr.:

y′1(x) + 2y2(x)− y′2(x)− x2 + 1 = 0,

y1(x)− xy′1(x)− 3y2(x)− 2y′2(x) = 0.

A nelineárnym systémom diferenciálnych rovníc pre neznáme funkcie y1, y2 je napr.:

y3
1(x)− y′1(x) + 2y2(x)− y′2(x) = 0,

y1(x)− y′1(x)y2(x) + y′2(x) = 0.

1napokon, podobne to je aj s rovnicami algebraickými
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4.1 Úvod 47

4.1.1 Pôvod diferenciálnych rovníc
Zrejme hlavným zdrojom diferenciálnych rovníc je fyzika a v²etky jej bohaté aplikácie. Ale
diferenciálne rovnice vystupujú aj v najrôznej²ích ekonomických, sociologických, biologických a
chemických modeloch, slúºiacich na popis reálnych situácií.
Uvedieme príklady:

• druhý newtonov pohybový zákon pre pohyb hmotného bodu hmotnosti m v smere x je
diferenciálnou rovnicou druhého rádu:

mx′′(t) = F,

kde x je poloha v £ase t, t.j. x′′(t) je zrýchlenie v £ase t, a F je pôsobiaca sila. Tá môºe
závisie´ od £asu, polohy prípadne aj rýchlosti, takºe v obecnosti je: F = F (t, x(t), x′(t)).
Napríklad pre vo©ný pád (x je zvislá súradnica) je

mx′′(t) = mg,

kde g ≈ 10m/s2 je kon²tanta - tiaºové zrýchlenie.

• biologický model predátor - koris´: ak uvaºujeme súºitie predátora y (y(t) je po£et kusov
predátora v £ase t) a jeho koristi (napr. nejakého bylinoºravca) z (z(t) je po£et kusov koristi
v £ase t), tak £asový vývoj populácií oboch druhov moºno úspe²ne modelova´ systémom
diferenciálnych rovníc

y′(t) = −y(t)(α− βz(t)),

z′(t) = z(t)(γ − δy(t)),

kde α, β, γ, δ sú (pozitívne) kon²tanty - parametre interakcie medzi druhmi. Tomuto modelu
sa v literatúre hovorí beºne Lotka - Volterra model. Popí²eme si význam jednotlivých
£lenov systému:

X y′(t) (z′(t)) je rýchlos´ rastu populácie predtátora (koristi)
X £len −αy(t) hovorí o tom, ºe ak ºije prive©a predátorov v danej oblasti strácajú podie©

na koristi - a brzdí sa ich mnoºenie (zabra¬uje teda premnoºeniu predátora)
X £len +βy(t)z(t) opisuje nárast rastu populácie predátora v dôsledku ve©kého po£tu

kusov (ve©ká pôrodnos´) - ale preºitie jedincov je naviazané na dostatok potravy - preto
sú£in so z(t) - ak klesá populácia koristi, klesá aj tento £len zvy²ujúci rast populácie
predátora

X £len +γz(t) opisuje zvý²ený rast populácie koristi v dôsledku jej dostato£ného po£tu
X £len −δz(t)y(t) zase opisuje bránenie premnoºenia populácii koristi pri dostato£nom

po£te kusov predátora (y(t)), ktorý má dobrý výber v love (ve©ké z(t))

Vplyv parametrov na dynamiku populácií predátora a koristi v modele Lotka - Volterra je
zobrazený na obrázku 4.1.
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4.2 Elementárny prípad 48
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Obrázok 4.1: Cykly v modele Lotka - Volterra. Zaujímame sa o stav populácie predátora y a koristi
z, ktoré sú v istom okamihu rovnaké (rovné 1) a ¤alej sa vyvýjajú pod©a Lotka - Volterra rovníc.
Pouºili sme �xné parametre: α = γ = δ = 1 a menili sme parameter β. Hodnoty parametra
β boli postupne 0.5, 0.7, 0.9, 1.1, 1.3, 1.5, a to prvá hodnota prislúcha naj²ir²iemu cyklu a
postupne sa zmen²ujúcim cyklom aº opa£ne deformovaným. Konkrétny £asový vývoj populácií y
a z prislúchajúci kaºdému z cyklov je na obrázku 4.2.

4.2 Elementárny prípad
• rovnica typu:

y′(x) = f(x),

kde f(x) je známa funkcia. Takto postavená úloha znie slovne: nájs´ v²etky funkcie y(x),
ktorých derivácia je zadaná funkcia f(x); táto úloha sa preto rie²i priamo£iarou integráciou:

y(x) =

∫
f(x)dx

• predchádzajúci prípad moºno zov²eobecni´ na rovnicu ©ubovo©ného rádu: ak

y(n)(x) = f(x),

tak
y(x) =

∫ ∫
. . .

∫

︸ ︷︷ ︸
n−times

f(x)dxdx . . . dx.

• pozorovanie: rie²enie prvej rovnice - ktorá je prvého rádu - obsahuje JEDNU kon²tantu,
lebo sme RAZ integrovali; podobne rie²enie druhej rovnice, ktorá je n-tého rádu obsahuje
n kon²tánt, lebo sme n-krát integrovali. Prítomnos´ týcho kon²tánt umoº¬uje predpísa´ na
rie²enie rovnice n-tého rádu n ¤a©²ích podmienok. Beºná je formulácia tzv. po£iato£nej
(alebo Cauchyho) úlohy : od rie²enia rovnice n-tého rádu, ktoré h©adáme v intervale
[a, b] poºadujeme splnenie podmienok (tzv. po£iato£né podmienky):

y(a) = α0, y′(a) = α1, y′′(a) = α2, . . . , y
(n−1)(a) = αn−1,

kde αi sú ©ubovo©né £ísla.
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Obrázok 4.2: �asový vývoj populácie predátora y (£ervená krivka) a koristi z (modrá krivka) v
modele Lotka - Volterra ²tartujúcom z po£iato£ného stavu y = z = 1, pri hodnotách α = γ = δ = 1
a pri rôznych hodnotách β, tak ako je vyzna£ené na grafoch.

4.1 Nájdite v²etky rie²enia diferenciálnej rovnice

y′(x) = x− sin(x)

ktoré sp¨¬a po£iato£nú podmienku:
y(0) = −1.

Rie²enie: v²eobecné rie²enie rovnice získame integráciou

y(x) =

∫
(x− sin(x))dx =

x2

2
+ cos(x) + C.

Po£iato£ná podmienka ur£í kon²tantu C:

−1 =
02

2
+ cos(0) + C = 1 + C ⇒ C = −2.
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4.2 Elementárny prípad 50

Takºe rie²enie na²ej po£iato£nej úlohy je

y(x) =
x2

2
+ cos(x)− 2.

4.2 Nájdite v²etky rie²enia diferenciálnej rovnice

y′′′(x) = 1− x2.

Rie²enie: tak ako sme uviedli vy²²ie, k nájdeniu v²etkých rie²ení treba vykona´ po sebe tri
integrácie:

y(x) =

∫ (∫ (∫ (
1− x2

)
dx

)
dx

)
dx =

x3

6
− x5

60
+ c1

x2

2
+ c2x + c3.

Poznamenajme, ºe aj c1 je kon²tanta (o ktorej ni£ iné nevieme), tak aj c1/2 je tak isto kon²tanta
a to isté rie²enie môºme zapísa´ aj takto:

y(x) =
x3

6
− x5

60
+ c̃1x

2 + c2x + c3.

4.3 Nájdite rie²enie diferenciálnej rovnice

y′′(x) = x2.

ktoré sp¨¬a po£iato£né podmienky:

y(0) = 0, y′(0) = 1.

Rie²enie: v²eobecné rie²enie rovnice získame integráciou

y(x) =

∫ (∫
x2dx

)
dx =

∫ (
x3

3
+ C1

)
dx =

x4

12
+ C1x + C2.

Kon²tanty C1, C2 ur£íme z po£iato£ných podmienok:

0 = C2, 1 = C1,

takºe
y(x) =

x4

12
+ x.

4.4 Nájdite rie²enie po£iato£nej úlohy:

y′(x) =
1

x
− x, y(2) = 5.

Rie²enie: nájdeme najpr v²eobecné rie²enie uvedenej diferenciálnej rovnice

y(x) =

∫ (
1

x
− x

)
dx = ln |x| − x2

2
+ c.

Integra£nú kon²tantu c ²peci�kujeme pomocou po£iato£nej podmienky:

5 = ln(2)− 4

2
+ c ⇒ c = 3− ln(2) (≈ 2.307) .

Graf rie²enia je znázornený na obrázku 4.3.
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Obrázok 4.3: Graf rie²enie po£iato£nej (Cauchyho) úlohy z príkladu 4.4. Vidíme, ºe rie²enie sa
nedá "potiahnu´" dozadu za bod x = 0, kde má singularitu. Pre v²etky x > 0 je ale rie²enie dobre
de�nované.

4.5 Zvislý pohyb telesa v homogénnom gravita£nom poli Zeme popísanom tiaºovým zrýchlením
g (g ≈ 10m/s2)2 sa riadi diferenciálnou rovnicou druhého rádu (pohybová rovnica, Newtonov
zákon sily):

z′′(t) = −g,

kde z je zvislá súradnica (orientová tak, ºe rastie smerom hore, t.j. z je vý²ka odpo£ítaná od istej
úrovne). Nech bol nejaký kame¬ vyhodený z vý²ky z = 0 v £ase t = 0 rýchlos´ou v0. Nájdite
vý²ku kame¬a v ©ubovo©nom £ase t > 0. Rie²te pre v²eobecné v0 a potom pre v0 = 30m/s.
Rozdiskutujte rie²enie.
Rie²enie: v prvom rade treba vyrie²i´ pohybovú rovnicu:

z′′(t) = −g ⇒ z(t) =

∫ (∫
(−g) dt

)
dt = −1

2
gt2 + c1t + c2.

Integra£né kon²tanty c1 a c2 ur£íme z po£iato£ných podmienok (z′(t) je rýchlos´ v £ase t):

z(0) = 0
z′(0) = v0

∣∣∣∣ ⇒ c1 = v0

c2 = 0
.

Takºe závislos´ vý²ky na £ase je daná vzorcom

z(t) = −1

2
gt2 + v0t.

V ²peciálnom prípade v0 = 30m/s je to

z(t) = −5t2 + 30t.

Funkcia z(t) dosahuje svoje maximum v £ase

tmax =
v0

g

2teda ²peciálne spome¬me, ºe bez odporu vzduchu
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4.2 Elementárny prípad 52

a toto maximum má hodnotu (maximálna dosiahnutá vý²ka):

zmax = z(tmax) =
v2

0

2g
.

Pre v0 = 30m/s je maximálna dosiahnutá vý²ka rovná 45m. Teleso sa ¤alej vráti spä´ do vý²ky
z = 0 (spadne spä´ na zem) v £ase

tf = 2tmax =
2v0

g
.

V prípade v0 = 30m/2 to je tf = 6s. Graf závislosti z(t) pre v0 = 30m/s je na obrázku 4.4.
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Obrázok 4.4: Závislos´ vý²ky telesa vrhnutého smerom nahor po£iato£nou rýchlos´ou 30m/s od
£asu (v zanedbaní odporu vzduchu).

4.6 Na elektrón s hmotnos´ou me a elektrickým nábojom e pôsobí sila od £asovo premenného
elektrického po©a opísaného intenzitou elektrického po© (vektor v smere kartézskej osi x):

E = E0 sin(ωt),

kde E0 je amplitúda intenzity elektrického po©a a ω je uhlová frekvencia. V £ase t = 0 je elektrón
v pokoji (má nulovú rýchlos´) a je v polohe x = 0. Nájdite polohu elektrónu ako funkciu £asu.
Rie²enie: zapí²eme si silu, ktorá pôsobí na elektrón v £ase t:

F (t) = eE = eE0 sin(ωt),

takºe pohybová rovnica pre elektrón je diferenciálna rovnica druhého rádu:

mex
′′(t) = eE0 sin(ωt),

alebo teda, po predelení hmotnos´ou me, spolu s po£iato£nými pomienkami,:

x′′(t) =
eE0

me

sin(ωt), x(0) = 0, x′(0) = 0.

Diferenciálnu rovnicu vyrie²ime dvojnásobnou integráciou:

x(t) =

∫ (∫ (
eE0

me

sin(ωt)

)
dt

)
dt = − eE0

meω2
sin(ωt) + c1t + c2.
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Integra£né kon²tanty ur£íme z po£iato£ných podmienok:

c2 = 0, c1 =
eE0

meω
,

takºe poloha elektónu v £ase t je zadaná formulou:

x(t) = − eE0

meω2
sin(ωt) +

eE0

meω
t =

eE0

meω

(
− 1

ω
sin(ωt) + t

)
.

Tvar tohoto rie²enia je zobrazený na obrázku 4.5.
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Obrázok 4.5: Rie²enie príkladu 4.6 s výberom kon²tánt e = 1, me = 1, E0 = 1, ω = 1. Vidíme,
ºe rie²enie znamená, ºe elektón sa pohybuje stále smerom rastu súradnice x len spremenlivou
rýchlos´ou.

4.7 Na urýchlenie rakety/vesmírnej sondy sa pouºívajú zvy£asne tzv. triskové motory - t.j.
z tela sondy cez trysky sa vypustia splodiny nejakého horenia (paliva), a to v smere opa£nom
ako je ºiadúce, aby sa zariadenie urýchlilo. Proces je tým efektívnej²í, £ím vä£²ou rýchlos´ou
sú splodiny horenia vypú²´ané. Konkrétne, rýchlos´ sondy v vo£i vonkaj²ej inerciálnej sústave sa
mení s hmotnos´ou sondy M (tá sa mení, lebo spálené palivo sa vypú²´a von!) pod©a diferenciálnej
rovnice (tzv. Me²£erského rovnica):

dv

dM
= − u

M
,

kde u je rýchlos´, akou sú vo£i telu sondy vypú²´ané splodiny horenia paliva. Nájdite, akou
rýchlos´ou sa bude pohybov´ sonda, ak na za£iatku mala hmotnos´ Mi a na konci horenia mala
hmotnos´ Mf a na za£iatku horenia paliva sonda stála.
Rie²enie: priamou integráciou dostávame závislos´ rýchlosti sondy od jej hmotnosti:

v(M) =

∫ −u

M
dM = −u ln(M) + c.

Integra£nú kon²tantu c ur£íme z po£iato£nej podmienky, ktorá hovorí, ºe pri po£iato£nej hmotnosti
sondy Mi bola jej rýchlos´ nulová:

0 = −u ln(Mi) + c ⇒ c = u ln(Mi).
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4.3 Diferenciálna rovnica prvého rádu v separovanom tvare 54

A teda pri �nálnej hmotnosti Mf je rýchlos´ sondy rovná

v(Mf ) = −u ln(Mf ) + u ln(Mi) = u ln

(
Mi

Mf

)
.

Závislos´ v(Mf ) od podielu Mi/Mf je znázornená na grafe 4.6.
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Obrázok 4.6: Výsledná rýchlos]v t sondy v jednotkách u (rýchlos´ unikajúcich splodín horenia
paliva vo£i telu sondy) versus podiel za£iato£nej a kone£nej hmotnost. Vidíme, ºe pre dos´ ve©ký
podiel Mi/Mf (menovite vä£²í ako e ≈ 2.718) je v > u.

4.8 Rie²te po£iato£né úlohy pre diferenciálne rovnice:

a) y′(x) = 4x, y(0) = 5 b) y′(x) = sin(x), y(0) = 1

c) y′(x) = 1 + x2, y(0) = 0 d) y′(x) = ex, y(0) = 0

e) y′(x) = cos2(x), y(0) = 0 f) y′(x) =
1

1 + x2
, y(0) = 1

g) y′′(x) = 1, y(0) = 0, y′(0) = 1 h) y′′(x) = sin(x), y(0) = 1, y′(0) = 0

i) y′′(x) = ex, y(0) = 0, y′(0) = 0 j) y′′(x) =
1

1 + x2
, y(0) = 1, y′(0) = 0

k) y′′′(x) = x, y(0) = 1, y′(0) = 0, y′′(0) = 0 l) y(4)(x) = x + 1, y(0) = 0, y′(0) = 0, y′′(0) = 0, y′′′(0) = 0

4.3 Diferenciálna rovnica prvého rádu v separovanom tvare
Jedná sa o diferenciálnu rovnicu prvého rádu, ktorá sa dá zapísa´ takto:

y′(x) = f(x)g(y),

kde f a g sú známe funkcie (obecne sp¨¬ajúce nejaké predpoklady, tie ale teraz rozobera´ neb-
udeme). Rovnicu vyrie²ime nasledovne:

dy

g(y)
= f(x)dx ⇒

∫
dy

g(y)
=

∫
f(x)dx.

Treba si uvedomi´, ºe aj ak vieme uvedené integrály vypo£íta´, jedná sa o rie²enie v implicitnom
tvare. Previes´ tento implicitný tvar na explicitný sa musíme e²te posnaºi´, a treba poveda´, ºe
nie vºdy to bude moºné.
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4.9 Vyrie²me diferenciálnu rovnicu aj s po£iato£nou podmienkou:

y′(x) = −y4, y(0) = 1.

Rie²enie: pod©a návodu vy²²ie máme:
∫

dy

y4
= −

∫
1dx ⇒ −1

3

(
1

y3
− 1

y3
0

)
= −x ⇒ 1

y3
= 3x +

1

y3
0

⇒ y =
1

3

√
3x + 1

y3
0

,

kde y0 je integra£ná kon²tanta, ktorú ur£íme z po£iato£nej podmienky:

y(0) = 1 =
1

3

√
1
y3
0

= y0.

Takºe celkové rie²enie je
y(x) =

1
3
√

3x + 1
.

Graf rie²enia je na obrázku 4.7.
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Obrázok 4.7: Graf rie²enie diferenciálnej rovnice z príkladu 4.9. Poznamenajme, ºe diferenciálna
rovnica tohoto typu opisuje jednoduchý model chladnutia telesa ºiarením, kde y je teplota a x je
£as (v istých jednotkách).

4.10 Vyrie²te diferenciálnu rovnicu

y′(x) =
sin(x)

y
, y(1) = 1.

Rie²enie: postupne máme
∫

ydy =

∫
sin(x)dx ⇒ 1

2
y2 = − cos(x) + C ⇒ y(x) =

√
2C − 2 cos(x).

Splnenie po£iato£nej podmienky vyºaduje aby:

1 =
√

2C − 2 cos(1) ⇒ 2C − 2 cos(1) = 1 ⇒ C =
1

2
+ cos(1),

a teda
y(x) =

√
1 + 2 cos(1)− 2 cos(x).

Graf rie²enia je na obrázku 4.8.
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Obrázok 4.8: Graf rie²enia diferenciálnej rovnice z príkladu 4.10.

4.11 Vyrie²te po£iato£nú úlohu pre diferenciálnu rovnicu

y′(x) =
y

y − 1
x, y(2) = 2.

Rie²enie: skúsime nájs´ v²eobecné rie²enie uvedenej rovnice
∫

y − 1

y
dy =

∫
xdx ⇒ y − ln |y| = x2

2
+ c.

Vidíme,ºe máme síce známe vyjadrenie x ako funkcie y ale inverzný vz´ah nezískame v elemen-
tárnych funkciách. To nám ale nebráni ur£i´ integra£nú kon²tantu c z po£iato£nej podmienky:

2− ln(2) = 2 + c ⇒ c = − ln(2),

a teda
x2

2
= y − ln |y|+ ln(2).

Toto rie²enie je zobrazené na grafe 4.9.
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Obrázok 4.9: Závislos´ ur£ená implicitne v príklade 4.11. Vidíme, ºe závislos´ x = x(y) nie je
prostá a preto inverzná závislos´ y = y(x) neexistuje v celom rozsahu oboru hodnôt (y). Menovite,
deliacou (kritickou) hodnotou je y = 1. To je aj singulárny bod pravej strany diferenciálnej rovnice
z ktorej sme vy²li.
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4.12 Vyrie²te po£iato£né úlohy pre separovate©né diferenciálne rovnice prvého rádu:

a) y′(x) =
1

y
, y(1) = 1 b) y′(x) =

cos(x)

y
, y(1) = 1

c) y′(x) =
y2

1 + x2
, y(0) = 1 d) y′(x) = (1 + y2)x2, y(0) = 1

e) y′(x) = −x

y
, y(1) = 4 f) y′(x) = xy, y(1) = −1

g) y′(x) = xy2, y(1) = 1 h) y′(x) =
y

x2
, y(1) = 1

4.4 Lineárna diferenciálna rovnica prvého rádu
• homogénna rovnica: je rovnica typu

y′(x) + p(x)y(x) = 0,

kde p(x) je zadaná funkcia - jedná sa teda o ²peciálny prípad z paragrafu 4.3. Moºno ju
vyrie²i´ (teda nájs´ v²eobecné rie²enie) nasledovne:

y′(x) = −p(x)y(x) ⇒ dy

y
= −p(x)dx ⇒ ln

∣∣∣ y

C

∣∣∣ = −
∫

p(x)dx ⇒

y(x) = C exp

(
−

∫
p(x)dx

)
.

• nehomogénna rovnica: je zov²eobecnením predchádzajúceho v zmysle, ºe pravá strana
rovnice sa zmení z nuly na ©ubovo©nú známu funkciu nezávisle premennej:

y′(x) + p(x)y(x) = q(x),

kde p(x) a q(x) sú zadané funkcie. Postup pri jej rie²ení tejto rovnice - tzv. metóda
variácie kon²tanty je nasledovný: najprv sa vezme homogénna úloha

z′(x) + p(x)z(x) = 0,

ktorej rie²enie uº poznáme:

z(x) = C exp

(
−

∫
p(x)dx

)
.

No a rie²enie pôvodnej úlohy sa h©adá v tomto tvare so zámenou C na funkciu (preto variácia
kon²tanty):

y(x) = γ(x) exp

(
−

∫
p(x)dx

)
.

Ke¤ sa toto dosadí do zadanej rovnice dostáva sa rovnica pre γ(x):

γ′(x) = q(x) exp

(∫
p(x)dx

)
,
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ktorá je elementárneho typu a jej rie²enie sa získa priamou integráciou:

γ(x) =

∫ [
q(x) exp

(∫
p(x)dx

)]
dx.

Spätným dosadením dostaneme priamo vzorec pre rie²enie3:

y(x) =

∫ [
q(x) exp

(∫
p(x)dx

)]
dx exp

(
−

∫
p(x)dx

)
.

4.13 Vyrie²te po£iato£nú úlohu:

y′(x) = y(x), y(0) = 1.

Rie²enie: jedná sa o homogénnu úlohu, preto:

dy

y
= dx ⇒ ln

∣∣∣∣
y

y0

∣∣∣∣ = x ⇒ y(x) = y0e
x.

Integra£nú kon²tantu y0 ur£íme z po£iato£nej podmienky:

1 = y0e
0 ⇒ y0 = 1.

Takºe rie²enie na²ej po£iato£nej úlohy je

y(x) = ex.

4.14 Vyrie²te po£iato£nú úlohu:

y′(x) = cos(x)y(x), y(0) = 1.

Rie²enie: jedná sa o homogénnu lineárnu diferenciálnu rovnicu prvého rádu. Ak si ju prepí²eme
do tvaru:

y′(x)− cos(x)y(x) = 0,

tak vidíme, ºe môºeme stotoºni´ p(x) = − cos(x) a jej obecné rie²enie teda je

y(x) = C exp

(
−

∫
(−1) cos(x)dx

)
= C exp(sin(x)).

Splníme po£iato£nú podmienku:
1 = Ce0 = C,

takºe �nálne rie²enie po£iato£nej úlohy je

y(x) = esin(x).

3poznamenajme, ºe by bolo náleºité ovláda´ metódu variácie kon²tánt a nie len tento vzorec, napokon aj z
praktického h©adiska, vzorec je uº dos´ komplikovaný
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4.15 Elementárny model pre rádioaktivitu úloºiska rádioaktívneho odpadu: pripome¬me si, ºe
ak máme v £ase t N(t) jadier rádioaktívnej látky charakterizovanej rozpadovou kon²tantou λ

(rozmer λ je s−1), tak potom v £ase t je rýchlos´ rozpadu jadier (teda po£et rozpadnutých jadier
za 1 sekundu) daná vz´ahom

N ′(t) = −λN(t).

Predpokladajme, ºe v £ase 0 je rádioaktívnych jadier N0. Predchádzajúcu rovnicu ©ahko vyrie²ime
aj s po£iato£nou podmienkou N(t) = N0e

−λt - to je beºný exponenciálny zákon pre po£et rádioak-
tívnych jadier jedného typu, izolovaných od okolia. My teraz modi�kujeme rovnicu pre po£et
rádioaktívnych jadier v závislosti na £ase aby vyhovovala nasledovnému modelu: budeme pred-
poklada´, ºe do úloºiska privádzame stále nové rádioaktívne jadrá a ich mnoºstvo je Q za sekundu.
Takisto predpokladáme, ºe v £ase 0 je v úloºisku 0 (£isté úloºisko) rádioaktívnych jadier. Zistite
zá vislos´ N(t).
Rie²enie: najprv zostavíme diferenciálnu rovnicu. Zrejem je to modi�kácia vy²²ie uvedenej rovnice
pre izolovaný systém rádioaktívnych jadier. Musíze zaráta´, ºe rýchlos´ po£et rádioaktívnych jadier
sa nemení len ich rozpadom ale aj sa zvä£²uje aj ich "prítokom":

N ′(t) + λN(t) = Q.

Stotoºníme p(t) = λ a q(t) = Q a máme rie²enie:

N(t) =

∫
Qe

∫
λdtdte−

∫
λdt = Q

(∫
eλtdt

)
e−λt =

Q

λ

(
eλt + C

)
e−λt =

Q

λ

(
1 + Ce−λt

)
,

kde C je integra£ná kon²tanta, ktorú ur£íme z po£iato£nej podmienky:

0 =
Q

λ
(1 + C) ⇒ C = −1,

a teda závislos´ po£tu rádioaktívnych jadier na £ase je:

N(t) =
Q

λ

(
1− e−λt

)
.

Poznamenajme, ºe
lim
t→∞

N(t) =
Q

λ
,

t.j. limitne pre ve©ké £asy (vä²ie ako 1/λ - £o je charaktristický £as rozpadu jadra) sa celkový po£et
rádioaktívnych jadier pribliºuje ku kon²tantnej hodnote Q/λ. Graf funkcie N(t) pre Q = 1, λ = 1

je na obrázku 4.10.
Poznamenajme e²te, ºe dôleºitou charakteristikou rádioaktívneho materiálu akéhoko©vek typu

je jeho aktivita A - to je po£et rádioaktívnych premien za jednotku £asu. Aktivita je úmerná po£tu
rádioaktívnych jadier, je daná vz´ahom:

A(t) = λN(t).
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Obrázok 4.10: Závislos´ po£tu rádioaktívnych jadier v úloºisku od £asu, vypo£ítaná pre nasledovné
hodnoty parametrov: Q = 1, λ = 1.

V na²om modeli úloºiska s prísunom rádioaktívneho materiálu je teda aktivita v £ase t daná
vz´ahom

A(t) = Q
(
1− e−λt

)
.

V limite ve©kých £asov je
lim
t→∞

A(t) = Q,

teda aktivita úloºiska je rovná mnoºstvu rádioaktívnych jadier pritekajúcich za jednotku £asu.

4.16 Rie²te diferenciálne rovnice so zadanou po£iato£nou podmienkou:

a) y′(x)− xy(x) = 0, y(0) = 1 b) y′(x)− xy(x) = 0, y(1) = 1

c) y′(x) + sin(x)y(x) = 0, y(0) = 1 d) y′(x) + y(x) = sin(x), y(0) = 0

e) y′(x)− 4y(x) = x, y(0) = 0 f) y′(x) + y(x) = ex, y(0) = 2

4.5 Elementárna numerická metóda rie²enia diferenciálnej
rovnice prvého rádu

Uvaºujeme diferenciálnu rovnicu prvého rádu spolu s po£iato£nou podmienkou v tvare

y′(x) = f(x, y), y(x0) = y0.

O funkcii (pravej strane) predpokladajme, ºe je spojitá (minimálne v nejakom okolí po£iato£ného
bodu (x0, y0)). Zapí²me de�níciu ©avej strany diferenciálne rovnice:

y′(x) = lim
h→0

y(x + h)− y(x)

h
.

Z h©adiska praktického výpo£tu derivácie sa pozrieme na vec tak, ºe reálne nerobíme uvedenú
limitu ale sa uspokojíme s dostato£ne malou hodnou veli£iny (kroku) h:

y′(x) ≈ y(x + h)− y(x)

h
, pre dostato£ne malé h.
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No a teraz tento pribliºný prepis prenesieme do zadanej diferenciálnej rovnice:

y(x + h)− y(x)

h
= f(x, y),

odkia©:
y(x + h) = hf(x, y) + y(x) & y(x0) = y0.

Tento predpis sa volá Eulerova metóda.

4.17 Napí²me program, ktorý Eulerovou metódou vyrie²i diferenciálnu rovnicu

y′(x) = −(1 + y)
√

x2 + y2, y(0) = 0

a to na intervale x ∈ [0, 5].
Rie²enie: napí²eme taký program v jazyku C, a výstup zariadime tak, ºe zapí²eme hodnoty funkcie
(rie²enia) y(x) do súboru euler.dat:

# include<stdio.h>
# include<math.h>

�oat rhs(�oat a, �oat b)
{
return (-(1.+b)*sqrt(a*a+b*b));
}

main()
{

�oat y,x,h,y0,x0;
FILE *fw;
int i;

x0=0.;
y0=0.;

h=0.001;
x=x0;
y=y0;

fw=fopen(" euler.dat","w");
i=0;
do
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{
y=y+rhs(x,y)*h;
if (i%10==0) {
fprintf(fw,"% f",x);
fprintf(fw,);
fprintf(fw,"% f \ n",y); }
x=x+h;
i++;
}
while (x<=5.);
fclose(fw);
}

Výstup z programu je spracovaný na obrázku 4.11.
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Obrázok 4.11:

4.18 Vyrie²te numericky pouºitím Eulerovej metódy diferenciálne rovnice v zadaných intervaloch
a výsledky spracujte gra�cky:

a) y′(x) = − cos(xy), y(0) = 0, x ∈ [0, 3] b) y′(x) = − y

1 + x2 + y2
, y(0) = 1, x ∈ [0, 2]

c) y′(x) = sin(x) + ye−x, y(0) = 0, x ∈ [0, 1] d) y′(x) = −ye−y, y(0) = 1, x ∈ [0, 5]

e) y′(x) =
1

1 + x2y2
, y(0) = 0, x ∈ [0, 10] f) y′(x) = e−x sin(y), y(0) = 1, x ∈ [0, 10]

g) y′(x) = (1 + y) sin(y), y(0) = 1, x ∈ [0, 10] h) y′(x) = −y(1− y), y(0) = 1/2, x ∈ [0, 5]

i) y′(x) = cos(x + y), y(0) = 0, x ∈ [0, 20] j) y′(x) = e−y sin(y2), y(0) = 1, x ∈ [0, 10]

k) y′(x) = 1 + xy − x2y2, y(0) = 0, x ∈ [0, 4] l) y′(x) = 1− x2y2 + x3y3, y(0) = 0, x ∈ [0, 4]
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4.6 Rie²enie oby£ajných diferenciálnych rovníc pomocou matem-
atického software

V dne²nej dobe je takmer samozrejmos´ou rie²i´ mnoho (praktických) úloh z (aplikovanej) matem-
atiky pomocou rôzneho matematického software. Táto skuto£nos´ ale nepotlá£a potrebu ma´
preh©ad v teoretických základoch matematiky, nako©ko uº len formulácia otázky, nehovoriac o
praktickej obsluhe software, vyºaduje netriviálne matematické vedomosti.
Cie©om tohoto paragrafu nie je nau£i´ sa v detailoch ovláda´ vybraný software. Zameriame sa
len na jednu úlohu: nau£i´ sa vo vybranom software - menovite MATHEMATICA - pracova´ s
oby£ajními diferenciálnymi rovnicami. Toto urobíme na sérii príkladov, ktoré ozrejmia syntax
pouºívaných príkazov prostredia MATHEMATICA.

4.6.1 Príklady na nájdenie v²eobecného rie²enia oby£ajnej diferenciál-
nej rovnice

4.19 Nájdime v²eobecné rie²enie diferenciálnej rovnice druhého rádu:

y′′(x) = −y(x).

Rie²enie:

In[4]:= DSolve@8y'' @xD� -y@xD<, y @xD, x D

Out[4]= 88y@xD ® C@1DCos@xD+C@2DSin@xD<<

Obrázok 4.12: Prvý riadok je príkaz na rie²enie zvolej diferenciálnej rovnice a druhý riadok je
samotné rie²enie, ktoré môºeme prepísa´ do formy: y(x) = c1 cos(x) + c2 sin(x).

4.20 Nájdime v²eobecné rie²enie (nelineárnej) diferenciálnej rovnice tretieho rádu:

y′′′(x)− y′(x) = x3.

Rie²enie:

In[3]:= DSolve@y''' @xD- y' @xD� x^3, y @xD, x D

Out[3]= ::y@xD ® -3x2 - x4
�������

4
+ã

x C@1D-ã-x C@2D+C@3D>>

Obrázok 4.13: Syntax je rovnaká ako v príklade 4.19, samotné rie²enie, ktoré môºeme prepísa´ do
formy: y(x) = −3x2 − x2/4 + c1e

x − c2e
−x + c3.

4.21 Nájdime v²eobecné rie²enie (nelineárnej) diferenciálnej rovnice prvého rádu:

y′(x) = −y(x) + x2y2(x).

Rie²enie:
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In[5]:= DSolve@8y' @xD� -y@xD+ x^2 *Hy@xDL^2<, y @xD, x D

Out[5]= ::y@xD ® 1
��������������������������������������������������

2+2x+x2 +ãx C@1D
>>

Obrázok 4.14: Syntax je rovnaká ako v príklade 4.19, samotné rie²enie, ktoré môºeme prepísa´ do
formy: y(x) = 1

2+2x+x2+cex .

Ako ukáºu ¤a©²ie príklady, pouºitie programu MATHEMATICA (rovnako ako aj kaºdého iného
prostredia) neznamená vyrie²enie v²etkého, ukáºeme si 2 moºné komplikácie, ktoré môºu nasta´:

X nezrozumite©nos´ odpovede, resp. odpove¤ vyºadujúca ¤a©²ie ²túdium

X neschopnos´ software poskytnú´ odpove¤

4.22 Nájdime v²eobecné rie²enie (nelineárnej) diferenciálnej rovnice prvého rádu:

y′(x) = −y2(x) + x2y(x).

Rie²enie:

In[9]:= DSolve@8y' @xD� -Hy@xDL^2 + x^2 *Hy@xDL<, y @xD, x D

Out[9]= ::y@xD ® 3ã
x3
�����������

3 H-x3L1�3
����������������������������������������������������������������������������������������������������

3H-x3L1�3 C@1D-31�3 xGammaA 1
����
3
, - x3
������
3
E
>>

Obrázok 4.15: MATHEMATICA poskytuje rie²enie, ktoré obsahuje tzv. neúplnú Gamma-funkciu.
Poznamenajme, ºe informácie o tejto funkcii moºno nájs´ aj v help-e k programu MATHEMATI-
CA.

Podobná situácia nastáva v nasledujúcom prípade:

4.23 Nájdime v²eobecné rie²enie (nelineárnej) diferenciálnej rovnice druhého rádu:

xy′′(x)− y(x) = 0.

Rie²enie:

In[9]:= DSolve@x * y'' @xD- y@xD� 0, y @xD, x D

Out[9]= ::y@xD ® -" # ##x BesselIB1, 2" # ##x FC@1D+2" # ##x BesselKB1, 2" # ##x FC@2D>>

Obrázok 4.16: MATHEMATICA poskytuje rie²enie, ktoré obsahuje tzv. Besselove funkcie.

4.24 Nájdime v²eobecné rie²enie (nelineárnej) diferenciálnej rovnice prvého rádu:

y′(x) = − sin(y(x)) + x2y(x).

Rie²enie:
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In[14]:=

DSolve@8y' @xD� -Sin @y@xDD+ x^2 *Hy@xDL<, y @xD, x D

Solve::tdep  :  

The equations appear to involve the variables to be solved for in an essentially non -algebraic way. More…

Out[14]=

DSolve@8y¢@xD� -Sin @y@xDD+ x2 y@xD<, y @xD, x D

Obrázok 4.17: MATHEMATICA neposkytuje ºiadne rie²enie - to neznamená, ºe rie²enie neexis-
tuje, ba ani ºe je príli² komplikované - znamená to len, ºe program nemá algoritmus na to ako ho
nájs´.

4.25 Nájdite v²eobecné rie²enia diferenciálnych rovníc

a) y′′(x)− 4y′(x) = x b) y′′′(x) + y′(x) = cos(2x)

c) x2y′′(x)− y(x) = 0 d) x2y′′(x)− xy′(x) = 0

e) x2y′′(x)− xy′(x)− y(x) = 0 f) x2y′′(x)− xy′(x) + y(x) = 0

g) y′(x)− y(x) + y2(x) = 0 h) y′′(x)− y(x) = sin(x)

i) y′′(x) + y(x) = sin(x) j) y′′′′(x) + y(x) = 0

k) y′′(x) + y(x) = tan(x) l) y′′′′(x) + y′′(x) = 1

m) y′′′(x)− 4y(x) = x2 n) y′′′′ + 2y′(x) = x

o) y′′′(x) + y′′(x) + y′(x) + y(x) = x p) y′′′(x)− y′′(x) + y′(x) + y(x) = x

4.6.2 Príklady na nájdenie rie²enia po£iato£nej úlohy (rie²enia v tvare
"vzorca")

Teraz si ukáºeme, ako môºeme nájs´ rie²enie konkrétnej po£iato£nej úlohy. Je to len malá modi-
�kácia predchádzajúceho.

4.26 Nájdite rie²enie po£iato£nej úlohy pre diferenciálnu rovnicu druhého rádu:

y′′(x) + y′(x) + y(x) = −x, y(0) = 0, y′(0) = 1.

Rie²enie:

In[7]:= DSolve@8y'' @xD+ y' @xD+ y@xD� -x, y @0D� 0, y' @0D� 1<, y @xD, x D

Out[7]= ::y@xD ® -ã-x�2
i

k

jjjjjjj-ã
x�2
+ã

x�2 x+CosB
" # ##3 x
����������������

2
F-" # ##3 SinB

" # ##3 x
����������������

2
F
y

{

zzzzzzz>>

Obrázok 4.18: Vidíme syntax príkazu na rie²enie po£iato£nej úlohy. Konkrétne toto rie²enie
môºeme zapísa´ aj v beºnom tvare: 1− x− e−x/2 cos(

√
3x/2) + e−x/2

√
3 sin(

√
3x/2). Graf tohoto

rie²enia je na obrázku 4.19
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Obrázok 4.19: Rie²enie po£iato£nej úlohy z príkladu 4.26.

4.27 Nájdite rie²enie po£iato£nej úlohy pre diferenciálnu rovnicu prvého rádu:

y′(x) = y(x) + x2y2(x), y(0) = 1, y′(0) = 1.

Rie²enie:
In[29]:=

DSolve@8y' @xD� y@xD+ x^2 *Hy@xDL^2, y @0D� 1<, y @xD, x D

Out[29]=

::y@xD ® - ã
x

����������������������������������������������������������

-3+2ãx -2ãx x+ãx x2
>>

Obrázok 4.20: Rie²enie môºeme zapísa´ aj v beºnom tvare: −ex/(−3 + 2ex − 2xex + x2ex). Graf
a ¤a©²ia diskusia tohoto rie²enia sú na obrázku 4.21

0.5 1 1.5 2
x

-10

-7.5

-5

-2.5

2.5

5

7.5

10
y

Obrázok 4.21: Rie²enie po£iato£nej úlohy z príkladu 4.27. Vidíme, ºe rie²enie má singularitu,
pribliºne v bode x ≈ 1.1.
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4.28 Nájdite rie²enia po£iato£ných úloh pre diferenciálne rovnice:

a) y′′(x) = −y(x), y(0) = 3, y′(0) = −1 b) y′′(x) = y(x), y(0) = 3, y′(0) = −1

c) y′′(x)− 4y′(x) = x, y(0) = 1, y′(0) = 0 d) y′′(x)− 4y(x) = x, y(0) = 1, y′(0) = 0

e) y′′(x) + 4y′(x) = x, y(0) = 1, y′(0) = 0 f) y′′(x) + 4y(x) = x, y(0) = 1, y′(0) = 0

g) y′(x) = x(1 + y(x)), y(1) = 1 h) y′(x) = xey(x), y(0) = 1

i) y′(x) + y(x) = sin(x), y(0) = 1 j) y′′′′(x) = cos(3x), y(0) = y′(0) = y′′(0) = y′′′(0) = 0

i) y′(x)− 4y(x) = cos(x), y(0) = 0

4.6.3 Príklady na vyrie²enie po£iato£nej úlohy - bez podmienky na
rie²enie v tvare vzorca

V beºnej aplika£nej praxy je poºiadavka nájs´ rie²enie konkrétnej zaujímavej diferenciálnej rovnice
(po£iato£nej úlohy pre ¬u) £asto nesplnite©ná. Rie²enie povedzme existuje (a práve jedno!) ale
nedá sa napísa´ ako kone£ná kombinácia elementárnych funkcií. To ale neznamená, ºe sa s ním
nedá pracova´. Základnou uºito£nou informáciou o rie²ení je jeho graf. Podrobnej²ia informácia
je v dátovom súbore, z ktorého je vyrobený aj prípadný graf. Nau£íme sa s rie²ením po£iato£ných
úloh pracova´ aj takto.

4.29 Numericky vyrie²te a zobrazte rie²enie po£iato£nej úlohy:

y′′(x) + (1 + x3)y(x) = 0, y(0) = 0, y′(0) = 0

v intervale [0, 5].
Rie²enie: (je na obrázku 4.22)

In[14]:=

solution = NDSolve@8y'' @xD+H1 + x^3 L* y@xD� 0, y @0D == 1, y ¢@0D == 0<, y, 8x, 0, 5 <D;

Plot @y@xD �. solution, 8x, 0, 5 <, AxesLabel ® 8"x", "y" <D;
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Obrázok 4.22: Vidíme syntax príkazu, ktorý rie²i numericky po£iato£nú úlohu pre oby£ajnú difer-
enciálnu rovnicu druhého rádu, ako aj syntax príkazu, ktorý rie²enie zobrazí.
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4.30 Numericky vyrie²te a zobrazte rie²enie po£iato£nej úlohy:

y′(x) = sin(5x)y3(x), y(0) = −1

v intervale [0, 4].
Rie²enie: (je na obrázku 4.23)

In[12]:=

solution = NDSolve@8y' @xD� Sin @5*xD*Hy@xDL^3, y @0D� -1<, y, 8x, 0, 4 <D;

Plot @y@xD �. solution, 8x, 0, 4 <, AxesLabel ® 8"x", "y" <D;
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Obrázok 4.23: Rie²enie po£iato£nej úlohy z príkladu 4.30.

4.31 Numericky vyrie²te a zobrazte rie²enie po£iato£nej úlohy:

y′′′(x) + 4y′′(x) + xy(x) = x, y(0) = 0, y′(0) = 0, y′′(0) = −1

v intervale [0, 4].
Rie²enie: (je na obrázku 4.24)

4.32 Vyrie²te po£iato£nú úlohu (pre systém rovníc) a rie²enie zobrazte:

x′(t)− x(t)y(t) = cos(t), x′(t)− y(t) = 1, x(0) = 0, y(0) = 0

v intervale t ∈ [0, 10].
Rie²enie: (je na obrázku 4.25)
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In[16]:=

solution =

NDSolve@8y''' @xD+ 4* y'' @xD+ x * y@xD� x, y @0D� 0, y' @0D� 0, y'' @0D� -1<, y, 8x, 0, 3 <D;

Plot @y@xD �. solution, 8x, 0, 3 <, AxesLabel ® 8"x", "y" <D;
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Obrázok 4.24: Rie²enie po£iato£nej úlohy z príkladu 4.31.

4.33 Numericky vyrie²te a zobrazte rie²enia po£iato£ných úloh v uvedených intervaloch:
a) y′′(x) + (1 + x)y(x) = 0, y(0) = 1, y′(0) = 0 x ∈ [0, 10]

b) y′′(x) + (1 + x2)y(x) = 0, y(0) = 1, y′(0) = 0 x ∈ [0, 10]

c) y′′(x) + cos(x)y(x) = 0, y(0) = 1, y′(0) = 0 x ∈ [0, 10]

d) y′′(x)− cos(x)y(x) = 0, y(0) = 1, y′(0) = 0 x ∈ [0, 10]

e) y′′(x) +
x

1 + x2
y(x) = 0, y(0) = 1, y′(0) = 0 x ∈ [0, 100]

f) y′′(x) + y2(x) = 0, y(0) = 1, y′(0) = 0 x ∈ [0, 4]

g) y′′(x) + y(x) = sin(x), y(0) = 1, y′(0) = 0 x ∈ [0, 40]

h) y′′(x) + y(x) = sin(3x), y(0) = 1, y′(0) = 0 x ∈ [0, 40]

i) y′′(x) + y3(x) = sin(x), y(0) = 1, y′(0) = 0 x ∈ [0, 40]

j) y′′(x) + y(x)y′(x) = sin(4x), y(0) = 1, y′(0) = 0 x ∈ [0, 20]

k) y′′(x) + xy(x)y′(x) = sin(4x), y(0) = 1, y′(0) = 0 x ∈ [0, 20]

l) y′′(x) + xy(x)y′(x) =
sin(4x)

1 + x
, y(0) = 1, y′(0) = 0 x ∈ [0, 20]

m) y′′′(x) + xy(x)y′(x) = cos(x), y(0) = 0, y′(0) = 1, y′′(0) = 0 x ∈ [0, 20]

n) y′′′(x) + xy(x) = 0, y(0) = 1, y′(0) = 0, y′′(0) = 0 x ∈ [0, 20]

o) y′′′(x) + y3(x) = 0, y(0) = 1, y′(0) = 0, y′′(0) = 0 x ∈ [0, 5]

p) y′′′(x) + y3(x) = 0, y(0) = 0, y′(0) = 1, y′′(0) = 0 x ∈ [0, 5]

q) y′′′(x) + y3(x) = 0, y(0) = 0, y′(0) = 0, y′′(0) = 1 x ∈ [0, 5]

r) y′′′(x) + y3(x) = − sin(x), y(0) = 0, y′(0) = 0, y′′(0) = 1 x ∈ [0, 5]

s) y′(x)) = cos[y(x)], y(0) = 1 x ∈ [0, 2]

t) y′(x)) = cos[y(x)], y(0) = 2 x ∈ [0, 2]
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In[92]:=

solution = NDSolve@

8x¢@t D- x@t D* y@t D� Cos@t D, x @t D- y' @t D� 1, x @0D == 0, y @0D� 0<, 8x, y <, 8t, 0, 10 <D;

Plot @x@t D �. solution, 8t, 0, 10 <, AxesLabel ® 8"t", "x" <D;

Plot @y@t D �. solution, 8t, 0, 10 <, AxesLabel ® 8"t", "y" <D;

ParametricPlot @Evaluate @8x@t D, y @t D< �. solution D, 8t, 0, 10 <, AxesLabel ® 8"x", "y" <D;
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Obrázok 4.25: Rie²enie po£iato£nej úlohy z príkladu 4.32. Posledný graf znázor¬uje vzájomný
vz´ah veli£ín x a y.

4.7 Homogénna lineárna diferenciálna rovnica druhého rádu
s kon²tantnými koe�cientami

• Myslí sa tým rovnica
y′′(x) + py′(x) + qy(x) = 0,
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kde p, q sú reálne kon²tanty.

• Jej rie²enie h©adáme v tvare
y(x) = eλx,

so zatia© neznámim £íslom λ. Dosadením do rovnice zistíme, ºe λ je rie²enie kvadratickej
rovnice:

λ2 + pλ + q = 0.

Táo rovnica sa nazýva charakteristická rovnica. Rie²enie môºeme napísa´ priamo

λ1,2 =
1

2

[
−p±

√
p2 − 4q

]
.

No, v obecnosti nastávajú tri prípady pod©a znamienka diskriminantu:

� ak
p2 − 4q > 0

tak potom v²eobecné rie²enie na²ej diferenciálnej rovnice je

y(x) = C1e
λ1x + C2e

λ2x.

� ak
p2 − 4q < 0

tak potom si ozna£íme

ω =

√
q − p2

4

a v²eobecné rie²enie je

y(x) = e−
p
2
x [C1 cos(ωx) + C2 sin(ωx)] .

� ak
p2 − 4q = 0

tak potom máme len jediné λ a je rovné λ = −p/2 a v²eobecné rie²enie je

y(x) = C1e
− p

2
x + C2xe−

p
2
x.

• Nastáva ²peciálne zaujímavý prípad, ke¤ p = 0 a q = 1, £o znamená, ºe máme diferenciálnu
rovnicu

y′′(x) + y(x) = 0.

Vtedy je obecné rie²enie len kombináciou sínusu a kosínusu, menovite

y(x) = C1 cos(x) + C2 sin(x).
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4.34 Rie²te po£iato£nú úlohu pre rovnicu druhého rádu

y′′(x)− y′(x)− 2y(x) = 0, y(0) = 0, y′(0) = 1.

Rie²enie: ide o lineárnu homogénnu rovnicu s kon²tantými koe�cientami, preto rie²enie h©adáme
v tvare:

eλx.

Dostávame rovnicu pre λ:
λ2 − λ− 2 = 0 ⇒ λ1 = 1, λ2 = −2.

Takºe obecné rie²enie je
y(x) = C1e

x + C2e
−2x.

My potrebujeme vybra´ kon²tanty C1, C2 tak aby platili zadané po£iato£né podmienky. Z prvej
máme:

C1 + C2 = 0 ⇒ C2 = −C1

a z druhej:
C1 − 2Cc2 = 3C1 = 1 ⇒ C1 =

1

3
, C2 = −1

3
,

takºe rie²enie je
y(x) =

1

3

(
ex − e−2x

)
.

4.35 Rie²te po£iato£nú úlohu pre rovnicu druhého rádu

y′′(x)− 2y′(x) + 2y(x) = 0, y(0) = 1, y′(0) = 0.

Rie²enie: ide o lineárnu homogénnu rovnicu druhého rádu, ktorej rie²enia majú tvar

eλx,

kde
λ2 − 2λ + 2 = 0 ⇒ λ1 = −1 + i, λ2 = −1− i,

takºe obecné rie²enie je
y(x) = e−x (C1 cos(x) + C2 sin(x)) .

Prvá po£iato£ná podmienka dáva:
C1 = 1.

Ke¤ºe platí:

y′(x) = e−x (−C1 sin(x) + C2 cos(x)− C1 cos(x)− C2 sin(x)) = e−x [(C2 − C1) cos(x)− (C1 + C2) sin(x)] ,

tak druhá podmienka dáva
C2 − C1 = 0 ⇒ C2 = C1 = 1,

a rie²enie je
y(x) = e−x [cos(x) + sin(x)] .
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4.36 Nájdite rie²enie p£iato£nej úlohy:

y′′(x) + 6y′(x) + 9y(x) = 0, y(0) = 1, y′(0) = 1.

Rie²enie: h©adáme rie²enie v tvare eλx, kde λ musí rie²i´ rovnicu

λ2 + 6λ + 9 = 0 ⇒ λ = −3.

Takºe máme jediné λ (prípad p2 − 4q = 0), t.j. obecné rie²enie je

y(x) = C1e
−3x + C2xe−3x.

Po£iato£né podmienky znamenajú:
1 = C1, 1 = C2

takºe rie²enie po£iato£nej úlohy je

y(x) = e−3x(1 + x).

4.37 Rie²te po£iato£né úlohy pre rovnice druhého rádu

a) y′′(x) + 4y = 0, y(0) = 0, y′(0) = 1

b) y′′(x)− 4y(x) = 0, y(0) = 0, y′(0) = 1

c) y′′(x) + 4y′(x) = 0, y(0) = 0, y′(0) = 1

d) y′′(x)− 4y′(x) = 0, y(0) = 0, y′(0) = 1

e) y′′(x) + y′(x) + y(x) = 0, y(0) = 1, y′(0) = 0

f) y′′(x)− 6y′(x) + 9y(x) = 0, y(0) = −2, y′(0) = 3

g) y′′(x) + 2y′(x) + 5y(x) = 0, y(0) = −1, y′(0) = 0

h) y′′(x) + 10y′(x) + 20y(x) = 0, y(0) = 2, y′(0) = 1

4.8 Nehomogénna lineárna diferenciálna rovnica druhého rá-
du s kon²tantnými koe�cientami - rie²enie metódou var-
iácie kon²tánt

• Jedná sa o rovnicu typu
y′′(x) + py′(x) + qy(x) = f(x),

kde f(x) je zadaná funkcia. Postup pri rie²ení tejto rovnice rozloºíme do nasledovných
bodov.

• Najprv vyrie²ime rovnicu homogénnu:

y′′(x) + py′(x) + qy(x) = 0,

£o uº vieme z predchádzajúceho odstavca. Tým získame dve lineárne nezávislé rie²enia,
ktoré si ozna£íme y1(x) a y2(x).
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• Zavedieme funkcie (Wronského determinanty):

W (x) =

∣∣∣∣
y1(x) y2(x)
y′1(x) y′2(x)

∣∣∣∣ W1(x) =

∣∣∣∣
0 y2(x)
f(x) y′2(x)

∣∣∣∣ W2(x) =

∣∣∣∣
y1(x) 0
y′1(x) f(x)

∣∣∣∣

• Nakoniec, v²eobecné rie²enie na²ej nehomogénnej rovnice je

y(x) = C1y1(x) + C2y2(x) + y1(x)

∫
W1(x)

W (x)
dx + y2(x)

∫
W2(x)

W (x)
dx,

kde C1, C2 sú ©ubovo©né kon²tanty.

Teraz si odvodíme vy²²ie uvedený výsledok. Predpokladajme, ºe y1 a y2 sú lineárne nezávislé
rie²enia homogénnej rovnice

y′′ + py′ + qy = 0.

V²eobecné rie²enie na²ej rovnice má tvar:

y = c1y1 + c2y2 + Y,

kde Y je ©ubovo©né rie²enie nehomogénnej rovnice. My²lienka je, h©ada´ funkciu Y v tvare:

Y = γ1y1 + γ2y2,

kde γ1, γ2 sú nejaké funkcie (variácia kon²tánt). Tieto funkcie, ako vidíme, sú dve - a máme len
jednu podmienku - zadanú diferenciálnu rovnicu. Môºme preto predpísa´ e²te jednu podmienku
(konzistentnos´ preveríme ¤a©²ím výpo£tom). Zvolíme:

γ′1y1 + γ′2y2 = 0.

Pomocou tejto podmienky máme:

Y ′ = γ1y
′
1 + γ2y

′
2, Y ′′ = γ′1y

′
1 + γ1y

′′
1 + γ′2y

′
2 + γ2y

′′
2 .

Teraz musí by´ splnená rovnica
Y ′′ + pY ′ + qY = f(x),

£iºe:
γ′1y

′
1 + γ1y

′′
1 + γ′2y

′
2 + γ2y

′′
2 + p(γ1y

′
1 + γ2y

′
2) + q(γ1y1 + γ2y2) = f(x).

Vyuºijeme, ºe y1, y2 sú rie²enia homogénnej úlohy a posledná rovnos´ prejde na:

γ′1y
′
1 + γ′2y

′
2 = f(x).

Takºe pre γ1, γ2 máme sústavu rovníc:

γ′1y1 + γ′2y2 = 0,

γ′1y
′
1 + γ′2y

′
2 = f(x).
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Sústavu vyrie²ime Kramerovým pravidlom, £o dá:

γ′1 =

∣∣∣∣
0 y2(x)
f(x) y′2(x)

∣∣∣∣
∣∣∣∣

y1(x) y2(x)
y′1(x) y′2(x)

∣∣∣∣
≡ W1

W
⇒ γ1 =

∫
W1

W
dx

γ′2 =

∣∣∣∣
y1(x) 0
y′1(x) f(x)

∣∣∣∣
∣∣∣∣

y1(x) y2(x)
y′1(x) y′2(x)

∣∣∣∣
≡ W2

W
⇒ γ2 =

∫
W2

W
dx

Potrebná nenulovos´ determinantu W znamená práve, ºe y1, y2 sú lineárne nezávislé.

4.38 Vyrie²te po£iato£nú úlohu pre nehomogénnu rovnicu:

y′′(x) + y(x) = sin(2x), y(0) = 0, y′(0) = 0.

Rie²enie: nájdeme najpr v²eobecné rie²enie homogénnej rovnice

y′′(x) + y(x) = 0.

Toto h©adáme v tvare eλx, z £oho dostaneme, ºe λ2 + 1 = 0 a preto h©adané v²eobecné rie²enie je
C1 cos(x) + C2 sin(x). Takºe máme funkcie

y1(x) = cos(x) y2(x) = sin(x)

a môºeme zostavi´ Wronského determinanty:

W (x) =

∣∣∣∣
cos(x) sin(x)
− sin(x) cos(x)

∣∣∣∣ = cos2(x) + sin2(x) = 1

W1(x) =

∣∣∣∣
0 sin(x)
sin(2x) cos(x)

∣∣∣∣ = − sin(x) sin(2x)

W2(x) =

∣∣∣∣
cos(x) 0
− sin(x) sin(2x)

∣∣∣∣ = cos(x) sin(2x).

Teraz treba vypo£íta´ integrály:
∫

W1(x)

W (x)
dx = −

∫
sin(x) sin(2x)dx = −2

∫
sin2(x) cos(x)dx =

∣∣∣∣
u = sin(x)
du = cos(x)dx

∣∣∣∣ = −2

∫
u2du =

−2

3
u3 = −2

3
sin3(x),

∫
W2(x)

W (x)
dx =

∫
cos(x) sin(2x)dx = 2

∫
cos2(x) sin(x)dx = −2

3
cos3(x).

Takºe v²eobecné rie²enie na²ej nehomogénnej rovnice je

y(x) = C1 cos(x)+C2 sin(x)−2

3

[
cos(x) sin3(x) + sin(x) cos3(x)

]
= C1 cos(x)+C2 sin(x)−1

3
sin(2x).
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Po£iato£né podmienky sú:
0 = C1, 0 = C2 − 2

3
,

takºe rie²enie vyhovujúce po£iato£ným podmienkam je

y(x) =
2

3
sin(x)− 1

3
sin(2x).

Graf tejto funkcie je na obrázku 4.26.

2.5 5 7.5 10 12.5 15 17.5
x

-0.75

-0.5

-0.25

0.25

0.5

0.75

yHxL

Obrázok 4.26:

4.39 Vyrie²te po£iato£nú úlohu pre nehomogénnu rovnicu:

y′′(x) + y(x) = sin(x), y(0) = 0, y′(0) = 0.

Rie²enie: k rie²eniu pouºijeme výsledky uº získané z príkladu 4.38, lebo homogénna rovnica je tá
istá: y′′(x)+y(x) = 0. Takºe aj y1(x), y2(x) a W (x) sú tie isté. Rôzna je len pravá strana rovnice.
Vypo£ítame W1(x) a W2(x):

W1(x) =

∣∣∣∣
0 sin(x)
sin(x) cos(x)

∣∣∣∣ = − sin2(x) W2(x) =

∣∣∣∣
cos(x) 0
− sin(x) sin(x)

∣∣∣∣ = cos(x) sin(x)

a príslu²né integrály:
∫

W1(x)

W (x)
dx = −

∫
sin2(x)dx = −1

2

∫
[1− cos(2x)] dx = −1

2
x +

1

4
sin(2x)

∫
W2(x)

W (x)
dx =

∫
cos(x) sin(x)dx =

1

2

∫
sin(2x)dx = −1

4
cos(2x)

Takºe môºeme písa´ obecné rie²enie:

y(x) = C1 cos(x) + C2 sin(x)− 1

2
x cos(x) +

1

4
cos(x) sin(2x)− 1

4
sin(x) cos(2x) =

C1 cos(x) + C2 sin(x)− 1

2
x cos(x) +

1

4
sin(x).
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Po£iato£né podmienky sú:

0 = C1, 0 = C2 − 1

2
+

1

4
= C2 − 1

4
⇒ C1 = 0, C2 =

1

4

a teda rie²enie vyhovujúce po£iato£ným podmienkam je

y(x) =
1

4
sin(x)− 1

2
x cos(x) +

1

4
sin(x) =

1

2
[sin(x)− x cos(x)] .

Graf rie²enia je na obrázku 4.27.
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Obrázok 4.27:

4.40 Nájdite rie²enie po£iato£nej úlohy:

y′′(x)− y(x) = e−x, y(0) = y′(0) = 0.

Rie²enie: rie²enia homogénnej úlohy sú:

y1 = ex, y2 = e−x,

takºe Wronského determinanty sú:

W = −2, W1 = −e−2x, W2 = 1.

Takºe:

γ1 =

∫
W1

W
dx =

1

2

∫
e−2xdx = −1

4
e−2x, γ2 =

∫
W2

W
dx = −1

2

∫
1dx = −1

2
x.

V²eobecné rie²enie je preto:

y(x) = c1e
x + c2e

−x − 1

4
e−x − 1

2
xe−x.

Rie²enie sp¨¬ajúce po£iato£né podmienky je:

y =
1

4
ex − 1

4
e−x − 1

2
xe−x.

Graf tejto funkcie je na obrázku 4.28.
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Obrázok 4.28:

4.41 Nájdite rie²enie po£iato£nej úlohy:

y′′(x)− y′(x) = e−x, y(0) = y′(0) = 0.

Rie²enie: Mohli by sme zníºi´ rád rovnice substitúciou: z = y′ a pokra£ova´ rie²ením lineárnej
rovnice prvého rádu. Môºeme ale postupova´ aj takto: rie²enia homogénnej úlohy sú:

y1 = 1, y2 = ex,

takºe Wronského determinanty sú:

W = ex, W1 = − ex

1 + x2
, W2 =

1

1 + x2
.

A teda:
γ1 = −

∫
1

1 + x2
dx = − arctan(x), γ2 =

∫
e−x

1 + x2
dx.

Integrál zadávajúci γ2 nie je elementárna funkcia. V²eobecné rie²enie je teda:

y = c1 + c2e
x − arctan(x) + ex

∫ x

0

e−t

1 + t2
dt.

Po£iato£né podmienky sú splnené pokia© c1 = c2 = 0, takºe rie²enie po£iato£nej úlohy je:

y(x) = − arctan(x) + ex

∫ x

0

e−t

1 + t2
dt.

Rie²enie je zobrazené na grafe 4.29.
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Obrázok 4.29:

4.42 Nájdite rie²enie po£iato£nej úlohy pre diferenciálne rovnice

a) y′′(x) + 16y(x) = 1, y(0) = 0, y′(0) = 0

b) y′′(x) + 16y(x) = −x + x3, y(0) = 1, y′(0) = −1

c) y′′(x) + y(x) = − sin(x), y(0) = 0, y′(0) = 1

d) y′′(x)− y(x) = −x, y(0) = 1, y(0) = 0

e) y′′(x) + y′(x)− 12y(x) = −x2, y(0) = 0, y′(0) = 0

f) y′′(x)− 4y(x) = 1, y(0) = 0, y′(0) = 0

g) y′′(x)− 4y′(x) = x, y(0) = 0, y′(0) = 0

h) y′′(x) + 6y′(x) = −x2, y(0) = 0, y′(0) = 0

4.9 Nehomogénna lineárna diferenciálna rovnica druhého rá-
du s kon²tantnými koe�cientami so ²peciálnou pravou
stranou - rie²enie metódou neur£itých koe�cientov

V tomto paragrafe si ukáºeme efektívnu metódu rie²enia ²peciálnej podtriedy rovníc diskutovaných
v £asti 4.8. Menovite sa budeme venova´ rovniciam typu:

y′′(x) + py′(x) + qy(x) = Pn(x),

kde funkcia Pn je polynóm stup¬a n, t.j.

Pn(x) = αnx
n + αn−1x

n−1 + · · ·+ α2x
2 + α1x + α0,

kde αi, i ∈ {0, 1, 2, . . . , n− 1, n} sú reálne £ísla a ²peciálne αn 6= 0.
V²eobecné rie²enie takejto rovnice je tvaru:

y(x) = C1y1(x) + C2y2(x) + Yn(x),

kde y1 a y2 sú lineárne nezávislé rie²enia homogénnej rovnice

y′′(x) + py′(x) + qy(x) = 0,
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ktoré sme sa nau£ili nájs´ v paragrafe 4.7. Funkcia Yn (partikulárne rie²enie nehomogénnej úlohy)
je znova polynóm, a to:

• q 6= 0: stup¬a n:

Yn(x) = βnx
n + βn−1x

n−1 + · · ·+ β2x
2 + β1x + β0,

ktorého koe�cienty βi, i ∈ {0, 1, 2, . . . , n− 1, n} sú neznáme £ísla, ktoré treba nájs´ - preto
sa hovorí o metóde neur£itých koe�cientov.

• q = 0 & p 6= 0: stup¬a n + 1

• q = 0 & p = 0: stup¬a n + 2 - tentoraz najdite©ný elementárnou integráciou ke¤ºe sa jedná
o rovnicu:

y′′(x) = Pn(x) ⇒ y(x) =

∫ (∫
Pn(x)dx

)
dx.

4.43 Nájdite v²eobecné rie²enie diferenciálnej rovnice

y′′(x)− y′(x)− 2y(x) = x2 − 1.

Rie²enie: charakteristická rovnica pre homogénnu úlohu

y′′(x)− y′(x)− 2y(x) = 0

je
λ2 − λ− 2 = (λ + 1)(λ− 2) = 0 ⇒ λ1 = −1, λ2 = 2,

preto
y1(x) = e−x, y2(x) = e2x.

Partikulárne rie²enie Y nehomogénnej úlohy je polynóm stup¬a 2:

Y (x) = β2x
2 + β1x + β0.

Dosadením do samotnej rovnice zistíme koe�cienty β2, β1 a β0:

2β2 − (2β2x + β1)− 2(β2x
2 + β1x + β0) = x2 − 1,

alebo teda

−2β2x
2 + (−2β2 − 2β1)x + (2β2 − β1 − 2β0) = 1 · x2 + 0 · x + (−1).

To znamená, ºe neznáme koe�cienty sp¨¬ajú sústavu lineárnych rovníc:

−2β2 = 1

−2β2 − 2β1 = 0

2β2 − β1 − 2β0 = −1,
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ktorej rie²enie je:
β2 = −1

2
, β1 =

1

2
, β0 = −1

4
.

Takºe funkcia Y je
Y (x) = −1

2
x2 +

1

2
x− 1

4
,

a celkovo, v²eobecné rie²enie je

y(x) = C1e
−x + C2e

2x − 1

2
x2 +

1

2
x− 1

4
.

4.44 Nájdite rie²enie po£iato£nej úlohy:

y′′(x) + y(x) = x3, y(0) = 0, y′(0) = −1.

Rie²enie: charakteristická rovnica pre homogénnu úlohu je

λ2 + 1 = 0 ⇒ λ1 = +i, λ2 = −i,

takºe v²eobecné rie²enie je tvaru

C1 cos(x) + C2 sin(x) + Y (x),

kde
Y (x) = β3x

3 + β2x
2 + β1x + β0.

Po dosadení do rovnice máme podmienku na koe�cienty βi, i = 0, 1, 2, 3:

6β3x + 2β2 + β3x
3 + β2x

2 + β1x + β0 = x3,

takºe:

β3 = 1

β2 = 0

6β3 + β1 = 0

2β2 + β0 = 0.

Rie²enie tejto sústavy lineárnych rovníc je:

β3 = 1 β2 = 0 β1 = −6 β0 = 0,

a teda
Y (x) = x3 − 6x,

a v²eobecné rie²enie zadanej nehomogénnej diferenciálnej rovnice je

y(x) = C1 cos(x) + C2 sin(x) + x3 − 6x.

81



4.9 Nehomogénna lineárna diferenciálna rovnica druhého rádu s
kon²tantnými koe�cientami so ²peciálnou pravou stranou -
rie²enie metódou neur£itých koe�cientov 82

0.5 1 1.5 2 2.5 3
x

-0.5

0.5

1

1.5

y

Obrázok 4.30: Graf rie²enia po£iato£nej úlohy z príkladu 4.44. Rie²enie je zobrazené na okolí
po£iato£ného bodu x = 0.

Kon²tanty C1 a C2 zistíme z po£iato£ných podmienok:

C1 = 0, C2 − 6 = −1 ⇒ C2 = 5.

Takºe �nálne, rie²enie po£iato£nej úlohy je

y(x) = 5 sin(x) + x3 − 6x.

Graf tejto funkcie je zobrazený na obrázku 4.30.

4.45 Nájdite rie²enie po£iato£nej úlohy:

y′′(x)− 4y′(x) = x, y(0) = 0, y′(0) = −1.

Rie²enie: charakteristická rovnica pre homogénnu úlohu je

λ2 − 4λ = 0 ⇒ λ1 = 0, λ2 = 4.

Takºe v²eobecné rie²enie homogénnej úlohy je

y(x) = C1 + C2e
4x.

Rie²enie nehomogénnej rovnice je polynóm stup¬a 2:

Y (x) = β2x
2 + β1x.

Ur£íme jeho koe�cienty:

2β2 − 8β2x− 4β1 = x ⇒ β2 = −1

8
, β1 = − 1

16
.

Takºe v²eobecné rie²eni enehomogénnej úlohy je

y(x) = C1 + C2e
4x − 1

8
x2 − 1

16
x

a rie²enie po£iato£nej úlohy:

y(x) = − 1

64
+

1

64
e4x − 1

8
x2 − 1

16
x.
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4.46 Vyrie²te po£iato£né úlohy:

a) y′′(x) + y′(x) = x− 1, y(0) = 0, y′(0) = 0

b) y′′(x)− y′(x) = x− 1, y(0) = 0, y′(0) = 1

c) y′′(x) + y′(x) = x2, y(0) = −1, y′(0) = 0

d) y′′(x) + 4y(x) = 1, y(0) = 0, y′(0) = −2

e) y′′(x)− 9y(x) = −1, y(0) = 0, y′(0) = 0

f) y′′(x)− 3y′(x) + 2y(x) = x, y(0) = 0, y′(0) = 0

g) y′′(x)− 2y′(x) + 2y(x) = −x2, y(0) = 0, y′(0) = 0

h) y′′(x) + 2y′(x) + 5y(x) = x, y(0) = 1, y′(0) = 0

4.10 Sústavy dvoch lineárnych diferenciálnych rovníc prvého
rádu s kon²tantnými koe�cientami

• Na za£iatok budeme pracova´ so ²peciálnou sústavou rovníc typu:

αx′(t) + βy(t) = f1(t)

γx(t) + δy′(t) = f2(t),

kde o koe�cientoch α a δ (tie, £o stoja pri zderivovaných funkciách) sa predpokladá, ºe sú
nenulové a ¤alej pravé strany f1(t) a f2(t) sú známe (diferencovate©né) funkcie. Postup pri
rie²ení takejto sústavy je nasledovný:

• Zderivujeme prvú rovnicu e²te raz a dostaneme:

αx′′(t) + βy′(t) = f ′1(t).

Z druhej rovnice zadaného systému si vyjadríme y′(t):

y′(t) =
1

δ
f2(t)− γ

δ
x(t)

a dosadíme do rovnici druhého rádu a máme:

αx′′(t)− βγ

δ
x(t) = f ′1(t)−

β

δ
f2(t).

Toto je ale nehomogénna lineárna diferenciálna rovnica druhého rádu, ktorú uº vieme
vyrie²i´.

4.47 Vyrie²te sústavu:

x′(t) + 4y(t) = −t,
y′(t)− x(t) = 0,
x(0) = 0, y(0) = 0
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Rie²enie: zderivujeme prvú rovnicu a z druhej vyjadríme y′(t):

x′′(t) + 4y′(t) = −1, y′(t) = x(t) ⇒ x′′(t) + 4x(t) = −1.

Obecným rie²ením tejto rovnice je

x(t) = C1 cos(2t) + C2 sin(2t)− 1

4
.

Takºe z prvej rovnice zadaného systému máme:

y(t) = −1

4
x′(t)− 1

4
t =

C1

2
sin(2x)− C2

2
cos(2x)− 1

4
t.

Po£iato£né podmienky sú:

0 = C1 − 1

4
, 0 = −1

2
C2 ⇒ C1 =

1

4
, C2 = 0.

Takºe rie²enie je:
x(t) =

1

4
cos(2t)− 1

4
, y(t) =

1

8
sin(2t)− 1

4
t.

Grafy rie²ení sú na obrázku 4.31.
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Obrázok 4.31:

4.48 Rie²te po£iato£né úlohy pre systémy diferenciálnych rovníc

a)
x′(t) + y(t) = 0,
y′(t)− x(t) = 0,
x(0) = 1, y(0) = 0

b)
x′(t)− 4y(t) = 0,
y′(t)− x(t) = 0,
x(0) = 0, y(0) = 1

c)
x′(t) + y(t) = 1,
y′(t) + x(t) = t,
x(0) = 0, y(0) = 0

d)
x′(t) + 4y(t) = t,
y′(t)− 4x(t) = −t,
x(0) = 0, y(0) = 0

e)
x′(t) + 2y(t) = t,
y′(t) = −t,
x(0) = 0, y(0) = 0

f)
−2x′(t)− 6y(t) = 0,
y′(t) = sin(t),
x(0) = 0, y(0) = 0
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• Ako druhý krok sa pozrieme na sústavu rovníc typu:

x′(t) = ax(t) + by(t),

y′(t) = cx(t) + dy(t).

Takúto sústavu môºeme zapísa´ aj pomocou maticovej formy:

X(t)′ = AX(t),

kde vektor neznámych X(t) je:
X(t) =

(
x(t)
y(t)

)

a matica systému A:
A =

(
a b
c d

)
.

Predpokladáme, ºe sústava má rie²enie v podobe:

X(t) =

(
α1

α2

)
eλt,

kde α1, α2 a λ sú reálne £ísla (ktoré treba zisti´). Dosadíme predpoklad do sústavy a dostá-
vame, ºe musí plati´:

α1(a− λ) + α2b = 0

α1c + α2(d− λ) = 0.

Toto je sústava (homogénna) 2 rovníc s neznámimi α1, α2 a s parametrom λ. Taká sústava
má vºdy nulové rie²enie - to ale vedie na rovnos´ X(t) = 0, ktoré je triviálnym rie²ením a
to nás nezaujíma - h©adáme rie²enie netriviálne. To existuje práve vtedy ke¤ determinant
matice uvedenej sústavy lineárnych rovníc je nula - a to je podmienka na parameter λ, ktorá
sa volá charakteristická rovnica:

det

(
a− λ b

c d− λ

)
= 0.

To znamená, ºe £íslo - teda maximálne dve £ísla - λ je rie²ením rovnice (kvadratickej):

(a− λ)(d− λ)− bc = 0.

Následne spo£ítame vz´ah medzi α1 a α2 a máme výsledok. Rovnako ako v situácii s
lineárnou diferenciálnou rovnicou druhého rádu sa ale môºe sta´, ºe máme len jedno £íslo λ

(dvojnásobný kore¬ charakteristickej rovnice). V tomto prípade je okrem dvojici funkcií:

X1(t) =

(
α1

α2

)
eλt

rie²ením (podobne ako v prípade jednej rovnice druhého rádu) aj dvojica:

X2(t) =

(
β0 + β1t
γ0 + γ1t

)
eλt,

kde γ, β sú reálne kon²tanty ktoré treba zisti´ dosadením do pôvodnej sústavy.
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4.49 Uvaºujme nasledovný rádioaktívny rad: jadrá typu 1 s rozpadovou kon²tantou λ1 sa roz-
padajú na jadrá typu 2 s rozpadovou kon²tantou λ2. Nech je na za£iatku po£et jadier typu 1
rovný N0 a niet ºiadnych jadier typu 2. Ako bude vypada´ £asový priebeh po£tu jadier typu 1 a
typu 2?
Rie²enie: nech N1(t) (N2(t)) je po£et jadier typu 1 (2) v £ase t, potom pod©a zákona rozpadu
musí plati´:

N ′
1(t) = −λ1N1(t)

N ′
2(t) = +λ1N1(t)− λ2N2(t).

Okomentujme najprv na²e predbeºné o£akávania: funkcia N1(t) musí by´ klesajúca, nako©ko jadrá
typu 1 sa len rozpadajú. Funkcia N2(t) musí by´ pre malé hodnoty t rastúca nako©ko ºiadne jadrá
typu 2 v £ase t = 0 nemáme a rozpadom jadier typu 1 nejaké vzniknú. Ako sa v²ak bude mí¬a´
zdroj jadier typu 2, teda jadrá typu 1, tak musí za£a´ klesa´ aj N2(t). Preto o£akávame, ºe funkcia
N2(t) bude ma´ maximum. Prejdime teraz k technickým detailom.
H©adáme rie²enie

N(t) =

(
N1(t)
N2(t)

)

v tvare: (
c1

c2

)
eat.

Potom musí £íslo a sp¨¬a charakteristickú rovnicu

det

( −λ1 − a 0
λ1 −λ2 − a

)
= 0 ⇒ (λ1 + a)(λ2 + a) = 0 ⇒ a = −λ1 ∨ a = −λ2.

Ak predpokladáme, ºe £ísla λ1 a λ2 sú rôzne, tak potom máme dve nezávislé rie²enia:

X a = −λ1 ⇒
−c1λ1 = −c1λ1

−c2λ1 = c1λ1 − c2λ2,

takºe medzi c1 a c2 je vz´ah:
c2 =

λ1

λ2 − λ1

c1,

a teda prvé rie²enie je:
N (i)(t) =

(
1
λ1

λ2−λ1

)
e−λ1t.

X a = −λ2 ⇒
−c1λ2 = −c1λ1

−c2λ2 = c1λ1 − c2λ2,

takºe c1 = 0 a c2 je ©ubovo©né. Takºe druhé rie²enie je:

N (ii)(t) =

(
0
1

)
e−λ2t.
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V²eobecné rie²enie je teda lineárna kombinácia predchádzajúcich:

N(t) = αN (i)(t) + βN (ii)(t) = α

(
1
λ1

λ2−λ1

)
e−λ1t + β

(
0
1

)
e−λ2t.

Potrebujeme vybra´ kon²tanty α, β tak, aby bola splnená po£iato£ná úloha:

N1(0) = N0, N2(0) = 0.

To implikuje:
α = N0 β = − λ1

λ2 − λ1

N0.

Takºe, rie²enie je:

N1(t) = N0e
−λ1t, N2(t) = N0

λ1

λ2 − λ1

(
e−λ1t − e−λ2t

)
.

Spolo£né zobrazenie funkcií N1 a N2 je znázornené na grafoch 4.32 a 4.33.

1 2 3 4
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N1�N0,N2�N0

Obrázok 4.32: Závislos´ N1(t)/N0 a N2(t)/N0 pre výber λ2 = 2λ1 - ukazuje typický vz´ah funkcií
N1 a N2 pri λ2 > λ1 (t.j. jadrá typu 2 sa rozpadajú rýchlej²ie ako jadrá typu 1).
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Obrázok 4.33: Závislos´ N1(t)/N0 a N2(t)/N0 pre výber λ2 = 1/2λ1 - ukazuje typický vz´ah funkcií
N1 a N2 pri λ2 < λ1 (t.j. jadrá typu 2 sa rozpadajú pomal²ie ako jadrá typu 1).
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Nájdeme e²te, v ktorom £ase tM sa dosahuje maximum po£tu jadier typu 2. Podmienka na
extrém je: N2(tM)′ = 0, £o znamená:

−λ1e
−λ1tM + λ2e

−λ2tM = 0 ⇒ tM =
ln

(
λ2

λ1

)

λ2 − λ1

.

Vz´ah medzi λ1 a λ2 iste moºno zapísa´ takto:

λ2 = kλ1, k ∈ (0,∞).

Vtedy môºeme zapísa´ podmienku na £as tM takto:

λ1tM =
ln(k)

k − 1
.

Táto bezrozmerná závislos´ ur£uje polohu £asu (v násobku chrakteristického £asu rozpadu 1/λ1

jadier typu 1) v ktorom je maximum jadier typu 2 v závislosti na tom, aký je pomer medzi
rozpadovými kon²tantami λ1 a λ2. Závislos´ λ1tM od k je znázornená na obrázku 4.34 - vidíme,
ºe sú£in λ1tM klesá s rastúcim k.

1 2 3 4
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0.5

1
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3

3.5

4
Λ1tM

Obrázok 4.34:

Teraz sa vrá´me k situácii λ1 = λ2 a túto spolo£nú hodnotu ozna£me λ. Rovnice riadiace
rozpadový rad sú:

N ′
1(t) = −λN1(t)

N ′
2(t) = λ(N1(t)−N2(t)).

Pou£ený z predchádzajúceho vidíme, ºe

N1(t) = N0e
−λt.

Preto treba vyrie²i´ len rovnicu pre N2:

N ′
2(t) + λN2(t) = λN0e

−λt.
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Je to nehomogénna lineárna diferenciálna rovnica prvého rádu, ktorú vyrie²ime ©ahko metódou
variácie kon²tanty:

N2(t) = C(t)e−λt ⇒ C ′(t) = λN0 ⇒ C(t) = λN0t + N̂ ,

kde N̂ je integra£ná kon²tanta. Funkcia N2 je preto:

N2(t) = (λN0t + N̂)e−λt.

Po£iato£ná podmienka N2(0) = 0 znamená, ºe N̂ = 0, takºe �nálne máme rie²enie ná²ho systému:

N(t) = N0

(
1
λt

)
e−λt.

Funkcie N1, N2 sú pre tento prípad znázornené na obrázku 4.35.
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N1�N0,N2�N0

Obrázok 4.35: Závislos´ N1(t)/N0 a N2(t)/N0 pre výber λ2 = λ1 = λ - ukazuje typický vz´ah
funkcií N1 a N2 v prípade, ºe sa jadrá typu 2 sa rozpadajú rovnako rýchlo ako jadrá typu 1).

Maximum po£tu jadier typu 2 sa dosahuje v £ase tM , ktorý je ur£ený podmienkou: N2(tM)′ = 0,
£o znamená, ºe:

N0λe−λtM (1− λtM) = 0 ⇒ tM =
1

λ
.
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Kapitola 5

Elementy teórie funkcie dvoch premenných

5.1 De�ni£ný obor, graf funkcie 2 premenných
5.1 Nájdite de�ni£ný obor funkcie 2 premenných:

f(x, y) = ln(x2 + y2)

a nakreslite rezy grafu tejto funkcie rovinami x = 0, y = 0 a z = const.
Rie²enie: funkcia logaritmus je de�novaná pre kladné hodnoty svojho argumentu, takºe v na²om
prípade musí by´:

x2 + y2 > 0 ⇒ (x, y) 6= (0, 0),

takºe na²a funkcia je de�novaná v²ade s výnimkou po£iatku súradníc. Rezy grafu rovinami y = 0,
resp. x = 0:

f(x, 0) = ln(x2) = 2 ln(|x|), f(0, y) = ln(y2) = 2 ln(|y|).
Taºe tieto rezy sú rovnaké! Pozrieme sa na vrstevnice - teda rezy rovinami z = const. Ponajprv
si uvedomíme, ºe funkcia ln(x2 + y2) nadobúda v²etky reálne hodnoty, preto rovnos´

ln(x2 + y2) = c ⇒ x2 + y2 = ec

má zmysel pre kaºdé c ∈ R. Uvedená rovnos´ ale nie je ni£ iné ako rovnica kruºnice, ktorá má
stred v bode (x, y) = (0, 0) a má polomer

√
ec. Grafy rezov funkcie ln(x2 + y2) sú na obrázku 5.1.

Graf funkcie ln(x2 + y2) z dvoch poh©adov je na obrázku 5.2.

5.2 Nájdite de�ni£ný obor funkcie 2 premenných:

f(x, y) =
√

x +
√

y +
√

9− x2 − y2.

a nakreslite rezy grafu tejto funkcie rovinami x = 0, y = 0.
Rie²enie: druhá odmocnina je de�novaná práve len pre nezápornú hodnotu svojho argumentu,
takºe pre de�ni£ný obor na²ej funkcie máme obmedzenia:

x ≥ 0, y ≥ 0, 9− x2 − y2 ≥ 0.
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Obrázok 5.1: V©avo: rez grafu funkcie ln(x2 + y2) rovinou y = 0; poznamenajme, ºe rez rovinou
x = 0 vypadá presne rovnako. V pravo: vrstevnice grafu funkcie ln(x2 + y2) s c = −1, 0, +1 .

Prvé dve nerovnosti sú zrejmé, tretiu si zapí²eme v tvare:

x2 + y2 ≤ 9 = 32,

£o je vnútro kruºnice so stredom v po£iatku súradníc a polomerom 3. Spolu s ostatnými dvomi
nerovnos´ami to znamená, ºe de�ni£ný obor je vnútro a hranica výseku kruhu polomeru 3 leºiaceho
v prvom kvadrante. Rez rovinou y = 0 a x = 0:

f(x, 0) =
√

x +
√

9− x2 f(0, y) =
√

y +
√

9− y2.

Vidíme, ºe tieto rezy sú zase formálne zhodné. Na obrázku 5.3 sú vyobrazené spolu s celkovým
grafom funkcie.

5.3 Nájdite de�ni£ný obor funkcie 2 premenných:

f(x, y) = x2 − y4.

a nakreslite rezy grafu tejto funkcie rovinami x = 0, y = 0 a z = 0.
Rie²enie: de�ni£ný obor tejto funkcie je zjavne celá rovina. Pozrieme sa na poºadované rezy:
rezy grafu funkcie rovinami xz a yz sú grafmi jednoduchých funkcií:

f(x, 0) = x2, f(0, y) = −y4.

Rez rovinou xy je krivka daná predpisom:

x2 − y4 = 0.
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Obrázok 5.2: Graf funkcie ln(x2 + y2); v ©avo poh©ad z bodu (2, 0, 0), v pravo poh©ad z bodu:
(2, 1, 0.9). Singularita pri (x, y) = (0, 0) nie je aº tak zrete©ná, ale pripomíname, ºe tam je!
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Obrázok 5.3: V ©avo: graf rezu funkcie √x+
√

y +
√

9− x2 − y2 rovinou y = 0. V pravo: celkový
graf funkcie √x +

√
y +

√
9− x2 − y2 pri poh©ade z bodu (1, 2, 0.5).

Tento predpis si prepí²eme do tvaru:

(x− y2)(x + y2) = 0,

ktorý nám umoº¬uje poºadovaný rez jednoducho znázorni´ - vi¤ obrázok 5.4. Graf samotnej
funkcie f je znázornený na obrázku 5.5.
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Obrázok 5.4: Rez grafu funkcie z príkladu 5.3 rovinou z = 0 (t.j. rovinou xy).
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Obrázok 5.5: Grafu funkcie f z príkladu 5.3 de�novanej v okolí bodu (0, 0) - je to typická sedlová
plocha.

5.4 Nájdite de�ni£ný obor funkcie 2 premenných:

f(x, y) =
x2 + y2

1−
√

x2 + y2
.

a zostrojte jej graf.
Rie²enie: de�ni£ný obor zadanej funkcie je zjavne mnoºina tých bodov roviny, v ktorých je
menovate© zadaného zlomku nenulový, t.j. D(f) je celá rovina okrem kruºnice:

x2 + y2 = 1.

Graf funkcie si efektívne predstavíme takto: opí²eme rovinu nie pomocou kartézskych súradníc
(x, y) ale pomocou polárnych súradníc (r, φ) zadaných vz´ahmi:

x = r cos(φ) y = r sin(φ)

resp. inverznými vz´ahmi:

r =
√

x2 + y2 φ = arctan
(y

x

)
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Význam súradníc (r, φ) je jasný - súradnica r je vzdialenos´ od x = y = 0 a φ je uhol medzi
kladnou poloosou x a spojicou zvoleného bodu a stredu kartézskych súradníc. �iara kon²tantného
r je kruºnica so stredom v po£iatku kartézskych súradníc a s polomerom r a £iara kon²tantého φ

je polpriamka idúca zo stredu kartézskych súradníc zvierajúca s kladnou poloosou x uhol φ.
Zapí²eme hodnoty na²ej funkcie f v polárnych súradniciach:

x2 + y2

1−
√

x2 + y2
=

r2

1− r
.

Takto máme funkciu JEDNEJ premnnej r de�novanú pre v²etky nezáporné hodnoty r okrem
jedinej hodnoty r = 1 - t.j. f nezávisí od uhla φ - to ale znamená, ºe graf je symetrický (in-
variantný) vo£i rotáciám okolo osi z. Takºe ak nakreslíme graf funkcie premennej r a potom ho
zrotujeme okolo osi z dostaneme graf funkcie f - bude to ROTA�NÁ PLOCHA. Uvedené grafy
sú znázornené na obrázku 5.6.
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Obrázok 5.6:

5.5 Nájdite de�ni£ný obor funkcie 2 premenných:

f(x, y) = sin
[
(x2 + y2)1/3

]

a zostrojte jej graf.
Rie²enie: de�ni£ný obor zadanej funkcie je zrejme celá rovina. Graf funkcie znova efektívne
zostrojíme v polárnych súradniciach: (rφ); x = r cos(φ), y = r sin(φ), pretoºe:

sin
[
(x2 + y2)1/3

]
= sin

(
r2/3

)
.
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Takºe graf je znovu rota£ná plocha, ktorá vzniká rotáciou krivky:
(
r, sin

(
r2/3

))
, r ≥ 0.

Graf tejto krivky aj graf pôvodnej funkcie sú znázornené na obrázku 5.7.
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Obrázok 5.7:

5.6 Nájdite de�ni£ný obor funkcie 2 premenných:

f(x, y) =
√

x2 − y2 − (x2 + y2)2.

Rie²enie: de�ni£ným oborom uvaºovanej funkcie je zrejme mnoºina bodov roviny pre ktoré platí
nerovnos´:

x2 − y2 − (x2 + y2)2 ≥ 0.

Toto iste nie je celá rovina, napríklad ºiadny bod typu: (0, y), y 6= 0 do D(f) nepatrí. Hranica
D(f) je ur£ená rovnos´ou:

x2 − y2 − (x2 + y2)2 = 0,

ktorú zapí²eme v polárnych súradniciach:

r2 cos(2φ)− r4 = 0.

Z tejto rovnosti plynie (s uváºením ²peciálneho prípadu r = 0), ºe rovnica hranice D(f) v
polárnych súradniciach sa dá prepísa´ do tvaru:

r =
√

cos(2φ).

Z toho plynie, ºe prípustné sú len nasledovné hodnoty uhla φ: φ ∈ [−π/4, π/4]
⋃

[3π/4, 5π/4].
Hranica D(f) je znázornená na obrázku 5.8, samotný D(f) je vnútri ukázanej krivky (lemniskáty)
- ako sa moºno ©ahko presved£i´.

Samotná funkcia f sa vyjadruje v polárnych súradniciach nasledovne:

f = r
√

cos(2φ)− r2.

Graf funkcie f je znázornený na obrázku 5.9.
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Obrázok 5.8:
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Obrázok 5.9:

5.7 Nájdite de�ni£ný obor funkcie 2 premenných:

f(x, y) =
1

1 + (x + x2 + y2)2

a zostrojte jej graf.
Rie²enie: de�ni£ným oborom uvaºovanej funkcie je zrejme celá rovina, nako©ko menovate© výrazu
zadávajúceho f je iste kladný pre kaºdé (x, y). K zostrojeniu grafu funkcie urobíme nasledovnú
úvahu. Upravíme kvadratický výraz na úplný ²tvorec:

f =
1

1 +
[(

x + 1
2

)2
+ y2 − 1

4

]2 .

Úprava nás motivuje zavies´ posunuté kartézske súradnice (x′, y′) nasledovne:

x′ = x +
1

2
, y′ = y.

V týchto súradniciach uvaºovaná funkcia má tvar:

f =
1

1 +
[
(x′)2 + (y′)2 − 1

4

]2
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5.1 De�ni£ný obor, graf funkcie 2 premenných 97

Zavedieme teraz polárne súradnice vo£i posunutým kartézskym súradniciam:

x′ = r cos(φ), y′ = r sin(φ).

Pomocou týchto súradníc sa f vyjadruje nasledovne:

f =
1

1 +
[
(r′)2 − 1

4

]2 .

Takºe pri poh©ade z bodu roviny: (−1/2, 0) je graf funkcie f rota£ne symetrický a vzniká rotáciou
krivky, ktorá je grafom funkcie jednej premennej r uvedenej vy²²ie. Graf funkcie f je znázornený
na obrázku 5.10.
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Obrázok 5.10:

5.8 Nájdite de�ni£né obory nasledovných funkcií (a na£rnite ich do roviny Oxy)

a) f(x, y) =
1

xy + 1
b) f(x, y) =

√
x− y

x + y
c) f(x, y) = sin(xy − 1)

d) f(x, y) =
sin(x)

sin(y)
e) f(x, y) =

√
x

y
f) f(x, y) =

√
x− y2

g) f(x, y) =
√

x2 − y2 h) f(x, y) =
√

x2 + y2 − 1 i) f(x, y) = tan(xy)

j) f(x, y) = arctan(xy) k) f(x, y) =
1

4−√xy
l) f(x, y) = ln(x− y)

m) f(x, y) = ln(xy + 1) n) f(x, y) = exp

(
x

y

)
o) f(x, y) =

√
x +

√
xy

5.9 Nájdite grafy rezov nasledovných funkcií súradnicovými rovinami x = 0 a y = 0

a) f(x, y) = 4− x2 − 4y2 b) f(x, y) = sin(x + y) c) f(x, y) = 1 + xy

d) f(x, y) =
√

x2 + y2 e) f(x, y) =
x + y

x2 + y2
f) f(x, y) = 1− x4 + y4
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5.2 Okolie bodu roviny, lokálne extrémy funkcie dvoch
premenných 98

5.10 Nakreslite rezy grafu funkcií z = f(x, y) rovinou z = C(= const) a súradnicovými rovinami
x = 0 a y = 0; pomocou toho moºno zostroji´ (ako tak) graf funkcie f .

a) f(x, y) = x2 + y2 b) f(x, y) =
√

x2 + y2 c) f(x, y) = xy d) f(x, y) = x2y2

Na obrázku 5.11 je znázornený graf funkcie f(x, y) = x2y2.
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Obrázok 5.11:

5.2 Okolie bodu roviny, lokálne extrémy funkcie dvoch pre-
menných

• nech ε > 0, potom ²tvorcovým ε-okolím bodu (x0, y0) voláme mnoºinu (²tvorec bez hranice
so stredom v (x0, y0) s d¨ºkou strany 2ε):

Oε
r(x0, y0) = {(x, y) ∈ R2 : max{|x− x0|, |y − y0|} < ε}

• nech ε > 0, potom diskovým (kruhovým) ε-okolím bodu (x0, y0) voláme mnoºinu (kruh bez
hranice so stredom v (x0, y0) s polomerom ε):

Oε
d(x0, y0) = {(x, y) ∈ R2 : (x− x0)

2 + (y − y0)
2 < ε2}

• nech funkcia f(x, y) je de�novaná v nejakom okolí bodu A, hovoríme, ºe funkcia f má v
bode A lokálne minimum ak existuje také okolie Oε

r(A), ºe pre v²etky (x, y) ∈ Oε
r(A) je

f(x, y) ≥ f(A).

• nech funkcia f(x, y) je de�novaná v nejakom okolí bodu A, hovoríme, ºe funkcia f má v
bode A lokálne maximum ak existuje také okolie Oε

r(A), ºe pre v²etky (x, y) ∈ Oε
r(A) je

f(x, y) ≤ f(A).
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5.3 Postupnos´ bodov roviny, limita postupnosti 99

• v de�nícii lokálneho maxima ako i lokálneho minima moºno bez zmeny významu de�nície
nahradi´ ²tvorcové okolie bodu A: Oε

r(A) okolím diskovým bodu A: Oε
d(A).

5.11 K zadaným funkciám a nájdite diskové Od a ²tvorcové Or okolia (nakreslite ich) zadaných
bodov (x0, y0), tak aby v týchto okoliach |f(x, y)− f(x0, y0)| < ε, pre zadané ε.

a) f(x, y) = x2 + y2, (x0, y0) = (0, 0), ε = 1

b) f(x, y) = xy, (x, y) = (0, 0), ε = 2

c) f(x, y) = sin(x + y), (x, y) = (π, 0), ε = 0.5

5.12 Rozhodnite, £i zadané funkcie majú v bode (0, 0) lokálny extrém

a) f(x, y) = x + y b) f(x, y) = x2 + y2 c) f(x, y) = 1− x2 − y2

d) f(x, y) = 1− x− y e) f(x, y) = ln(1 + x2y2) f) f(x, y) =
1

1 + x2 + y2

Graf funkcie f(x, y) = ln(1 + x2y2) nájdete tieº na obrázku 5.11.

5.3 Postupnos´ bodov roviny, limita postupnosti
• Body roviny reprezentujeme ako usporiadané dvojice (x, y) reálnych £ísel (pouºívame kartézske

súradnice!). Nech {An}∞n=1 je postupnos´ bodov roviny. Nech An = (xn, yn). Potom hov-
oríme, ºe postupnos´ {An}∞n=1 konverguje k bodu A = (x, y) práve vtedy ke¤:

lim
n→∞

xn = x & lim
n→∞

yn = y.

Pí²eme aj
lim

n→∞
An = A.

• Ekvivalentne moºno zavies´ limitu postupnosti aj pomocou pojmu okolia bodu:
hovoríme, ºe postupnos´ bodov roviny An = (xn, yn) konverguje k bodu roviny A ak pre
kaºdé kladné £íslo ε existuje také celé kladné £±ilo Nε, ºe pre kaºdé n > Nε leºí An v Oε

r(A).

• V predchádzajúcej de�nícii moºno bez zmeny významu de�nície zmeni´ ²tvorcové okolie
Oε

r(A) zameni´ za diskové okolie Oε
d(A).

5.13 Nájdite limitu postupností bodov roviny {An}∞n=1.

a) An =

(
1

n
,

n

n + 2

)
b) An =

(
sin(n)√

n
,

n2

n + 1

)

Rie²enie: vyjdeme z prvej de�nície limity. Preveríme oba príklady:
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5.4 Spojitos´ a limita funkcie dvoch premenných 100

a)
lim

n→∞
1

n
= 0, lim

n→∞
n

n + 2
= 1

takºe
lim

n→∞
An = (0, 1).

b)
lim

n→∞
sin(n)√

n
= 0, lim

n→∞
n2

n + 1
= +∞

takºe limita
lim

n→∞
An

NEEXISTUJE.

Obe postupnosti sú zobrazené na obrázku 5.12.
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Obrázok 5.12:

5.14 Nájdite limitu postupností bodov roviny {An}∞n=1.

a) An =

(
ln(n)

n
,

1− n

n2 − 3

)
b) An = (sin(1/n), cos(1/n))

c) An =

(
1 + n− n2

1 + n + n2
,

n3

5− 3n3

)
d) An =

(
arctan

(
n

n2 + 1

)
,
arctan(n)

n

)

5.4 Spojitos´ a limita funkcie dvoch premenných
Nech funkcia f je de�novaná v niektorom okolí O1 bodu A. Ak pre kaºdú postupnos´ bodov
{An}∞n=1 z O takú £o konverguje k A platí:

lim
n→∞

f(An) = f(A)

tak hovoríme, ºe f je spojitá v bode A.

1diskovom alebo ²tvorcovom
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5.4 Spojitos´ a limita funkcie dvoch premenných 101

Pojem spojitosti funkcie (de�novanej v okolí bodu A) v bode A moºno zavies´ ekvivalentne
len s pomocou pojmu okolia, a to nasledovne:

• f je spojitá v A práve vtedy ke¤ ku kaºdému kladnému £íslu ε existuje také kladné £íslo δ,
ºe pre kaºdé B z roviny, také ºe B ∈ Oδ

d(A) je |f(A)− f(B)| < ε.

V predchádzajúcom príklade moºno znova zameni´ diskové okolie okolím ²tvorcovým a to bez
zmeny významu pojmu spojitosti.

Zavedieme pojem limity funkcie dvoch premenných. Nech je f de�novná v nejakom okolí S
bodu A prípadne s výnimkou bodu A. Ak existuje také £íslo L, ºe pre kaºdú postupnos´ bodov
roviny leºiacu v S, ktorá konverguje do A, platí:

lim
n→∞

f(An) = L

tak £íslo L voláme limita funkcie f v bode A a pí²eme

L = lim
B→A

f(B).

Prípadne ak ozna£íme A = (x0, y0) tak pouºívame aj zápis:

L = lim
(x,y)→(x0,y0)

f(x, y).

Spojením predchádzajúcich pojmom spojitosti a limity máme tvrdenie:

• funkcia f je spojitá v bode A práve vtedy ke¤:

lim
B→A

f(B) = f(A).

5.15 Preskúmajme spojitos´ funkcie

f(x, y) =

{ xy
x2+y2 , (x, y) 6= (0, 0)

0 , (x, y) = (0, 0)

Rie²enie: uvedená funkcia je zrejme de�novaná v²ade v rovine. Vezmime v rovine nasledovné
smery: y = kx, k ∈ R. Vypo£ítajme limity zadanej funkcie v bode (0, 0) v týchto smeroch:

lim
x→0

kx2

x2 + k2x2
=

k

k2 + 1
.

Vidíme, ºe tento výraz síce existuje pre kaºdé k ale nie je kon²tantný (závisí od k). Takºe neexistuje
limita zadanej funkcie v bode (0, 0) a teda zadaná funkcia v tomto bode nie je spojitá. Graf tejto
funkcie v okolí bodu (0, 0) je znázornený na obrázku 5.13.

Dokáza´, ºe funkcia dvoch premenných je spojitá je logicky náro£nej²ie, ov²em v rade jasných
prípadov je to zrejmé.
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Obrázok 5.13:

5.16 Preverte spojitos´ funkcie
f(x, y) = x2 − y2

v jej de�ni£nom obore.
Rie²enie: de�ni£ným oborom uvedenej funkcie je zrejme celá rovina. Nech teda (x̂, ŷ) je bod
roviny. Uvaºujme postupnos´ {xn, yn} bodov roviny, ktorá konverguje k (x̂, ŷ). To znamená, ºe:

lim
n→∞

xn = x̂ & lim
n→∞

yn = ŷ.

Vyuºijúc známe vlastnosti limity sú£tu a sú£inu máme okamºite:

lim
n→∞

f(xn, yn) = lim
n→∞

(x2
n − y2

n) = x̂2 − ŷ2 = f(x̂, ŷ).

Takºe sme ukázali, ºe f je spojitá vo svojom de�ni£nom obore. Graf tejto funkcie je znázornený
na obrázku 5.14.

5.17 Preskúmajme existenciu limity funkcie

f(x, y) =
xy2

x2 + y4

v bode (0, 0).
Rie²enie: uvaºovaná funkcie je de�novaná v²ade okrem bodu (0, 0) preto má zmysel pýta´ sa na
limitu v tomto bode. Zvolme nasledové smery v rovine vychádzajúce z bodu (0, 0):

y = kx, k ∈ R.

Potom limity v týchto smeroch sú rovné:

lim
x→ 0

f(x, kx) = lim
x→ 0

xk2x2

x2 + k4x4
= k2 lim

x→0

x3

x2 + k4x4
= k2 lim

x→0

x

1 + k4x2
= 0.
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Vidíme teda, ºe limita uvaºovanej funkcie v kaºdom zo smerov y = kx je nula. Grafy rezov funkcie
f rovinami y = kx sú znázornené na grafoch 5.15.

Tento výsledok v²ak neznamená, ºe limita funkcie f v bode (0, 0) je nula. Síce sme preskú-
mali v²etky moºnosti ako sa blíºi´ k (0, 0) po priamke - ale to nie sú v²etky spôsoby. Zoberme
postupnosti bodov roviny, ktoré leºia na parabole y =

√
qx, q > 0, vtedy:

lim
x→0

f(x,
√

qx) = lim
x→ 0

xqx

x2 + q2x2
= lim

x→ 0

q

1 + q2
=

q

1 + q2
.

Tento výraz nie je kon²tantou, preto limita funkcie f v bode (0, 0) neexistuje. Graf funkcie f v
okolí bodu (0, 0) je znázornený na obrázku 5.16.

5.5 Parciálne derivácie funkcie dvoch premenných
• Nech funkcia f je de�novaná v okolí bodu (x0, y0). Ak existujú príslu²né limity, voláme ich

parciálne derivácie funkcie f v bode (x0, y0):

∂f

∂x
(x0, y0) ≡ f ′x(x0, y0) = lim

δ→0

f(x0 + δ, y0)− f(x0, y0)

δ
∂f

∂y
(x0, y0) ≡ f ′y(x0, y0) = lim

δ→0

f(x0, y0 + δ)− f(x0, y0)

δ

• (Niektorá) parciálna derivácia (niektorej) prvej parciálnej derivácie funkcie f sa volá druhá
parciálna derivácia funkcie f . Sú ²tyri moºnosti:

∂2f

∂x2
≡ f ′′xx

∂2f

∂y2
≡ f ′′yy

∂2f

∂x∂y
≡ f ′′xy

∂2f

∂y∂x
≡ f ′′yx
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Obrázok 5.15:

• ak funkcie f ′′xy a f ′′yx sú spojité, potom sa rovnajú - t.j. platí zámennos´ druhých parciálnych
derivácií:

∂2f

∂x∂y
=

∂2f

∂y∂x
.

• analogicky sa zavádzajú vy²²ie parciálne derivácie

5.18 Vypo£ítajme (z de�nície) prvé parciálne derivácie funkcie:

f(x, y) = x2 − xy − y3.

Rie²enie: zadaná funkcia je de�novaná v²ade, skúsime jej parciálne derivácie vypo£íta´ tieº v²ade:

f ′x = lim
δ→0

f(x + δ, y)− f(x, y)

δ
= lim

δ→0

(x + δ)2 − (x + δ)y − y3 − [x2 − xy − y3]

δ
=

lim
δ→0

x2 + 2xδ + δ2 − xy − δy − y3 − x2 + xy + y3

δ
= lim

δ→0

2xδ + δ2 − δy

δ
lim
δ→0

(2x− y + δ) = 2x− y

f ′y = lim
δ→0

f(x, y + δ)− f(x, y)

δ
= lim

δ→0

x2 − x(y + δ)− (y + δ)3 − [x2 − xy − y3]

δ

lim
δ→0

x2 − xy − xδ − y3 − 3y2δ − 3yδ2 − δ3 − x2 + xy + y3

δ
= lim

δ→0

−xδ − 3y2δ − 3yδ2 − δ3

δ
=

lim
δ→0

(−x− 3y2 − 3yδ − δ2
)

= −x− 3y2.

5.19 Vypo£ítajme (z de�nície) prvé parciálne derivácie funkcie:

f(x, y) = xexy.
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Obrázok 5.16:

Rie²enie: po£as rie²enia vyuºijeme limitu:

lim
u→0

eu − 1

u
= 1.

Zadaná funkcia je de�novaná v²ade preto skúsime aj jej parciálne derivácie vypo£íta´ v²ade.
Po£ítajme:

f ′x = lim
δ→0

f(x + δ, y)− f(x, y)

δ
= lim

δ→0

(x + δ)e(x+δ)y − xexy

δ
= lim

δ→0

xexyeδy + δexyeδy − xexy

δ
=

lim
δ→0

(
exyeδy + xexy eδy − 1

δ

)
= exy lim

δ→0
eδy + xexy lim

δ→0

eδy − 1

δ
= exy + xexy lim

δ→0

eδy − 1

δ
=

∣∣∣∣y 6= 0 : δy = u, δ =
u

y

∣∣∣∣ = exy + xexy lim
u→0

eu − 1
u
y

= exy + xyexy lim
u→0

eu − 1

u
= exy + xyexy.

Zostáva urobi´ výpo£et e²te pre y = 0:

f ′x = e0 + xe0 lim
δ→0

e0 − 1

δ
= 1.

Takºe pre kaºdé (x, y) ∈ R2 je
f ′x = exy + xyexy.

�alej vypo£ítame parciálnu deriváciu pod©a premennej y:

f ′y = lim
δ→0

f(x, y + δ)− f(x, y)

δ
= lim

δ→0

xex(y+δ) − xexy

δ
= lim

δ→0

xexyexδ − xexy

δ
=

xexy lim
δ→0

exδ − 1

δ
=

∣∣∣x 6= 0 : xδ = u, δ =
u

x

∣∣∣ = xexy lim
u→0

eu − 1
u
x

= x2exy lim
u→0

eu − 1

u
= x2exy.

Pre x = 0 dostávame:
f ′y = 0

takºe pre ©ubovo©né (x, y) ∈ R2 je
f ′y = x2exy.
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5.6 Vy²etrovanie lokálnych extrémov funkcie dvoch premenných
pomocou parciálnych derivácií 106

Praktický výpo£et parciálnych derivácií prebieha rovnako ako výpo£et derivácie funkcie jednej
premennej nako©ko pri po£ítaní parciálnej derivácie pod©a jednej premennej povaºujeme druhú
premennú za kon²tantu - t.j. pracujeme s funkciou jednej premennej.

5.20 Vypo£íatjte v²etky prvé a druhé parciálne derivácie funkcie

f(x, y) = x sin(xy).

Rie²enie:

f ′x = sin(xy) + xy cos(xy)

f ′y = x2 cos(xy)

f ′′xx = y cos(xy) + y cos(xy)− x2 sin(xy) = 2y cos(xy)− x2 sin(xy)

f ′′yy = −x3 sin(xy)

f ′′xy = f ′′yx = 2x cos(xy)− x2y sin(xy)

5.21 Vypo£ítajte v²etky prvé a druhé parciálne derivácie zadaných funkcií

a) f(x, y) = 1 + x− y b) f(x, y) =
x

y
c) f(x, y) = cos(xy) d) f(x, y) = x3 + y3

e) f(x, y) = (x + y)2 f) f(x, y) = arctan(xy) g) f(x, y) = x2y + y2 − x3y4 h) f(x, y) = x + y1/3

i) f(x, y) = xy sin(x) j) f(x, y) =
√

1 + x2 + y4 k) f(x, y) =
sin(xy)

y
l) f(x, y) = xy3 − x3y

m) f(x, y) = 5
√

xy n) f(x, y) =
1 + xy

x2 − y
o) f(x, y) =

x3

1 + y2
p) f(x, y) =

1

x3 + y

5.6 Vy²etrovanie lokálnych extrémov funkcie dvoch premen-
ných pomocou parciálnych derivácií

• Budeme predpoklada´, ºe funkcia dvoch premenných f(x, y) má vo svojom de�ni£nom obore
spojité druhé parciálne derivácie.

• Ak funkcia f má lokálny extrém v bode A, tak potom

f ′x(A) = 0, f ′y(A) = 0.

• Body, v ktorých platia rovnosti f ′x = 0, f ′y = 0 sa volajú stacionárne body funkcie f .

Postup pri h©adaní extrémov funkcií dvoch premenných:

• Vypo£ítame f ′x a f ′y

• Nájdeme stacionárne body, t.j. vyrie²ime sústavu rovníc:

f ′x = 0, f ′y = 0.
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• Ak existujú nejaké stacionárne body tak vypo£ítame druhé parciálne derivácie, t.j. f ′′xx, f ′′yy

a f ′′xy.

• Ak A je stacionárny bod, tak zostavíme maticu:

M(A) =

(
f ′′xx(A) f ′′xy(A)
f ′′xy(A) f ′′yy(A)

)
≡

(
axx axy

axy ayy

)
.

Pod©a vlasností matice M(A) rozhodneme o lokálnom extréme funkcie f v bode A nasledovne

� ak axx > 0 a axxayy−a2
xy > 0 (kladná de�nitnos´ M) tak v bode A je lokálne minimum

� ak axx < 0 a axxayy−a2
xy > 0 (záporná de�nitnos´ M) tak v bode A je lokálne maximum

� ak axxayy − a2
xy < 0 (inde�nitnos´ M) tak v bode A je sedlový bod

� inak nevieme na základe tejto schémy rozhodnú´, £i je v bode A lokálny extrém.

5.22 Nájdite lokálne extrémy funkcie 2 premenných:

f(x, y) = x2 + y2 + x3 + y3.

Rie²enie: zrejme je zadaná funkcia de�novaná v celej rovine a ¤alej má (v²etky) parciálne derivácie.
Preto zrátame:

f ′x = 2x + 3x2 = x(2 + 3x), f ′y = 2y + 3y2 = y(2 + 3y).

To znamená, ºe rie²enia rovníc f ′x = 0, f ′y = 0 sú 4 body:

A = (0, 0) B = (0,−2/3) C = (−2/3, 0) D = (−2/3,−2/3).

Druhé parciálne derivácie sú:

f ′′xx = 2 + 6x f ′′yy = 2 + 6y f ′′xy = 0,

takºe matica
M =

(
f ′′xx f ′′xy

f ′′xy f ′′yy

)
=

(
2 + 6x 0

0 2 + 6y

)

je v jednotlivých bodoch

M(A) =

(
2 0
0 2

)
M(B) =

(
2 0
0 −2

)
M(C) =

( −2 0
0 2

)
M(D) =

( −2 0
0 −2

)
,

takºe: v bode A je lokálne minimum, v bodoch B a C sú sedlové body a v bode D je lokálne
maximum. Graf funkcie f(x, y) = x2 + y2 + x3 + y3 je na obrázku 5.17.

5.23 Nájdite lokálne extrémy funkcie 2 premenných:

f(x, y) = x2 + y2 + x3.
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Obrázok 5.17: Graf funkcie f(x, y) = x2 + y2 + x3 + y3. Vidíme jasne lokálne minimum v bode
(0, 0) a lokálne maximum v bode (−2/3,−2/3), taktieº vidno oba sedlové body.

Rie²enie: zrejme je zadaná funkcia de�novaná v celej rovine a ¤alej má (v²etky) parciálne derivácie.
Preto zrátame:

∂f

∂x
= 2x + 3x2,

∂f

∂y
= 2y.

Podmienka nulovosti parciálnych derivácií teda znamená:

2x + 3x2 = 0, 2y = 0 ⇒ y = 0, x1 = 0, x2 = −2

3
.

Takºe z extrému sú "podozrivé" dva body: A = [0, 0], B = [−2/3, 0]. Vypo£ítame druhé parciálne
derivácie:

f ′′xx = 2 + 6x, f ′′yy = 2, f ′′xy = 0.

Takºe matica
M =

(
f ′′xx f ′′xy

f ′′xy f ′′yy

)
=

(
2 + 6x 0

0 2

)

je v bode A:
M(A) =

(
2 0
0 2

)

pozitívne de�nitná a preto v bode A funkcia f nadobúda lokálne minimum. Pozrieme sa na bod
B:

M(B) =

( −2 0
0 2

)
.

Zrejme matica M(B) je inde�nitná, preto v bode B funkcia f nemá lokálny extrém. Graf funkcie
f(x, y) = x2 + y2 + x3 je na obrázku 5.18.

5.24 Nájdite lokálne extrémy funkcie 2 premenných:

f(x, y) = x2y2 − x2 − y2.
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Obrázok 5.18: Graf funkcie x2 + y2 + x3, poh©ad na plochu z bodu (−1, 1, 0).

Rie²enie: zrejme je zadaná funkcia de�novaná v celej rovine a ¤alej má (v²etky) parciálne derivácie.
Preto zrátame:

∂f

∂x
= 2xy2 − 2x,

∂f

∂y
= 2yx2 − 2y.

Stacionárne body teda sp¨¬ajú podmienky:

2xy2 − 2x = 0, 2yx2 − 2y = 0 ⇒ x(y2 − 1) = 0, y(x2 − 1) = 0.

Takºe stacionárne body sú: A = [0, 0], B = [1, 1] C = [1,−1], D = [−1, 1] a E = [−1,−1].
Zrátame druhé parciálne derivácie:

∂2f

∂x2
= 2y2 − 2

∂2f

∂y2
= 2x2 − 2

∂2f

∂x∂y
= 4xy.

Takºe matica:
M =

(
f ′′xx f ′′xy

f ′′xy f ′′yy

)
=

(
2y2 − 2 4xy

4xy 2x2 − 2

)
.

Maticu M vyhodnotíme v jednotlivých stacionárnych bodoch:

• v A:
M(A) =

( −2 0
0 −2

)

je M negatívne de�nitná preto je v A lokálne maximum

• v B, C, D, E:

M(B) =

(
0 4
4 0

)
, M(C) =

(
0 −4
−4 0

)
, M(D) =

(
0 −4
−4 0

)
, M(E) =

(
0 4
4 0

)

nie je lokálny extrém na základe vy²²ie uvedenej schémy. Graf funkcie f(x, y) = x2y2−x2−y2

je na obrázku 5.19.
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Obrázok 5.19:

5.25 Medzi v²etkými hranolmi, ktorých povrch je S nájdite ten hranol, ktorého objem je max-
imálny.
Rie²enie: uvaºujme v²eobecný hranol s d¨ºkami strán a, b, c > 0. Povrch tohoto hranola je:

S = 2(ab + ac + bc),

a jeho objem:
V = abc.

Vyjadríme si jednu z d¨ºok hrán pomocou ostatných dvoch a povrchu:

a =
S
2
− bc

a + c
.

Takºe objem je:

V =
S
2
− bc

a + c
bc.

Toto je funkcia 2 premenných b, c de�novaná v kvadrante b, c > 0. My máme nájs´ jej maximum.
Na hraniciach uvaºovanej oblasti (de�ni£ného oboru) je V = 0 (lebo hranice sú b = 0 alebo
c = 0). Takºe maximum sa na hraniciach nedosahuje. Musíme ¤alej preskúma´ lokálne extrémy.
Vypo£ítame prvé parciálne derivácie:

V ′
b =

c2

2(b + c)2
[s− 2b2 − 4bc], V ′

c =
b2

2(b + c)2
[S − 2c2 − 4bc].

Podmienka na stacionárne body teda je:

c2

2(b + c)2
[S − 2b2 − 4bc] = 0

b2

2(b + c)2
[S − 2c2 − 4bc] = 0,
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alebo po úprave:

S − 2b2 − 4bc = 0

S − 2c2 − 4bc = 0.

Od£ítaním rovníc od seba máme:

−2b2 + 2c2 = 0 ⇒ |b| = |c|.

Ke¤ vyuºijeme, ºe b a c sú kladné, tak potom

b = c.

Naviac vieme aj, ºe

b = c =

√
S

6
.

Z rovnice pre povrch máme ¤alej:

S = 2(ab + ab + b2) = 4ab +
1

3
S ⇒ 2

3
S = 4ab ⇒ ab =

1

6
S = b2 ⇒ a = b.

Takºe sme ukázali, ºe extrém sa môºe by´ len v bode a = b = c =
√

S/6. Preveríme, ºe sa
jedná o lokálne (a teda aj globálne, vi¤ úvaha o hranici) maximum. Vypo£ítame druhé parciálne
derivácie:

V ′′
bb = − c2

(b + c)3
(2c2 + S)

V ′′
cc = − b2

(b + c)3
(2b2 + S)

V ′′
bc =

bc

(b + c)3
[S − 2(b2 + 3bc + c2)].

V stacionárnom bode: b = c =
√

S/6 resp. b = c & S = 6b2 je teda:

V ′′
bb = −b

V ′′
cc = −b

V ′′
bc = −1

2
b.

Takºe matica druhých derivácií v stacionárnom bode je

M =

( −b −1/2b
−1/2b −b

)
.

Ke¤ºe b > 0, vidíme, ºe M je záporne de�nitná v ná² stacionárny bod je lokálne maximum. Teda
kon²tatujeme, ºe h©adaný kváder je kocka so stranou

√
S/6.
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5.26 Uvaºujme nádobu tvaru kvádra so stranami x, y, z, ktorá nemá jednu stenu (ako akvárium).
Nech je to jedna z podstáv v rovine xy; teda povrch takého akvária je:

S = xy + 2(x + y)z.

Objem akvária je samozrejme
V = xyz.

Zistime, ktoré akváriu, pri zadanom objeme V , má minimálny povrch!
Rie²enie: podobne ako v príklade 5.25 - len troska ra�novanej²ie a jednoduch²ie: x a y vystupujú
v úlohe zjavne rovnocenne preto vidíme, ºe v rie²ení proste musí by´

x = y,

preto máme minimalizova´ funkciu:
S = x2 + 4xz

za podmienky
V = x2z ⇒ z =

V

x2
.

Takºe máme vlastne len funkciu jednej premennej:

S = x2 +
4V

x
.

Nájdeme jej extrém:

S ′ = 2x− 4V

x2
= 0 ⇒ x =

3

√
V

2
.

Z priebehu funkcie S znázorneného na obrázku 5.20 vidíme, ºe v uvedenom bode je lokálne mini-
mum plochy S a teda rozmery h©adaného akvária sú:

x = y =
3

√
V

2
, z = 22/3 3

√
V .

Vidíme, ºe to nie je kocka!

0.5 1 1.5 2 2.5 3
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Obrázok 5.20:
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5.27 Pomocou diferenciálneho po£tu nájdite (ak existujú) lokálne extrémy a sedlové body nasle-
dujúcich funkcií

a) f(x, y) = 2 + x− y b) f(x, y) = x2 − y c) f(x, y) = 3− x4 − y6

d) f(x, y) =
1

1 + x2 + y2
e) f(x, y) = x + y + x2 − y2 f) f(x, y) = 1− x + 4y − y2

g) f(x, y) = x2 + 2y2 − 4y h) f(x, y) = x3 + y3 + x i) f(x, y) = x + x5 + y2

j) f(x, y) = x4 + y2 + x5 + y3 k) f(x, y) = 1 + x2y2 + y4 l) f(x, y) = arctan(x2y2)

Na obrázku 5.21 máte príklad funkcie, ktorá má jeden sedlový bod a funkcie ktorá má 5 lokálnych
extrémov a ²tyri sedlové body.
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Obrázok 5.21: V pravo je graf funkcie f(x, y) = 1− x2 − y2 + 1/2x4 + 1/2y6

5.7 Dotyková rovina ku grafu funkcie 2 premenných
Ak predpokladáme, ºe funkcia f = f(x, y) je de�novaná v nejakom okolí bodu A = (xA, yA) ∈ R2

a má v tomto okolí spojité parciálne derivácie f ′x a f ′y potom ku grafu tejto funkcie moºno, v bode
(xA, yA, f(A)), zostroji´ dotykovú rovinu, rovnica ktorej je

zt = f ′x(A)(x− xA) + f ′y(A)(y − yA) + f(A).

5.28 Zostrojte dotykovú rovinu ku grafu funkcie f(x, y) = 1− x2 − 2y2 v bode (1, 1,−2).
Rie²enie: uvedená funkcia je zrejme de�novaná v²ade v R2 spolu so v²etkými parciálnymi derivá-
ciami. Vypo£ítame

f ′x = −2x f ′y = −4y

takºe

f ′x(1, 1) = −2 f ′y(1, 1) = −4
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a teda h©adaná dotyková rovina je daná vz´ahom

zt = −2(x− 1)− 4(y − 1)− 2.

5.29 Uvaºujme funkciu f(x, y) = x2+y2 a bod M = (1, 0, 0). Nájdime v²etky body grafu funkcie
f také, ºe ak nimi vedieme rovinu dotykovú ku grafu funkcie f , tak táto rovina prechádza bodom
M .
Rie²enie: Nech (x0, y0) je bod z R2, potom rovina dotyková ku grafu f v bode (x0, y0, x

2
0 + y2

0) má
rovnicu

zt = 2x0(x− x0) + 2y0(y − y0) + x2
0 + y2

0.

My teraz chceme aby tejto rovine patril bod (1, 0, 0) to ale znamená, ºe

2x0(1− x0)− 2y2
0 + x2

0 + y2
0 = 0 ⇔ (x0 − 1)2 + y2

0 = 1,

£o je ale rovnica kruºnice (v rovine Oxy) so stredom v bode (1, 0) a polomerom 1. Takºe body
grafu funkcie f ktorý sa vedie dotyková rovina tak, ºe prechádza aj bodom M sú práve v²etky tie,
ktorých (x, y)-súradnice leºia na uvedenej kruºnici.

5.30 Nájdite rovnicu dotykovej roviny ku grafu funkcie f v jeho bode A:

a) f(x, y) = x2 − y2, A = (0, 0, 0) b) f(x, y) = xy, A = (1, 2, 2)

c) f(x, y) = −2x4 + y6, A = (2, 1,−35) d) f(x, y) =
x

y
, A = (2,−2,−1)

e) f(x, y) =
x

1 + y2
, A = (2, 0, 2) f) f(x, y) = xy, A = (1, 1, 1)

g) f(x, y) =
x− y

x + y
, A = (1, 1, 0) h) f(x, y) = x2 − y2 + xy, A = (0, 0, 0)

i) f(x, y) = sin(x + y), A = (0, 0, 0) j) f(x, y) = cos(x + y), A = (0, 0, 1)

k) f(x, y) = ln(1 + x + y), A = (0, 0, 0) l) f(x, y) = ln(1 + x2 + y2), A = (0, 0, 0)

m) f(x, y) =
y

1 + x
, A = (0, 0, 0) n) f(x, y) = x ln(y), A = (1, 1, 0)

o) f(x, y) = x sin(y), A = (0, 0, 0) p) f(x, y) = x cos(y), A = (0, 0, 0)

q) f(x, y) = x(y − 1), A = (1, 0,−1) r) f(x, y) = xyyx, A = (1, 1, 1)
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