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Kapitola 1

Diferencialny a integralny pocet funkcii
jednej realnej premennej (opakovanie)

Ako predpoklad k dalSiemu $tudiu je znalost kalkulu obsahujiceho vypocet derivacii funkcii jed-
nej realnej premennej, jednoduché aplikacie derivacie pri hladani lokdlnych extrémov funkcii a
elementarne metody hladania neurc¢itého integralu. Najprv uvedieme pomocné tabulky derivacii
a integralov elementarnych funkcii a niektoré pravidla:

e derivacie

() f'(x)
const 0
%, aeR azr®?
sin(x) cos(z)
cos(z) — sin(z)
e’ e’
a’, a>0 a®In(a)
1
In(z) , 1
tan(x) o2 (2)
1
arctan(z) T
. 1
arcsin(x) Vi
1
arccos(z) Vi



e integraly (primitivne funkcie)

(@) [t
const const -z +C
xa—i—l
« -1 C
%, a # o] +
1 In|z|+C
x
sin(z) —cos(z) +C
cos(x) sin(z) + C
e’ e"+C
1
co(2) tan(x) + C
1
e arctan(z) + C
1
Vi arcsin(z) + C

(f(2)g(x))" = f'(x)g(z) + f(x)g'(x)
(f(x) " f@)g(x) — fx)g'(x)
g(x) ()

e platia vztahy pre integrovanie (predpoklady nevypisujeme):

/ o' (z)v(z )dx—uv—/u(a:)v'(m)dx

[s@as=| 570 = [ e




1.1 Vypocitajte derivacie funkei

a) f(x) = zsin(z) b) f(x) = zsin(zx) cos(x) c) f(z) = | fxg

T+ 2 1 e’
@) fa) = 72 ) ) = o £) s =
g) f(z) =sin(3 + z) h) f(z) = cos(z® —sin(z)) i) f(z) = In(x + 2°)
j) f(x) = tan(z?) k) f(z) = exp(sin(z)) D) fz) = COS(SH—(:ES)in(I)
m) f(x) = xarctan(z) n) f(x) = arcsin(z%) 0) sin(In(x))
p) f(5) = Vacosz) ) f(z) = sWarctan(v/E) ) 2 sinz)
s) f(z) = 3@ t) f(z) = sin(e®) u) vVer +x+1

3 n(z w) f(z) = __ 2) flz) = —=

D I@ =@ e 0 @)= e ) )= s

1.2 Na grafoch 1.1 st zobrazené isté funkcie; zistite (s presnostou umoznenou samotnym grafom)
na ktorych intervaloch maju zobrazené funkcie: a.) kladnua; b.) zapornu derivéciu.

f f
0. 0025/ 0.035
0.0125
_0.2 0.2 /0.4 06 o018 X 0.0
-0.0025 0. 007
- 0./005/ 0. 005
-0. 0075} 0. 0025
-0. 01} 0.2 6.2 0.4 0.6 0.8 %

Obrazok 1.1:

1.3 N4ajdite lokalne extrémy a inflexné body funkcii
a) f(z) =2% -2 b) f(z) = In(z* 4 4) c) f(z) = 2® + 42 — 10

De=rtn  Of@=ren(—)  f)f@) =ew(-)

1.4 Na obrazku 1.2 je zndzorneny priebeh jednej z funkecii:

x? — 42

f3(aj‘) xre i

f4($> = 5 T

_ sin(a?) re” _
S 1+at z? — 2

filx) = Tr fo(x) = 5+ cos(@)’

Na zéklade jednoduchych avah o priebehu funkcie zistite, o ktori z tychto funkcii sa jedna.
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0.2

0.1

-0.5 0.5 1

-0/1

0.2

Obrazok 1.2:

1.5 Vypocitajte nasledovné neurcité integraly
a) / (z+ 32" — 27) dz b) /(sin(x) —cos(z)) dx / <\/_+ —>

9 /emdgj 2 /1—|1-Idx /3+x2
9) /0082(x)dx h) /xcos(x)dx /xe
) [

) [ 9 [ et

xIn(x

1.1 Urc¢ity (Newtonov) integral

e Uvazujeme o funkcii f : [a,b] — R spojitej (fo uz automaticky znamené aj ohranicene;j)
popripade o funkcii ohrani¢enej s kone¢ne vela bodmi nespojitosti ako je napriklad funkcia

f definovana v intervale [—1, 1] takto:
[ 1zel0,1]
f(@) = { 0z € [-1,0),
ktora ma jeden bod nespojitosti (menovite 0).

e Urditym integralom funkcie f v intervale [a, b], piSeme

/ )

volame ¢islo, ktoré je plochou (znamienkovou!) uzavretou medzi grafom funkcie f a osou z.
(Toto je samozrejme len volné definicia)

e Zakladnou metddou vypoctu urcitého integralu je tzv. Newton-Leibnitzov vzorec: nech plati
rovnost (o funkcii f: [a,b] — R sa predpoklada ze je (po ¢astiach) spojitd)

/f (2) + C.
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potom

Toto sa zapisuje zvycCajne takto:

b
/f@szwumi=F@—Fw»

e Elementarne vlastnosti urcitého integralu:

ak f(z) > 0 tak

b
[ sz o
a dosledok: ak f(z) < g(z) tak

/abf(x)dx < /abg(x)dx

/ab(f(x) + Ag(z))de = /abf(x)dx + A/abg(x)dx

aditivita voci intervalu: ak a < ¢ < b tak potom

/a  Ha)da = / fa)de + / ’ )
/ flapde = [ ()

ak f je definovand v intervale [—a,a], a > 0 a je parna, tak

/_ e =2 / f(x)dz

ak f je definovana v intervale [—a,al, a > 0 a je neparna, tak

| i

linearita

1.6 Vypocitajte pomocou Newton-Leibnitzovho vzorca urcité integraly

Riesenie:

a) /1 2 (:v _ é) dz b) /0 ' arctan(x)dz

/ (x _ —) _ {‘%2 _ m(x)]j _ g _ % — (In(2) — In(1)) = g ~1n(2)

1 1
/0 arctan(z)dr = {x arctan(z) — / T xde] i = arctan(1l) — /0 . —fqﬂ dr =
1

_ [5 In(1 + xQ)] = % = %ln@)

N
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1.7 Vypocitajte urc¢ity integral

3

/ arctan(z) cos(z)dz.

-3
RieSenie: snaha pouzit na vypocet N-L vzorec v tomto pripade zlyhava (moZno sa presved¢it
pouziti matematického moderného software); avSak pouzitim jednoduchej avahy: funkcia arctan(x) cos(z)
je NEPARNA, preto podla vlastnosi urc¢itého integralu je integral z nej v intervale [—3, 3] rovny
NULE:

3
/ arctan(z) cos(z)dz = 0.

-3

Graf funkcie arctan(x) cos(z) v intervale [—3, 3] je zndzorneny na obrazku 1.3.

ArcTan [x]*«Cos [X]
1

0.5

Obrazok 1.3:

1.8 Vypocitajte pomocou Newton-Leibnitzovho vzorca nasledovné urcité integraly

a) /25 ridx b) /2 (32% — 2%) du c) /_1 | arctan(z)|dz

1

d) /0 11fx2d:v ) /0 zﬂ(l—sin(a:))dx f) /0 s
/wacos(x)dx i) /1 len(x)dx
5) /01$i2dm k) /Oﬂxsin(x)dx ) /j%dm
/12

m) /121n(a7)dx n) | zln(z)ds 0) /0 g,

1+ 22

1.9 Nech f : [a,b] — R je spojita funkcia (po ¢astiach spojita ohrani¢ena funkcia). Strednou

hodnotou tejto funkcie na intervale [a, b] volame ¢islo

/= b—a
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Vypocitajte stredné hodnoty zadanych funkcii na danych intervaloch:

a) f(z) =2 z €[-1,1] b) f(x) =cos(x), x € [-7/2,7/2]
¢) f(z) = sin(z) cos(z), z € [0, 7 d) f(z) = i T€ [—1,1]
0) f(a) = Tgr v € L] ) f@) =g we 01

1.10 Teleso sa pohybovalo v odporujicom prostredi tak, Ze v intervale ¢asu [0s, 3s] bola jeho
rychlost dané formulou (v m/s)

u(t) = t(3 — 1)

Vypocitajte drahu, ktorti teleso preslo a jeho strednu rychlost.

1.11 Porovnajte ¢isla

™ w/2
/ sin?®(z)dr  a / cos? (x)du.
0

—7/2

Ndvod: v druhom integrdle urobte zimenu premennej x — y = x + 7/2.

1.12 Vypocitajte obsah plochy uzavretej medzi krivkami:
(1)

y(x) = 2%, yolz) =1—2a°
yi(z) =%, yalx) = .
vi(z) = |z], wo(r) = V1—22
Zadané plochy aj znazornite graficky.

Niektoré geometrické aplikicie urcitého integralu:

e Nech f : [a,b] — R ma spojiti prvia derivaciu. Potom dizka krivky, ktord je grafom funkcie
f je dana vztahom

b
L= / I+ (F(@)da.
e Nech je krivka v rovine zadana parametrickym vyjadrenim
r=¢(t), y=1u(t), tela,bl,

kde funkcie ¢, 1 maju spojiti prvi derivaciu. Potom dlzka tejto krivky je dana vztahom

L= [ V@R @rd.
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e Objem telesa, ktoré vznika rotaciou krivky, ktora je grafom spojitej funkcie f : [a,b] — R,

okolo osi z, je dany vztahom

V= w/ab F(z)dz.

e Obsah rota¢nej plochy vznikajucej rotaciou grafu funkcie f : [a,b] — R, ktord méa spojitu

prva derivaciu, okolo osi z je dany vztahom
b
S = 27r/ |f(@)[\/14 (f'(z))*dx.

1.13 Vypocitajte obvod kruznice polomeru R.
RieSenie: vezmime kartézske suradnice [z,y], potom rovnica kruznice polomeru R so stredom v
pociatku suradnic je
2* +y* = R

Vyjadrime si y = y(z) pre osminu kruznice pre ktort je 0 < x < R/v/2, y > 0:
y=flz)=vVR: =22, x€l0,R/V2

Takze
x

R2 — 12

A podla vysie uvedeného vztahu pre dizku krivky mame obvod kruznice (pracujeme s jej osmi-

RIVE R/VZ \/—xz R/VZ \/T
0O=38 1 ! 2de =8 1+ ———=dzr =38 ——dzr =
; + (f"(x))*dx /0 +R2—I2 L /(; R2 _ 20
R/V2 1 /4 1
8R \ 5——dz = =38R —R du =
/0 R _a2 " /0 R? cos?(u) cos(u)du

w/4 T
SR/ du =8R— =27 R.
0 4
1.14 Kruznicu polomeru R mozno zadat aj v polarnych stradniciach:

fla) = -

nou):

x = Rsin(u)
dz = Rcos(u)du

x = Rcos(p), y = Rsin(p), ¢ € 10,2m).

Vypocitajte obvod kruznice pomocou tohoto zapisu kruznice.
Riegenie: ide o aplikiciu vzfahu na vypocet dlzky krivky zadanej parametricky, kde parametrom

je p. Menovite mame:

0= [ VT AR = [\ + Reotohde =R [ dp=2rk

10
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1.15 Vypocitajte dlzku krivky zadanej parametricky:
x(t) =t —sin(t), y(t) =1 —cos(t), t € [0,2m].

Téato krivka je zndzornené na obrazku 1.4.

RieSenie: potrebujeme:
Z'(t) =1 — cos(t), y'(t) = sin(t).

/ VEOP+ [ OFd = / 1= 2cos(t) + cos2(t) + sin?(1)dt = / V2~ 2cos(i)d =

1 1 t 1 1
= [sin’(t) = 373 cos(2t) = sin’ <§> =573 cos(t)‘

t=2m

[
ool o ]

y cykl oi da

1.5

0.5

1 2 3 4 5 6

Obrazok 1.4:

1.16 Vypocitajte objem gule polomeru R.
RieSenie: gula polomeru R vznika zrejme ako teleso obalené plochou, ktora vznikne rotaciou

hornej polkruznice polomeru R (so stredom v podciatku siradnic) okolo osi x. Rovnica tejto

hornej pokruznice ale je:
y= f(x) =V R?—2% x€[-R,R]

Takze objem gule je

R R .’£3 =R
= 7T/ f(a / (R* — 2*)dx = |parnost| = 27?/ (R* — 2%)dx = 27 {R% — E]
0

R
27TR3 = 7TR3
3 3
1.17 Vypocitajte objem dvojosého rota¢ného elipsoidu s hlavnou osou dizky a a vedlajsou osou

dlzky b.

11
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Riegenie: takéto teleso vznika rotaciou elipsy, ktora ma poloos a pozdlz osy x a poloos b pozdlz
osy y okolo osy z. Elipsa mé stred v pociatku stiradnic. Rovnica takej elispy je

22y
) + o 1.
Takze pre hornu polelipsu méame:
2
y=f(x)=b0/1 I—2, x € [—a,al
a

A teda objem takto vzniknutého telesa je

a 2 a 2 3 1r=a 4
V= 7r/ b’ (1 — :c_2> dz = |parnost| = 27r/ b’ (1 — x—2> dr = 27b? {x - x_2] = —mab®.
—a a 0 a 3ac|, _, 3

Elipsoid s a =1 a b = 1/2 je znazorneny na obréazku 1.5.

0.5 — o
0.25 S y
I = _ 1 \ AN WAV

z 0 ———
-0.25 -
-0.5

0.5 0 0.5 -1

X

Obrazok 1.5:

1.18 Vypocitajte objem telesa ktoré vznika (jeho povrch vzniké) rotaciou krivky:
|+ [y['? =1

okolo osi x. Krivka je znazornen na obrazku 1.6.

RieSenie: vyjadrime si y ako funkciu z:

y=f(z)= (1— \/H>2, z € [-1,1].

Potom podla vztahu pre objem méame:

1 1 1
V:ﬂ'/ (1—\/|x|)4dx:27r/ (1—\/5)4dx:27r/ (1—4x1/2+6x—4x3/2+x2)dx:
. 0 0

1

2 1 2 1] 2
271' |:£E — 4§$3/2 + 651‘2 — 431‘5/2 + §$31 L = 1—57T.

12
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Obrazok 1.6:

1.19 Vypocitajte povrch gule polomeru R.
RieSenie: ako sme uz pisali v priklade 1.16 takato gula vznika rotéciou hornej polkruznice polomeru
R so stredom v pociatku, preto je:

y=f(r)=VvVR?>—22% z€[-R,R]

a povrch je

—27r/ |f(2) |1+ (f(x dx—27r/ VR? — 12 I+ 5 dx—27r/ Rdz = 47 R?.

1.20 Vypocitajte obsah povrchu rotacného paraboloidu, ktory vznika rotaciou paraboly:

f(x) =z, v €0,a], a>0

okolo osi z.

RieSenie: priamim dosadenim do vzorca mame:

e 1 2 @ T2 r=a m
=2 {1+ =—= = Vidz + 1de = ~ 2 [z + D2 = 2 |(da+ 1** — 1.
S 7r/0 vV +(2\/5) dz W/O x + 1dz 43[(96+ ) :|x:0 6[( a+1)

Zavislost S od a a samotny paraboloid st znézornené na obrazku 1.7.

1.21 Vypocitajte dlzku krivky, ktora je grafom funkcie

fa) =" sel11)

13
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AVIIIM'A'AW”””I

‘mﬁlﬂﬂmn'llll
AEWWIII[‘%‘;;I

1 2 3 4 5 4 6

Obrazok 1.7: V Tavo: zavislost S(a) obsahu paraboloidu od jeho vysky z prikladu 1.20 a v pravo:
nacrt samotného paraboloidu.

1.22 Vypodcitajte dizku krivky danej parametrickym vyjadrenim
=t y=t"% telo,1].

1.23 Vypocitajte objemy telies vzniknutych rotaciou kriviek (x, f(x)) okolo osy = ak funkcie f su:

a) f(z) =z, z €0,1] b) f(z) =sin(z), = € [0, 7]

c) f(x)zwl—xzz, x € [-2,2] d) f(x) =z(1l —z), z €0,1]

&) fla)=1—2, 2 e0,1] D 1w = == we L1
1

g) f(z) = /xcos(x), z € [0,7/2] h) f(x) = \/1—W7 x € 1[0,1]

i) f(x) =In(x), z € [1,2] J) flx)=¢e"—1, z €]0,1]

1.24 Najdite obsah povrchu kuzela s vySkou h a polomerom podstavy R.
1.25 Najdite objem kuzela s vySskou h a polomerom podstavy R.
1.26 Uvazujme teleso tvaru gule polomeru R. Nech jeho hustota je dand funkciou
p(r) = kre,
kde a > —3. Hmotnost tohoto telesa je potom dana vztahom

R
M = 47rk/ rot2dr
0

Néajdite to «, pre ktoré je tato hmotnost najvacsia.

14



Kapitola 2

Nevlastny integral

Nevlastny integral prvého druhu je forméalne jeden z nasledujucich objektov:

lwf@Mx /;f@mx /Zf@mx

kde a € R. Zmysel tymto objektom déva definicia:

e Nech f:[a,00) — R je ohrani¢ena a nech pre kazdé A > a existuje

A
/ f(x)dz.
Potom ak existuje kone¢né limita

1m1lAﬂ@¢m:lwf@mx

A—o0
wa@mx

konverguje. Inak hovorime, ze integral nekonverguje alebo aj ze diverguje.

Hovorime aj, Ze integral

Podobne ak f: (—o0,a] — R je ohrani¢ena a pre kazdé A < a existuje integral

/A @)z,

tak potom hovorime, zZe konverguje nevlastny integral

/ OO f(@)de,

Al—i}zloo /Aaf(x)dx = /_ZO f(z)dx.

Posledny pripad nevlastného integralu prvého druhu:

/:f@mx
15

ak existuje konecna limita



16

sa zavadza pomocou predchadzajicich dvoch takto: predpokladame, ze f : R — R je
ohrani¢ené a vezmem Tubovolné ¢ € R. Ak existuju nevlastné integraly

/coo f(z)dx /_; f(z)dx

/Z f(z)dx = /:o f(z)da + /OO f(x)dz.

Ak niektora z uvedenych limit neexistuje tak hovorime, Ze integral nekonverguje (diverguje).

tak existuje aj

Uvedieme nejaké priklady:

2.1 Vypocitajme resp. zistime priamim vypoctom, ¢i existuju nevlastné integraly:
[oe) 1 [e%¢) 1 o] xQ
a —dx b dx c dx
>/1 x? )/_Ool+x2 )/0 14 a3

a) nech A > 1 potom treba pozriet na

Riesenie:

No ale

Takze

<1
1 X

b) zvolme ¢ = 0, to znamend 7e treba preskumat, ¢i existuju integraly

Sl | S|
/ dx / dx
o 1+ a2 U

V prvom rade si vSimnime, ze ak v druhom integrale urobime zdmenu x — —x tak dostaneme

presne prvy integral - podintegrélna funkcia 1/(1 + z?) je parna. Preto ak integraly existuju, tak

>~ 1 >~ 1
/ dx:2/ dzx.
_001+$2 0 1+SE2

/}LH;O A dz = f}gglo [arctan(z)] = f}ggo arctan(A) = g

> 1
/ dszE:W.
oo L 22 2

¢) pozrime na posledny priklad, nech A > 0 potom

Takze staci zratat
A

Preto

A

1 1
Jim i 1+$3dx:1}ijréo [gln(l—l—x?))h :gggoln(uﬁ):mo.

A 2

Takze uvedeny integral nekonverguje (hovorime aj, ze diverguje).
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2.2 Preskiimajme nevlastny integral
x%dx
v zavislosti na parametre a.

RieSenie: vypocitame najskor

A
/ z%dx
1

a to pre kazdé A > 1. Mame 2 situécie:

o o= —1:
A
/ x ldr = In(A)
1

v tomto pripade je zjavne:
lim In(A) = oo

A—oo

a teda uvedeny integral diverguje

A Ao+l 1
¢ = —
/1 a+l a+1

v tomto pripade nastavaju 2 situacie:

o aF —1:

— ak a < —1 tak potom
) Aa+1 1 1
lim — =—
A—oco ¢ + 1 o+ 1 o+ 1
a teda uvedeny integral konverguje

— ak a > —1 tak potom
Aa+1 1
lim — =
Amoa+1 a+1
a teda uvedeny integral diverguje

o

Celkovo uzatvarame, ze zadany integral konverguje pre a < —1 a diverguje pre o« > —1.

Zavedieme nevlastny integral druhého druhu:

e Nech f: (a,b] — R je neohrani¢end v okoli bodu a, napriklad

fz) =

xz

3—x

pre = € (3,4], potom hovorime, 7e existuje (konverguje) nevlastny integral

/ab f(z)dx

lim /:f(:);)dx:/abf(:v)dx.

a—at

ak existuje kone¢né limita:

17
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Inak hovorime, Ze nevlastny integral (druhého druhu) diverguje. Podobne zavadzame nevlast-

/a  Ha)da

v pripade, ze funkcia f : [a,b) — R je neohrani¢ena v okoli bodu b:

ny integral

[ 0= g [ e

2.3 Zistime, ¢i konverguji integraly a ak d4no vypocitajme ich:
1 1 1
1 1
a) / —dx b) / In(z)dz c) / n(z)dx
o VT 0 o T

a) zadand funkcia je neohrani¢end v okoli bodu 0, preto skimame:

Riesenie:

1
lim 7%z = lim [2:1:1/2]1 =2 lim (1 —a'/?) =2,

a—0t J, a—0t @ a—0t

/ —da:—2

b) zadané funkcia ja zase neohrani¢na v okoli bodu 0 preto skiimame

takze uvedeny integral konverguje a

lim lln(x)d:v: lim {:pln(x) —/ldxl = lim [~2In(z) — 2]} = lim (~1—aln(a)—a) = —1.

a—0t J, a—0t a—0t+ a—0t

Takze zadany integral konverguje a plati

/01 In(z)dz = —1.

¢) Tretia funkcia je tiez neohranic¢ena v okoli bodu 0 takze znovu treba preskimat existenciu limity

1 1
, In(x) , J 1 . 9
lim /a " dz = alf(l)lJr {5 In“(x) = . ali%l+ In“(a) = —0c0.
Takze tento integral nekonverguje.

2.4 Preskumajte konvergenciu nevlastného integralu druhého druhu

1
/ z%dx
0

v zavislosti na parametri .

18



2.1 Kritéria konvergencie pre nevlastné integraly 19

2.5 Vypocitajte (ak existuju!) nevlastné integraly

a)/ e dw b)/ ze " dx c)/ ze " da
0 —o0 0

d) /01 #dx e) /01 In?(z)da f) /12 1 i xdx

"1—2 L N R
9) i \/Ed:c h)/o 1_x2dx z)/ e " dr

2.6 Nech n € {0,1,2,3,...}, vypocitajte integral

[n:/ e dx.
0

Riesenie: vypocitame najprv hodnotu integralu Iy:
[e.e]
Iy = / e *dx = [—e‘ﬂgo =1.
0

f)alej vyuZzijeme integrvanie per-partes:

I, :/ e fdr = {—x”e‘x —l—n/x"‘le_;tdx} =nl,_1.
0 0

Takto sme odvodili rekurentny vztah (s poc¢iato¢nou podmienkou):
I() = ]_, In = n]n_l.
To znamena, Ze:
I, =n!.
2.1 Kritéria konvergencie pre nevlastné integraly

V predchadzajicom texte sme odpovedali na otédzku o (ne)konvergencii nevlastného integralu
(prvého aj druhého druhu) tak, ze sme priamo pocitali defini¢nt limitu. Toto ale je v podstate
len okrajovy sposob odpovedania na takt otdazku. Teraz sa trocha pozrieme na metody, ktoré
nevyzaduju pouzitie Newton-Leibnitzovho vzorca.

V prvom rade sformulujeme tzv. vetu o absoliitnej konvergencii:

e Nech funkcia f je (po ¢astiach) spojita na [a,00) a nech konverguje nevlastny integral

JACIE

/aoo f(z)dz.

Potom konverguje aj integral

19



2.1 Kritéria konvergencie pre nevlastné integraly 20

Dalej budeme pre uréitost uvazovat nevlastné integraly prvého druhu:!

@ [ rlos 0 [ g

Predpokladajme, 7e funkcie f a g sa spojité (po Castiach spojité) v intervale [0, 00). Plati séria

nasledovnych tvrdeni (tzv. porovnévacie kritérium):

e nech funkcie f a g st nezaporné v intervale [0, 00) a nech plati nerovnost: f(z) < g(z) tiez
v intervale [0, 00), potom:
— ak integral (b) konverguje, tak konverguje aj integral (a)
— ak integral (a) diverguje, tak diverguje aj integral (b)

e nech funkcie f a g st nezédporné v intervale [0,
x
@)

z—oo g()

o0) a nech
)

9

potom ak:

— 0 < ¢ < oo tak integraly (a) a (b) konverguju (diverguji) stucasne - hovorime, Ze maju

rovnaky charakter
— ¢ =0 a integral (b) konverguje, tak konverguje aj integral (a)

— ¢ =00 a integral (b) diverguje, tak diverguje aj integral (a)
Analogické kritéria mozno sformulovat aj pre nevlastné integraly druhého druhu.

2.7 Rozhodnite, ¢i konverguje nevlastny integral

[e’e) x3
dx.
/0 2 4ot "

Riesenie: Singularnym bodom uvedeného integralu je +oo. Pre velké hodnoty z (teda pre z > 1)

mame: 2+ 2% ~ 2, a teda aj:
x3 3

~ __ —

2424 2t =z

)

¢o presne znamena, zZe
3
X

N e
lim X% = 1.

r—00 l
xz

/ < dxw/ —duz,
0 2+at T

kde druhy integral diverguje a preto diverguje aj zadany integral. Spolo¢ny graf zadanej funkcie

To znamena, Ze

a porovnavacej funkcie 1/x je na obrazku 2.1.

1y uvedenych nevlastnych integréloch je dolné hranica 0 vybrana len pre uréitost, nemusi to tak byt; naviac

moze byt rozna v pripadoch (a) a (b), podsatné je len Ze horné hranica je co

20



2.1 Kritéria konvergencie pre nevlastné integraly 21

x3 1
2+x4" x

ocooooo0
P N Wb O1 O

i 2 3 4 5 X

Obrazok 2.1: Zavislost = +— 23/(2 + x*) (plna ¢iara) a zavislost x +— 1/x (preruSovand Ciara).
Vidime, ze pre x > 1 st prakticky zhodné.

2.8 Rozhodnite, ¢i konverguje nevlastny integral

o 1
——duz.
/1 zln(l+ e®) ‘

Riegenie: Singularnym bodom uvedeného integralu je +oo. Pre velké hodnoty z (teda pre z > 1)
mame: 14 e* =~ e”, a teda aj:
In(1+ €*) ~ In(e*) = x,

¢o presne znamena, 7e

To znamené, 7e

o 1 <1
| e~ [ e
L zn(l+e?) x?

kde druhy integral konverguje a preto konverguje aj zadany integral. Spolo¢ny graf zadanej funkcie
a porovnavacej funkcie 1/2? je na obrazku 2.2.

1 1
X2

’

X*ln (1+eX)

1.5 2 2.5 3 X

Obrazok 2.2: Zavislost z — m (pln& ¢ciara) a zévislost z — 1/z® (preruSovana Ciara).
Vidime, Ze pre x > 1 st prakticky zhodné.

21



2.1 Kritéria konvergencie pre nevlastné integraly 22

2.9 Rozhodnite, ¢i konverguje nevlastny integral

:

o sin(z)

dzx.

Riesenie: Singularnym bodom uvedeného integralu je 0. Pre z — 07 méame: sin(z) ~ x, presnejsie:

lim sin(z) .
x—0 x ’
To ale znamena, ze:
NG
lim S _ 4
x—0t L ’
vz

A teda aj:

/02 sirﬁ)dl’ ~ [

kde druhy integrél konverguje a preto konverguje aj zadany integral. Spolo¢ny graf zadanej funkcie
a porovnévacej funkcie 1/2? je na obréazku 2.3.

N3 1
Sin[x]" x
4
3.5
3
2.5
2
1.5
1
0.5

0.5 1 1.5 2

Obrazok 2.3: Zavislost x — Si*n/(i) (plné ¢iara) a zéavislost 2 — 1/4/x (prerusovana ¢iara). Vidime,

7e pre x — 01 st prakticky zhodné.

2.10 Rozhodnite, ¢i konverguje nevlastny integral

1
T

———dux.

/0 arctan(z?) v

RieSenie: Singularnym bodom uvedeného integralu je 0. Pre x — 0% méame: arctan(z) =~ z,

presnejsie:
. arctan(x
fig 22HAAT) )
r—0 x
To ale znamen4, ze:
. arctan(z?)
lim ———= = 1.
z—07F 2

A teda aj:
lim arctaln(:c2) -1

z—0t =
x

22



2.1 Kritéria konvergencie pre nevlastné integraly 23

1
1

| o [ La
o arctan(z?) 0

kde druhy integral diverguje a preto diverguje aj zadany integral. Spolo¢ny graf zadanej funkcie

a porovnavacej funkcie 1/x je na obrazku 2.4.

_x 1
ArcTan[x2] ' x

X

0.2 0.4 0.6 0.8 1

Obrazok 2.4: Zavislost x — —2— (plnd ¢iara) a zavislost = +— 1/x (prerusovana ¢iara). Vidime
arctan(x?) )

7e pre x — 0% st prakticky zhodné.

2.11 Rozhodnite, ¢i konverguje nevlastny integral

*In(l 2
/ In(+2%,
1

3

RieSenie: vyuzijeme porovnavacie kriérium. Vyjdeme z toho, Ze nevlastny integral

koverguje(vid priklad 2.2). Porovname, v limitnom tvare, funkcie In(1 + z?)/23 a 1/2% v okoli

bodu oc: n(14e%)
n(l+x 2
In(1 / 2
lim = = g 2D ey, 2T

Takze podla porovnavacieho kritéria zadany integral konverguje.

2.12 Rozhodnite, ¢i konverguje nevlastny integral:

/1 da
0o Vv 1— 2t ‘
Riesenie: singularnym bodom uvedeného integralu je bod 1. PrepiSeme podintegralnu funkciu do

tvaru:
1 1 1 1

V1—zt B Vit22Vi+z/1—zx

Odtial teda vidime, 7e

1 1
lim = lim

1
z—1— \/11_733 z—1— \/1+m2\/1—|—1‘_2'




2.1 Kritéria konvergencie pre nevlastné integraly 24

Takze podla limitnej formy porovnéavacieho kritéria:

/1 dz /1 dz
0o V1—at Vi—2a’
pricom druhy integral konverguje, ¢o overime priamym vypoctom:
1
dz 1

Takze konverguje aj zadany integral.

I
=

2.13 Rozhodnite, ¢i konverguje nevlastny integrél

/ 51n(2x) .
.

RieSenie: Pouzijeme vetu o absolitnej konvergencii a porovnavacie kritérium. Pozrieme sa teda

r

Tento ale konverguje ako je to zrejmé z nerovnosti:

na integral
sin(x)
2

dax.

T

a zo skutoc¢nosti, ze integral

konverguje - vid 2.2. Takze aj zadany integral konverguje.

2.14 Pokiuste sa zopakovat postup z prikladu 2.13 na vySetrenie konvegencie nevlastného inte-

/ sin(z) e
0 x

RieSenie: v prvom rade si treba uvedomit, Ze sa jednd o nevlastny integral prvého druhu a nie

gralu

druhého, hoci v x = 0 sa vynuluje menovatel v podintegralnej funkcii, ale ako dobre vieme, plati:

sin(z)

lim

= ]_,
x—0 €x

takze podintegralna funkcia je ohrani¢ena v okoli bodu x = 0. Graf funkcie sin(z)/x je na obrazku
2.5. Urobme teraz teda rovnaky odhad na podintegralnu funkciu ako ten z prikladu 2.13 (teda
len odhad vyuzivajuci, ze funkcia sinus ma hodnoty medzi —1 a 1):

sin(x)

1
< — Vz > 0.
T

X

24



2.1 Kritéria konvergencie pre nevlastné integraly 25

Sin (x)

© o oo
l\)-l>C.ﬁOOId><

5 Yo 15 20 X

Obréazok 2.5:

Podla vysledku prikladu 2.2 vieme, Ze nevlastny integal

1
/ —dz
x

diverguje. To znamené, ze NEVIEME takto rozhodniit o konvergencii integralu

r

V skutocnosti je situacia takato (toto sa musi ale ukazat zlozitejsimi prostriedkami!!!):

r

sin(z) de

T

e integral
sin(x)

dzx.

X

diverguje

e integral

/ sin(z) .
0 T

konverguje - dokonca je zndma aj jeho hodnota:

/ sm(x)dx _
0 T

My si tu ukdzeme ako mozno nahliadnut, Ze integral

r

naozaj diverguje. Budeme sa pri tom opierat o poznatok, ze tzv. harmonicky rad diverguje:

Do

sin(z) de

T

n=1

Integral ktory skimame si mézeme predstavit ako sucet plosok ohrani¢enych jednotlivymi "kopcek-

mi" funkcie |sin(x)/z| - vid obrazok 2.6. Nulové body funkcie |sin(x)/z| sa v x = nm, n €

25



2.1 Kritéria konvergencie pre nevlastné integraly 26

‘Sin(x)l

5 10 15 20

Obréazok 2.6:

{1,2,3,...}. Plogka kopceka, ktory sa zac¢ina v nm a konéi v (n + 1)7 je

/(n+1)7r

Toto ¢islo odhadneme z dola tak, ze do integralu vezmeme najmensiu hodnotu funkcie 1/x v

sin(z) de

T

intervale [n7, (n 4 1)7]:

(n+1)7 | o3 (n+1)m : 1 (n+1)m 2
/ sinfz) | - > / _sin(z) | —/ sin(z)|dz = ———.
. x . (n+ )7 (n+ )7 Jor (n+ )7
No ale takto mame neovnost:
> Isin(x) - 2 2 o= 1
d > _— = — —_ =
/0 x m_;(n—kl)ﬂ ﬁnz_;n +oo,

¢o ukazuje, 7e nés integral diverguje.

Pozn.: v predchadzajicom sme sa opreli o fakt, ze harmonicky rad diverguje. Tuto skuto¢nost

si tu teraz aj ukdzeme. ZapiSeme harmonicy rad nasledovnym sposobom:

GO JEN (0 U (i VU (R PR PRI VU (. IO I I S
- \2 34 56 78 910 1112 13 14 15 16)

> ~~
22%: >4.

[NIES

ool <

1
2

al=<

1 >8.

> =3

[
N

Takto priamo vidime, 7e harmonicky rad je rad so si¢tom nie mens$im ako sucet nekonec¢ne vela

polovic, ¢o je +o0.

2.15 Zistite vyuzitim porovnavacieho kritéria, pripadne aj vety o absolutnej konvergencii, ¢i

26
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konverguju nevlastné integrély:

a)/ T dx

o l1l+=x
< 1

d)/ dz
0 1+€$

9) /01 xh;(x)dl"

& 1
sin ( 2) dx
1 T

V|

27

J
> 1
d
/0 1 + 22 + sin(x) v

o0

\

0
00

dx
/0 1+x+x2+x3
1
\/1—x3
*14e”
0 1+e2f”

/0 1—|—62I de

o0

0 \/31+3:4

\\\



Kapitola 3

Elementy tedrie pravdepodobnosti

3.1 NAahodna premenna, rozdelenie pravdepodobnosti, stred-
né hodnoty, disperzia
Zakladné pojmy:
e diskrétna ndhodna premenna

— nech nahodna premenna X nadobuda len diskrétne hodnoty {Xi, Xo, X3...}. Nech
hodnotu X; nadobuda s pravdepodobnostou p; = p(X;). V prvom rade musime mat

sz‘ =1L

Strednd hodnota ndhodnej premennej X je ¢islo

<X> = Z Xip;.

normovanie pravdepodobnosti:

Ak f : {X1,X5,X5...} — R je funkcia ndhodnej premennej X, tak jej strednou
hodnotou sa nazyva ¢islo

(f)y=>_ r(Xp:.
Strednd kvadratickd odchijlka ndhodnej premennej X je ¢islo:
o(X) = V(X?) = (X)2.

Zavedieme eSte jeden pojem pre ndhodni premennid X nadobudajicu hodnoty z diskrét-
nej mnoziny { Xy, X, X3, ...}, ktora je charakterizovana pravdepodobnostami {p1, p2, ps, . . . }:
nagpravdepodobnejsia hodnota ndhodnej premennej X je ¢islo X, € {X1, Xo, X3,... },
také ze

p(Xnp) = max{p1, p2, s, - .- }-
Hodnota X, nemusi byt ur¢ena jednozna¢ne. Napriklad pre (poctivy) hod kockou je
pravdepodobnost hodit ktorékolvek ¢islo od 1 do 6 rovna 1/6, preto kazdy hod je aj

najpravdepodobnejsi v zmysle uvdenej definicie.
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3.1 Nahodna premenna, rozdelenie pravdepodobnosti, stredné
hodnoty, disperzia 29

e spojitda ndhodna premenna

— nech I je interval (alebo zjednotenie disjunktnych intervalov), potom funkciu p: I —
R volame hustota pravdepodobnosti (spojitej) ndhodnej premennej x nadobudajice;

hodnoty z intervalu I ak spliia nasledovné podmienky:

i)
p(z) >0

/1 plz)de = 1

— nech x € I je ndhodna premenné s hustotou pravdepodobnosti p, potom strednou

i)

hodnotou ndhodnej premennej x: (x) (alebo aj z) volame ¢islo
(x) = /xp(a:)dm.
I

— nech x € I je ndhodnéa premenna s hustotou pravdepodobnosti p a nech f: I — R je

funkcia nahodnej premennej z, potom strednou hodnotou funkcie f volame ¢islo
(1) = [ f@pds
I

— nech z € I je ndhodna premenna s hustotou pravdepodobnosti p, strednou kvadratickou
odchylkou ndhodnej premennej x volame c¢islo

o(z) = V(z?) = (x)*.

— najpravdepodobnejSou hodnotou ndhodnej premennej x € I s hustotou pravdepodob-
nosti p volame cislo x,, € I, také ze

p(np) = max p(z).

Treba zase poznamenat, Ze najpravdepodobnejsich hodnot (tak ako aj v diskrétnom
pripade) moze byt aj viac.
— 8pecialne pripady: ak = € [a,b], tak o ndhodnej premennej = hovorime, Ze ma

rovnomerné rozdelenie ak

1
x) = i
pla) = —
O néhodnej premennej € R hovorime, 7ze ma normalne (Gaussovo) rozdelenie, ak
1 22
plr) = e 27,
2o

kde o > 0, pre toto rozdelenie plati (x) = 0 a o(z) = 0. Graf norméalneho rozdelenia s
o =1 je na obrazku 3.1.
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3.1 Nahodna premenna, rozdelenie pravdepodobnosti, stredné
hodnoty, disperzia 30

-3 -2 -1 1 2 3

Obrazok 3.1:

— pre spojiti ndhodni premennt x s hustotou pravdepodobnosti p(x) zavadzame pojem
distribu¢nej funkcie F'(z): hodnota F'(X) je pravdepodobnost, Ze ndhodna premenna
nadobt da hodnotu z intervalu (—oo, X]. To znamena, Ze

lim F(z)=0 lim F(z)=1.

r——00 Tr—-+00

Z definicie hustoty pravdepodobnosti zase mame vyjadrenie pre F(z):
F(x) :/ p(x")da',

pripadne aj
pla) = F'(z).

3.1 Nahodnou premennou X je sicet hodnét dvoch hodov hracej kocky. Najdite rozdelenie
nidhodnej premennej X, jej strednt hodnotu a najpravdepodobnejsiu hodnotu.

Riesenie: jednotlivy hod hracej kocky da jeden z vysledkov {1,2,3,4,5,6} a to kazdy s rovnakou
pravdepodobnostou 1/6. Sucet z dvoch hodou kocky moze nadobudat hodnoty {2, 3,4,5,6,7,8,9,10,11,12}.
Zistime s akymi pravdepodobnostami. RozpiSeme si kolkymi sposobmi sa jednotlivé hodnoty mozu
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3.1 Nahodna premenna, rozdelenie pravdepodobnosti, stredné

hodnoty, disperzia 31

dosiahnut:
2=1+1 1 spdsob
3=142=2+1 2 sposoby
4=14+3=3+1=2+2 3 sposoby
5=144=44+1=2+3=3+2 4 sposoby
6=14+5=5+1=2+4=44+2=3+3 5 sposobov
7T=146=64+1=24+5=5+2=3+4=4+3 6 sposoby
8=24+6=6+2=3+5=50+3=4+4 5 sposobov
9=34+6=64+3=4+5=5+4 4 sposoby
10=44+6=6+4=5+5 3 sposoby
11=5+6=6+5 2 sposoby
12=64+6 1 spdsob

aka je pravdepodobnost realizacie kazdého sposobu t.j. konkrétnej dvojice (aj s poradim) hodnot?
- je zrejme 1/(6 - 6) = 1/36. Takze méame:

1 2 1 3 1 4 1 5
2 = — = — = — 4 = — = — = — = — = —
6 1 ) 4 1 3 1 2 1 1

Takze strednd hodnota tejto ndhodnej premennej je:

1 1 1 1 5 1 ) 1 1 1 1
X)=2—4+3—=-4+4—=4+5-46—=+7-4+8=+9-+10—=+11—-+12— =T.
X0 36+ 18+ 12jL 9+ 36jL 6+ 36jL 9+ 12+ 18jL 36

Tento vysledok mo7no indk odpozorovat z toho, Ze ¢isla p(X;) strozloZené symmetricky okolo
hodnoty 7. Najpravdepodobnejsia hodnota premennej X je zrejem tiez 7 lebo p(7) = 1/6 je
maximalna pravdepodobnost. Rozdelenie tejto ndhodnej premennej je zndzornené aj na obrazku
3.2.

3.2 Najdite disperziu ndhodnej premennej X z prikladu 3.1.

3.3 Uvazujme hru, v ktorej sa hadze kockou (bodové hodnoty hodov 1 — 6 rovnomerne rozde-
lené) a pravidelnym $tvorstenom (pyramidou), kde si bodové hodnoty 1 — 4 znovu rovnomerne
rozdelené. Zostavime ndhodni premennt X takto: raz hodime kockou a raz Stvorstenom a bodové
hodnoty s¢itame. Najdite rozdelenie pravdepodobnosti pre veli¢cinu X, dalej najdite (X), o(X) a
najpravdepodobnejsiu hodnotu veli¢iny X.

3.4 Urobte to isté, ¢o v priklade 3.3, len som zadmenou sucet — sucin.
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0.125

2 0.075

0. 025¢° °

X

Obrazok 3.2:

3.5 Nech diskrétna nahodna premenna nadobtida v8etky nezaporné celé hodnoty {0,1,2,3,...}.
Pravdepodobnost, ze nadobudne hodnotu n nech je dana vztahom (Poissonovo rozdelenie):

Pn = KM_7
n!

kde p je kladny parameter. Najdite hodnotu normovacej konc¢tanty K.
RiesSenie: zapiSeme si podmienku normovania pravdepodobnosti:

12219”:}(2/;—7:}(6“ = K=et

Takze Poissonovo rozdelenie aj s normovanim ma tvar:

n

Dn = Koo,
n!
Graf Poissonovho rozdelenia je na obrazku 3.3.
Pn
[ ] [ ]
0.2
[ ]
0. 15 .
0.1 .
0. 05e .
[ ]
® o o
2 4 6 g 10"

Obréazok 3.3: Graf Poissonovho rozdelenia s parametrom p = 3.

3.6 Najdite stredni hodnotu a strednt kvadratickt odchylku pre doskrétnu ndhodnii premenni

x, ktord ma Poissonovo rozdelenie.
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RieSenie: priamim vypoctom ziskame obe pozadavané veli¢iny:

o0 Mn o0 Nn o0 Iun o0 ’un+1 o0 Mn
_ [PV e, —Hy - oo
<x>—;n'e n_;n'e n—;(n_1)|e n—;) n'e _u;n‘e =
K,
[ neo 1 - M
(z%) = . n? = € p? = Z (n— 1)'6 fn = Z e Fn+1) =
n=0 n=1 n=1 n=0

Takze disperzia veli¢iny x je dand vztahom:

o(x) = V(2?) = (1)? = V.

3.7 Diskrétna ndhodna premenna = € {1,2,3,4,...} je charakterizovana rozdelenim pravde-

podobosti: .

— n=1,2,34,....
n(n+1)7 n 7 9

Pn =

N4jdite normovaciu konstantu K a vypocitajte (z') a to pre kazdé | = 1,2,3,... .

RieSenie: ndjdeme najskor normovaciu konstantu:

o0 o0 1
1= m=K> ooy

Potrebujeme teda spocitat uvedeny nekoneény rad. St dve moznosti: spocitat takyto rad presne
alebo najst priblizni hodnotu jeho su¢tu. V tomto pripade mozno pouzit prvy sposob (ale je to
vynimkal):

i LS SRVINS SIS S S
nin+1) 1-2 2.3 3-4 4.5 B

n=1

] 1 N 1 1 N 1 1 N 1 1 P
2 2 3 3 4 4 5 -
Takze normovacia podmienka znamené:

b n(n+1)

Teraz sa pozrieme na pozadované stredné hodnoty. Vezmeme najprv pripad | = 2; vtedy mame:

(%) = Z EEEYE

n=1

Tento rad je ale DIVERGENTNY (t.j. (22) = +00),lebo



3.1 Nahodna premenna, rozdelenie pravdepodobnosti, stredné
hodnoty, disperzia 34

takZe sa jedna prakticky o sumu samych jedni¢iek. Tym skor pre | > 3 dostaneme (z') = +oo0.

Ostéava preverit pripad [ = 1, vtedy méame:

B nn+1) n+1

n=1

V tomto pripade je

1
lim

Y

¢o ale automaticky neznamené, 7e uvedeny rad je konvergentny - vid priklad harmonického radu

2.14, kde tiez
1

lim — =0,

n—oo M,
ale ako sme v priklade 2.14 ukézali, harmonicky rad je divergentny. V skutoc¢nosti aj n4s rad pre
(x) je divergentny, lebo je to NEKONECNA ¢ast radu harmonického! Takze aj stredna hodnota

(x) = 400!

3.8 Nech z je diskrétna ndhodna premenné nadobudajica hodnoty {1,2,3,...} s pravdepodob-
nostami p,,. Najdite (presnym alebo pribliznym vypoc¢tom!) veli¢iny: normovaciu konstantu K a
(x), (x?) a o(x) a to pre nasledovné pripady pravdepodobnosti p,:

1 1 1 1

n = K— b) p, = K———F—— = K— d) p, = K—
a)p A )p n2(n2—|—1) ) )p nd
n n 1

n:]’-(*n2 n:K n = h n_K_
e)p e fp | g9) p S ) p 5

3.9 Nech z € [a,b] je ndhodnéa premennd s rovnomernym rozdelenim. Vypocitajme () a o(x).
RieSenie: podla zadania je hustota pravdepodobnosti ndhodnej premennej = dana vztahom

preto:

\// ol gy 0o JOmF O _ime

3.10 Nech z € [0,3] je ndhodna premenna rovnomerne rozdelend. Najdime pre hu distribu¢nu
funkciu F(z).
RieSenie: v prvom rade si uvedomime, 7e hustotu pravdepodobnosti pre nadhodnt premennt x

mozno zapisat takto:

0, z€(—00,0)
plz) =4 3 , z€][0,3]
0, z€(3,00).

Preto pre distribu¢na funkciu dostévame:
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o v <O -
F(z) = / p(z")dz’ =0
o z€0,3]:
F(z) = / p(x')dz' = g
o >3

Distribu¢na funkcia F' je zndzornena na obrazku 3.4.

F(x)
1

0.8
0.6
0.4

0.2

7 -2 2 4 6

Obrazok 3.4:

3.11 Distribu¢na funkcia ndhodnej premennej x € [0, 00) je dané vztahom:

Najdite (z) .
RieSenie: nech p je hustota pravdepodobnosti pre ndhodnii premenni z:

2x

p(x) = F'(r) = A+

Pozadované stredna hodnota je teda:

(z) = /Oooxp(x)dx - 2/000 ﬁdx - g

Grafy funkcii F'(z) a p(z) st na obrazku 3.5.

3.12 Najdite najpravdepodobnejsiu hodnotu a disperziu ndhodnej premennej x z prikladu 3.11.
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F(x) P (X)
1

0.8
0.6
0.4

0.2

©o oo o000

i 2 3 4 5 6 7X*

Obréazok 3.5:
3.13 Najdite konstantu K tak aby funkcia
p(r) = Kz(l —z), z €[0,1].

bola hutotou pravdepodobnosti. Vypotitajte (z) a o(x) a najpravdepodobnej$iu hodnotu z,.

RieSenie: konstantu K uréime z normovacej podmienky

1 1 22 23 z=1
1—/Kx(l—x)dx—K/(x—xz)dx—K[———} =K-=K=6
0 0 2 3]0
Takze mame
p(x) = 6z(1 — x).
f)alej pocitame podla vyssie uvedenych vztahov:
1 1 3 47 z=1
1 1
(x) :/0 26x(1 — z)dx = 6/0 (2% — 2*)dz = 6 [% - %L_O :65 =—
o*(z) = (%) = (2)*,
preto zratame:
1 1 4 572=1
1 3
(x?) = 6/0 7%62(1 — z)dr = 6/0 (z° — 2*)dz = 6 [% - %1 » = 65 =10

A teda mame pre disperziu

a<x>:\/%‘(%)2:\/1%7:\/%—0‘

Este ur¢ime najpravdepodobnej$iu hodnotu z,,. Treba néjst globalne maximum(a) funkcie p(x).

Zderivujeme a polozime rovné nule:

1
p’(x):6—12x:O:>x:§.
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Lahko sa overi, Ze v tomto bode je ozaj maximum (a nie minimum, a hodnota na krajoch intervalu

je mensia). Preto

1
l'np = §
Zase vyslo, ze x,, = (x). Toto ale nie je v8eobecny pripad ako je ukdzané v dalSom priklade.

3.14 Najdite konStantu K tak aby funkcia

p(x) = Ka'e™, x €[0,00).

bola hutotou pravdepodobnosti. Vypoéitajte (x) a o(x) a najpravdepodobnejsiu hodnotu .
RieSenie: postupujeme rovnako ako v predchadzajicom priklade, akurat interval definicie = je
nekonec¢ny, ¢o znamena, ze treba vypocitat nevlastné integraly. Z prikladu 2.6 vieme, ze

o0
/ e *der=1-2-3----n=n!,
0
preto v naSom pripade n = 4 mame:

& 1
1:/ Kate™@dr = 24K = K = —.
0 24

Teda nase rozdelenie je
1 4 —x

p(x) = Vi e’

Graf tohoto rozdelenia je na obrazku 3.6. Stredn& hodnota z je

1o, 5!
= — “dr = — = 5.
(x) 24/0 z'e"dz = o

Na to aby sme dostali disperziu o(z) nam treba

1 [ 6!
(x?) = —/ e dr = — =30
2 J, 24

a teda disperzia (= stredna kvadraticka odchylka) je
o(x) = V30 — 52 = /5.
No a ostéva uréit najpravdepodobnejsiu hodnotu z,,. Ndjdeme maximum funkcie p(x):
pl(r) =4’ —zte ™ =2’ (4—2) =0 = 1,, = 4.
Teda naozaj je v tomto pripade z,, # (z).

3.15 Najdite normovaciu konstantu K tak, aby zadana funkcia p mohla byt hustotou pravde-

podobnosti pre ndhodnt premenni x zo zadaného intervalu.

a) p(r) = K(2* —2%), v € [-1,1] b) p(z) = Kze ™, x € [0,00)
¢) p(x) = K cos(x), x € [—7/2,7/2] d) p(x) = %, x € [0,1]
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0.2

0. 05

2 4 6 8 10 12 1a*%

Obrazok 3.6:

3.16 Najdite strednti hodnotu ndhodnej premennej x ak je dané jej hustota pravdepodobnosti

a) p(x) = cos(x), z € [0,7/2] b) p(x) =2z, x €[0,1]
e ®, x€|0,00) d) p(x) = —1In(z), = €[0,1]

o
~
e
—~

&
~

|

3.17 Najdite strednu kvadratickt odchylku ndhodnej premennej x, ktorej hustota pravdepodob-

nosti je dana vztahom

a) p(x) = %ﬁ, r € [—1,1] b) p(x) =xe™®, x €[0,00)
c) p(x) = %%, z € 0,1] d) p(x) = %x%‘x, z € [0,00)

3.2 Transforméacia ndhodnej premennej

e zadané je ndhodna premenna x a jej hustota pravdepodobnosti p(z). Nech nahodné pre-

menné x suvisi s ndhodnou premennou y vztahom

y =y(z),

kde funkcia y(z) je prostd a ma spojitu prva derivaciu. Potom ndhodna premenné y méa
rozdelenie dané hustotou pravdepodobnosti

dx

x(y) = p(x(y)) 3

3.18 Nech nahodné premenna z € [0, 00) ma hustotu pravdepodobnosti

N4jdite hustotu pravdepodobnosti x ndhodnej premenne;j

y = arctan(z).
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RieSenie: v prvom rade uréime, z akej mnoziny je y: no ak = € [0,00) = y € [0,7/2). Vyjadrime

si x ako funkciu y, teda:

x = tan(y) = i
dy| ~ w0 (y)
a finalne
e~ tan(z)
X(y) = m-

Pre porovnanie grafy funkcii p a x st na obrazku 3.7.

0 X

1 1

0.8 0.8

0.6 0.6

0.4 0.4

0.2 0.2
X 0.25 0.5 0.75 1 1.25 1.5 Y

1 2 3 4 5 6 7

Obrazok 3.7:

3.19 Nech nahodné premenna z € [0, 00) ma hustotu pravdepodobnosti

RieSenie: postupujeme presne rovnako ako v priklade 3.18. = € [0,00) to znamena, ze y € [0, 1].

Vyjadrime x ako funkciu y a zratame potrebnu derivaciu:

dz
dy

1

"

r=—In(y) =

Tym prichadzame k hustote pravdepodobnosti ndhodnej premennej y:

1
x(y) =y- =1,
Y

¢o znamend, ze ndhodna premenné y € [0, 1] ma rovnomerné rozdelenie!

3.20 Rychlost (velkost rychlosti) molekuly plynu je ndhodnéa premenné s hustotou pravdepodob-

nosti 4
p(v) = —=v% ¥, ve [0, 00).
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Néajdite stredni hodnotu velkosti ruchlosti, najpravdepodobnejsiu hodnotu velkosti rychlosti a
vypocitajte rozdelenie novej premennej € - energie molekuly:

1
€= —v°.

2

RieSenie: stredné hodnota velkosti rychlosti je

V) = — vWe Vdv = [v° =u,2vdy = du| = — ue “du = —.
) v Jo | | VT Jo VT

Najpravdepodobnejsia rychlost sa dostane ako bod v ktorom ma funkcia p(v) maximum:
p'(v) = (2v — 20%) e =201 —v¥)e™ =0= v, =0,v0 = 1.
Kedze p(0) = 0, tak vo v; maximum nie je, ale vo vs je a preto
Upp = 1.

No a este najdeme rozdelenie pravdepodobnosti pre energiu: vyjadrime v ako funkciu e:

dv 1 1
V2= -
v \/_e:>d6 NN

A teda rozdelenie pre energiu je

1 _QELL = ——ee ¥, ¢ o0
x(€) :ﬁ%e e \/%\/— , €€10,00).

Rozdelenia p(v) a x(€) st na grafoch 3.8.

o (V) X (€)

0.8
0.8

0.6
0.6

0.4
0.4

0.2 0.2

1 2 3 4V 1 2 3 4 €

Obrazok 3.8:

3.21 Najdite hustotu pravdepodobnosti pre nahodna premennia y ak y = y(x) a ndhodna pre-

mennd r ma zname rozdelenie pravdepodobnosti:

a) p(z) = i, x€0,4], y =z b) p(z) =6x(1 —x),  €[0,1], y = 2

c¢) p(x) =sin(x), z € [0,7/2], y =sin(z)  d) p(x) =ze ™, z €[0,00), y =z
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3.3 Funkcie viacerych nidhodnych premennych

e nezavislost: nech ndhodna premenna x € I; je popisana hustotou pravdepodobnosti p(z) a
nech ndhodné premenna y € I, je popisana hustotou pravdepodobnosti £(y). Potom ak tieto
veli¢iny st nezavislé, tak usporiadand dvojica (z,y) je (dvojrozmernd) ndhodna premenna,
(x,y) € I X I, a je popisana hustotou pravdepodobnosti

X(z,y) = p(x)é(y).
e predchéadzajuce sa rovnako rozsiri na ubovolny pocet premennych (rozmerov) .

3.22 Najdite hustotu pravdepodobnosti pre ndhodnt veli¢inu z, ktora vznika ako stcin nédhod-
nych veli¢in z a y (z = zy), ktoré s nezavislé a kazda je rovnomerne rozdelena v intervale [0, 1].
Riesenie: v prvom rade si uvedomime, Ze veli¢ina z nadobtuda tieZ hodnoty z intervalu [0, 1]. Nech
teda Z je niektoré z ¢isel z tohoto intervalu. Vypocitame pravdepodobnost, ze z bude z intervalu
[0, Z] - teda vlastne ndjdeme distribu¢ni funkciu F. Mame:

Z
27 = 2y<Z = y<—,
x
samozrejme spolu s tym, ze 0 <z < 1a 0 <y <1. F(Z) je dané, vid obrazok 3.9 nasledovne:

1
F(Z)zZ—i—/ gdx:Z—Zln(Z).
7z X

0.8

0.6

0.4

0.2

Obrazok 3.9: Znazornenie oblasti pripustnych dvojic (z,y) pre Z = 1/3. F(Z) je plocha leziaca v
uvedenom Stvorci pod zvyraznenou ¢iarou.

Takze pre kazdé z € [0,1] je
F(z) =2z—zIn(2).

A teda pre hustotu pravdepodobnosti mame:

p(z)=F'(z) =1—1n(z) — z% = —In(z).
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Grafy funkcii F' a p st na obrazku 3.10. Vidime, Ze najpravdepodobnejSou hodnotou premennej

z je 0. Vypocitame eSte stredni hodnotu veli¢iny z:

(2 = /01 2p()dz = /01 ln(2)ds = — Bf In(z) — %/Z%I _ %/01 sds = i

No a este dopocitame strednii kvadraticki odchylku pre z:

1
1
(22) = / —2?In(z)dz = =
0 9
a teda
1 1 7
o(z) =V(22) —(2)2 == — == V7 ~ 0.2205 .
9 16 12
F o
1 4
3.5
0.8 3
0.6 2.5
2
0.4 1.5
0.2 !
0.5
0.2 0.4 0.6 0.8 1Z 0.2 0.4 0.6 0.8 1Z

Obréazok 3.10: Funkcie F' a p z ulohy 3.22.

3.23 N4ajdite hustotu pravdepodobnosti pre ndhodnu veli¢inu z, ktora vznika ako podiel ndhod-
nych veli¢in x a y

z2=—,
Yy

ktoré st nezavislé a kazda je rovnomerne rozdelena v intervale [0, 1].
Riesenie: v prvom rade si uvedomime, 7e veli¢ina z nadobuda tiez hodnoty z intervalu [0, 00).

Nech teda Z je niektoré z ¢isel z tohoto intervalu. Vyjadrime pravdepodobnost F(Z), ze
x
2 < J = > —
< y=7

spolu s obmedzeniami x,y € [0, 1], vid obrazok 3.11 - pre Z € [0, 1] je

1
F(Z)=-Z
(2) =5
apre Z >1je
F(z)=1- .1
27
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takze pre kazdé z € [0, 00) je

z/2 , 0<2<1
F@y_{l—ﬂ@@ 2> 1

A hustota pravdepodobnosti pre premennu z je teda (p(z) = F'(2))

12 , 0<z<1
M@:{1m%% ;2> 1.

Funkcie F' a p st pre tento pripad znédzornené na obrazku 3.12.

0.6

Obréazok 3.11: K uréeniu funkcie F/(Z): dolné Eara zodpovedd Z = 2 a horna Z = 1/2. F(Z) je
plocha leziaca v uvedenom Stvorci nad prislusnou ¢iarou.

F o)
1 0.5
0.8 0.4
0.6 0.3
0.4 0.2
0.2 0.1
z yA
1 2 3 4 5 6 7 1 2 3 4 5 6 7

Obrazok 3.12: Funkcie F' a p z tlohy 3.23.

3.24 Vypocitajte strednit hodnotu a strednu kvadraticki odchylku pre ndhodnd premennt z z
ulohy 3.23.
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3.25 Nahodné premenné z,y s nezavislé a obe rovnomerne rozdelené v intervale [0, 1]. Najdite

rozdelenie ndhodnej premennej z:
a) z=x+y b) z =1z —y.
Néjdite pre oba pripady aj veli¢iny (z), o(z) a najpravdepodobnejsiu hodnotu z.

3.26 Strely padaji do kruhového terc¢a s polomerom R rovnomerne (t.j. pravdepodobnost, ze
strela zasiahne vybraty kusok plochy terc¢a je priamo tmerna ploche tohoto kisku). Najdite
rozdelenie ndhodnej premennej - vzdialenosti r miesta zasaho od stredu terca. f)alej najdite aj
veli¢iny (r) a o(r) a najpravdepodobnejsiu hodnotu veli¢iny r.

Riesenie: nech 0 < r < R, najdeme pravdepodobnost F'(r), Ze strela padne do kruhu so stredom
v strede terca a polomerom 7; kedZe strely padaju na ter¢ rovnomerne, je tato pravdepodobnost

rovna:

ar?  r?
F(r)y=—=—.
" =Tm =
Takze hustota pravdepodobnosti pre ndgodnu veli¢inu r je:
2r
p(r)=F'(r) = = " € [0, R).
Hned vidime, Ze najpravdepodobnejSou hodnotou je » = R (t.j. kraj ter¢a). Vypocitame

pozadované veli¢iny:

r=0
R 281" 1
r? :/ r2p(r)dr = {——] = —R?,
o= [T = 35| =3
R

Veli¢ina o(r) sama o sebe nie je ndzorna. Informaciu nam ale d& podiel o(r)/R, ktora urcuje v
akom je vztahu typicky rozptyl v strelbe k polomeru celého kruhu. V nasom pripade:

o(r) 1
— = —— =~ 0.2357 (= 23.67).
R 18 ( %)
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Kapitola 4

Obycajné diferencialne rovnice

4.1 Uvod

Oby¢ajna diferencidlna rovnica je vo vSeobecnosti rovnica typu:

fl@ @),y (@), y" (@), ...,y (z)) =0,

kde f je funkcia n+ 1 premennych. V dalSom texte slovo obycajnd budeme vypustat. Objasnime
len, Ze znamena rozliSenie od tzv. parcidlnych diferencidlnych rovnic, ktorymi sa teraz zaoberat
nebudeme.

Diferencialnu rovnicu nazyvame diferencidlnou rovnicou n-tého radu ak funkcia f zavisi netrividlne
od n-tej derivacie neznanej funkcie y a nezéavisi uz od ziadnej vyssej derivacie neznamej funkcie.
Existuje mnoho klasifikicii diferencidlnych rovnic, tu uvedieme len tu zakladnu:

e linearne diferencidlne rovnice - tie zodpovedaju situécii, ked funkcia f je linedrnou
funkciou svojich argumentov y(x),y'(z),...,y"™ (z) (teda nemusi to byt linearna funkcia
argumentu (nezavisle premennej) z). Uvedieme priklady linearnych diferencialnych rovnic:

a)y(x) +ylz) +2=0 b) y" () — 2%y (z) — 2y(z) + sin(z) — 2" = 0

Diferencialna rovnica a) je linearna diferencialna rovnica prvého radu. Rovnica b) je linedrna

diferenciilna rovnica tretieho radu. Linedrne diferenciidlne rovnice esSte delime na:

v" homogénne

v" nehomogénne

V8eobecny tvar homogénnej linedrnej diferencialnej rovnice n-tého radu je

Pu(@)y"™ () + pu1(2)y V(@) + - + pa(@)y” (2) + pr(2)y (z) + po(2)y(x) =0,

kde funkcie (koeficienty) p;, j € {0,1,2,...,n} su zadané a p,(x) nie je identicky nula.
Hlavnou charakteristikou homogénnych linearnych diferencialnych rovnic je, ze ak y;(z) a
y2(x) st dve rieSenia homogénnej linearnej diferencialnej rovnice a a € R, tak aj funkcia
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y1(z) + aya(x) je rieSenim tejto rovnice.
Linearne diferencidlna rovnica, ktord nie je homogénna sa nazyva nehomogénna. Obe
linearne diferencialne rovnice a) aj b) st nehomogénne. Prikladom homogénnej linearne;

diferencialnej rovnice (piateho radu) je rovnica:
(1+ %)y (2) -y (2) + 2y/(x) + 3y(z) = 0,
v ktorej mame:
ps(x) =14+ 2% py(x) = —1, ps(z) =0, pa(x) =0, pi(x) = 2, po(x) = 3.

e nelinearne diferencialne rovnice - tie zodpovedaju situécii, ked funkcia f nie je linedrnou
funkciou svojich argumentov y(x),y'(z),...,y"™ (z) (t.j. nie je lineArnou funkciou aspoi
jedného z tychto argumentov). Uvedieme priklady:

a) y(z) + 2y(x)y' (z) +y"(x) = 0 b)  +y*(x) +y"(x) +yP(z) = 0

Diferencialna rovnica a) je nelinearna diferenciadlna rovnica druhého radu. Rovnica b) je
nelinedrna diferencidlna rovnica piateho radu.

Uvedieme, ze v porovnani s tedriou linedrnych diferencidlnych rovnic je tedria nelinearnych difer-
encialnych rovnic ovela zlozitejsia. Nelinearne diferencidlne rovnice pokytuji omnoho §ir§iu vari-

abilitu a nie je mo7né presktimat ich tak ako rovnice linedrne!.

Okrem diferencidlnych rovnic sa vyskytuju (tak ako aj v pripade rovnic algebraickych) aj
systémy diferencidlnych rovnic; t.j. systémy rovnic typu:

f1<m7y1<m)7y1<m)7y/1/( )7 s ,yg(l'),y;(l'),y2<$), cee 7ym<m)7y7/n(x)7yzz(x)v e )

/

f2(x>y1<x>7y1(x)7yl (ZB), s ay2(w)ay2($)ay2(x)7 s aym(x%y;n(aj)ay;lz(x% e )

ful@, (@), y1 (@), 1 (@), - - (@), 15 (2), Y5 (), -+, Y (), Y (), Y (@), .. ) = 0.
Systémy diferencidlnych rovnic zase mozeme rozdelit na lineadrne a nelinearne.
Linedrnym systémom diferencidlnych rovnic pre nezndme funkcie yq, yo je napr.:

Vi (2) + 2ua(x) — yy(x) —2® +1 =0,
yi(w) — wyy () — 3y2(x) — 2y5(x) = 0.

A nelinearnym systémom diferencidlnych rovnic pre nezname funkcie y1, yo je napr.:

yi (z)
Y1 ()

— () + 2y2(z) — ys(x) =0,
— 41 (2)ya(w) + y5(x) = 0.

Inapokon, podobne to je aj s rovnicami algebraickymi
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4.1.1 Povod diferencidlnych rovnic

Zrejme hlavnym zdrojom diferencidlnych rovnic je fyzika a vSetky jej bohaté aplikacie. Ale
diferencidlne rovnice vystupuji aj v najroznejsich ekonomickych, sociologickych, biologickych a
chemickych modeloch, sluziacich na popis redlnych situéacii.

Uvedieme priklady:

e druhy newtonov pohybovy zakon pre pohyb hmotného bodu hmotnosti m v smere z je

diferencialnou rovnicou druhého radu:

mz"(t) = F,
kde = je poloha v ¢ase t, t.j. x”(t) je zrychlenie v Case t, a F' je posobiaca sila. T4 moze
zéavisiet od ¢asu, polohy pripadne aj rychlosti, takze v obecnosti je: F = F(t,x(t), 2'(t)).
Napriklad pre volny pad (x je zvisla stradnica) je

ma"(t) = my,

kde g ~ 10m/s* je konstanta - tiaZové zrychlenie.

e biologicky model preddtor - korist: ak uvazujeme suzitie predatora y (y(t) je pocet kusov
predatora v ¢ase t) a jeho koristi (napr. nejakého bylinozravca) z (z(t) je poc¢et kusov koristi
v Case t), tak ¢asovy vyvoj populacii oboch druhov mozno tspesne modelovat systémom

diferencialnych rovnic

y'(t) = —yt)(a—Bz(@)),
Z(t) = =)y —dy(t)),
kde «, 3,7, 6 st (pozitivne) konStanty - parametre interakcie medzi druhmi. Tomuto modelu

sa v literattire hovori bezne Lotka - Volterra model. PopiSeme si vyznam jednotlivych

¢lenov systému:

v y(t) (2/(t)) je rychlost rastu populacie predtatora (koristi)

v’ ¢len —ay(t) hovori o tom, ze ak Zije privela predatorov v danej oblasti stracaja podiel
na koristi - a brzdi sa ich mnoZzenie (zabranuje teda premnozeniu predétora)

v ¢len +pPy(t)z(t) opisuje narast rastu populacie predatora v dosledku velkého poctu
kusov (velka porodnost) - ale prezitie jedincov je naviazané na dostatok potravy - preto
sucin so z(t) - ak klesa populacia koristi, klesa aj tento ¢len zvySujuci rast populacie
predéitora

v’ ¢len +vz(t) opisuje zvySeny rast populéacie koristi v dosledku jej dostato¢ného poctu

v ¢len —dz(t)y(t) zase opisuje branenie premnozenia populacii koristi pri dostatoénom
pocte kusov predatora (y(t)), ktory méa dobry vyber v love (velké z(t))

Vplyv parametrov na dynamiku populéacii predatora a koristi v modele Lotka - Volterra je

zobrazeny na obrazku 4.1.
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Obrazok 4.1: Cykly v modele Lotka - Volterra. Zaujimame sa o stav populécie predatora y a koristi
z, ktoré st v istom okamihu rovnaké (rovné 1) a dalej sa vyvyjaja podla Lotka - Volterra rovnic.
Pouzili sme fixné parametre: @ = v = § = 1 a menili sme parameter 5. Hodnoty parametra

.....

postupne sa zmensujicim cyklom az opacne deformovanym. Konkrétny ¢asovy vyvoj populacii y
a z prislichajuci kazdému z cyklov je na obrazku 4.2.

4.2 Elementarny pripad

e rovnica typu:
y'(z) = f(z),
kde f(x) je znama funkcia. Takto postavena tloha znie slovne: najst vSetky funkcie y(z),
ktorych derivacia je zadan4 funkcia f(z); tato tloha sa preto riesi priamociarou integraciou:

ya) = [ fayis

e predchadzajuci pripad mozno zov§eobecnit na rovnicu Iubovolného radu: ak

tak

y(a:)—//.../f(a:)dxd:c...dw.

n—times

e pozorovanie: rieSenie prvej rovnice - ktora je prvého radu - obsahuje JEDNU konstantu,
lebo sme RAZ integrovali; podobne riesenie druhej rovnice, ktora je n-tého radu obsahuje
n konstant, lebo sme n-krat integrovali. Pritomnost tycho konstant umoziuje predpisat na
rieSenie rovnice n-tého radu n dalsich podmienok. Bezna je formulacia tzv. pociatoénej
(alebo Cauchyho) tlohy : od rieSenia rovnice n-tého radu, ktoré hladame v intervale
la, b] pozadujeme splnenie podmienok (tzv. poc¢iatoéné podmienky):

y(a) = ag, y'(a) = a1, y'(a) = aa,...,y" V(@) = ay_1,
kde «; su Tubovolné ¢isla.
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Obrazok 4.2: Casovy vyvoj populacie predatora y (Cervena krivka) a koristi z (modra krivka) v
modele Lotka - Volterra Startujicom z poc¢iato¢ného stavu y = z = 1, pri hodnotacha =y =46 =1
a pri roznych hodnotéach 3, tak ako je vyznacené na grafoch.
4.1 Najdite vSetky rieSenia diferencialnej rovnice

y'(z) = x — sin(x)

ktoré spliia po¢iatoéni podmienku:

y(0) = —1.
RieSenie: vSeobecné rieSenie rovnice ziskame integraciou
2
y(z) = /(1' — sin(z))dz = % + cos(z) + C.

Pociato¢na podmienka urci konstantu C:

2

—1—%+COS(O)+C—1—|—C:>C——2.
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Takze rieSenie nasej pociatoc¢nej tlohy je

1,2

y(x) = 5 + cos(x) — 2.
4.2 Najdite vSetky rieSenia diferencidlnej rovnice
y///(x) —-1— l’2.

RieSenie: tak ako sme uviedli vyssie, k néjdeniu vSetkych rieSeni treba vykonat po sebe tri

y(x)—/(/(/(1—x2)dx)dx)dx—%g—g—;+cl%2+62x+03.

Poznamenajme, Ze aj ¢; je konstanta (o ktorej ni¢ iné nevieme), tak aj ¢;/2 je tak isto konstanta

integracie:

a to isté rieSenie mozme zapisat aj takto:

3 2 9
Tr)=—— —+ 2"+ cox + c3.
y() 6 60 1 2 3

4.3 Najdite riesenie diferencialnej rovnice
ktoré splia poc¢iatoéné podmienky:

RieSenie: vSeobecné rieSenie rovnice ziskame integraciou

3 4
y(x)z/(/lﬁdx>dx:/(%+Cl)dx:f—2+01x+02.

Konstanty C', Cy ur¢ime z pociato¢nych podmienok:

0= OQa 1= Cla
takze
@=L+
r)=-—+z
)
4.4 Najdite riesenie pociatocnej tlohy:
1

y@) ==~z y(2) =5

RieSenie: ndjdeme najpr vSeobecné riesSenie uvedenej diferencidlnej rovnice

1 7
y(x)—/(;—x) dx—ln|x|—?+c.

Integra¢ni konstantu c $pecifikujeme pomocou pociato¢nej podmienky:
4
5:1n(2)—§+c = c¢=3—-In(2) (= 2.307) .

Graf rieSenia je znazorneny na obrazku 4.3.
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-1

-2

Obrazok 4.3: Graf rieSenie pociatofnej (Cauchyho) tlohy z prikladu 4.4. Vidime, Ze rieSenie sa
neda "potiahnut" dozadu za bod x = 0, kde mé singularitu. Pre vSetky x > 0 je ale rieSenie dobre
definované.

4.5 Zvisly pohyb telesa v homogénnom gravita¢nom poli Zeme popisanom tiazovym zrychlenim
g (g ~ 10m/s?)? sa riadi diferencidlnou rovnicou druhého radu (pohybova rovnica, Newtonov
zékon sily):

2"(t) = —y,

kde z je zvisla stradnica (orientova tak, Ze rastie smerom hore, t.j. z je vyska odpo¢itana od istej
arovne). Nech bol nejaky kamen vyhodeny z vysky z = 0 v ¢ase t = 0 rychlostou vg. Najdite
vysku kamenia v Tubovolnom ¢ase t > 0. RieSte pre vSeobecné vy a potom pre vy = 30m/s.
Rozdiskutujte rieSenie.

RieSenie: v prvom rade treba vyrie§it pohybova rovnicu:

S =—g = () :/</(—g)dt> dt = —%gt2+clt+cg.

Integracné konStanty ¢; a ¢ uréime z pociatoénych podmienok (2'(t) je rychlost v ¢ase t):

2(0) = 0
2(0) = wg

Cit = g

=
CQZO

Takze zavislost vysky na case je dana vzorcom
L,
z(t) = —igt + vot.
V §peciadlnom pripade vy = 30m/s je to
z(t) = —5t* + 30¢.
Funkcia z(t) dosahuje svoje maximum v ¢ase

Vo
tmaz = —

2teda Epecialne spomefime, e bez odporu vzduchu
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a toto maximum ma hodnotu (maximélna dosiahnuta vyska):

2
Y

Zmax = Z(tmax) = 29

Pre vo = 30m/s je maximélna dosiahnutéd vyska rovna 45m. Teleso sa dalej vrati spat do vysky

z =0 (spadne spat na zem) v Case

2?]0
tr = 2man = —.

V pripade vy = 30m/2 to je ty = 6s. Graf zavislosti z(t) pre vy = 30m/s je na obrazku 4.4.

z[m
40
30
20

10

i 2 3 4 5 p tIs]

Obrazok 4.4: Zavislost vysky telesa vrhnutého smerom nahor pociato¢nou rychlostou 30m/s od

¢asu (v zanedbani odporu vzduchu).

4.6 Na elektron s hmotnostou m. a elektrickym nabojom e posobi sila od ¢asovo premenného
elektrického pola opisaného intenzitou elektrického pol (vektor v smere kartézskej osi x):

E = Ejsin(wt),

kde Ey je amplituda intenzity elektrického pola a w je uhlova frekvencia. V ¢ase t = 0 je elektrén
v pokoji (méa nulovi rychlost) a je v polohe = 0. Néjdite polohu elektronu ako funkciu ¢asu.
RieSenie: zapiSeme si silu, ktora posobi na elektron v case t:

F(t) = eE = eEysin(wt),
takze pohybova rovnica pre elektron je diferencialna rovnica druhého radu:
mex” (t) = eFysin(wt),

alebo teda, po predeleni hmotnostou m., spolu s po¢iato¢nymi pomienkami,:

Diferencialnu rovnicu vyriesime dvojnasobnou integraciou:

() = / ( / (ej" sin(wt)) dt) dt = —2532 sin(wt) + 1t + ¢,
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Integracné konstanty urc¢ime z pociato¢nych podmienok:

€E0
Co = 07 C = >
Mmew

takze poloha elektonu v ¢ase t je zadana formulou:

E E E 1
z(t) = — c 02 sin(wt) + €20, - 220 (——sin(wt) + t) :
mew MeW mMew w

Tvar tohoto rieSenia je zobrazeny na obrazku 4.5.

15

10

5 10 15 20 ¢

Obrazok 4.5: Riesenie prikladu 4.6 s vyberom konstant e =1, m, =1, Ey =1, w = 1. Vidime,
7e rieSenie znamend, ze elekton sa pohybuje stale smerom rastu suradnice x len spremenlivou
rychlostou.

4.7 Na urychlenie rakety/vesmirnej sondy sa pouZzivaju zvycasne tzv. triskové motory - t.j.
z tela sondy cez trysky sa vypustia splodiny nejakého horenia (paliva), a to v smere opa¢nom
ako je ziadtce, aby sa zariadenie urychlilo. Proces je tym efektivnejsi, ¢im vac¢Ssou rychlostou
st splodiny horenia vypuastané. Konkrétne, rychlost sondy v voci vonkajsej inercialnej sustave sa
meni s hmotnostou sondy M (ta sa meni, lebo spalené palivo sa vypusta von!) podla diferencialnej

rovnice (tzv. Mescerského rovnica):
dv u

dM M’
kde u je rychlost, akou st vod¢i telu sondy vypustané splodiny horenia paliva. Néajdite, akou
rychlostou sa bude pohybovt sonda, ak na zaciatku mala hmotnost M; a na konci horenia mala
hmotnost My a na zaciatku horenia paliva sonda stala.
RieSenie: priamou integraciou dostavame zéavislost rychlosti sondy od jej hmotnosti:

o(M) = /_MudM = —uln(M) +c.

Integracni konStantu c ur¢ime z pociatoc¢nej podmienky, ktora hovori, Ze pri poc¢iato¢nej hmotnosti

sondy M; bola jej rychlost nulové:
0=—uln(M;) +¢ = c=uln(M,).
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A teda pri findlnej hmotnosti My je rychlost sondy rovna

v(My) = —uln(My) + uln(M;) = uln (]\]\;[;) .

Zavislost v(My) od podielu M; /My je znazornena na grafe 4.6.

v/u

=
a k. g Nnoa

5 4 6 8 10 12 14 M/M

Obrazok 4.6: Vysledna rychlos|v t sondy v jednotkich w (rychlost unikajucich splodin horenia
paliva voéi telu sondy) versus podiel za¢iato¢nej a konecnej hmotnost. Vidime, Ze pre dost velky
podiel M;/M; (menovite vacsi ako e ~ 2.718) je v > w.

4.8 Rieste pociato¢né ulohy pre diferencidlne rovnice:

a) y'(v) = 4z, y(0) =5 b) y'(z) = sin(z), y(0) =1

)y () =1+a% y(0) = d) y'(v) = e, y(0) =0

) ¥/ (2) = cos(@). y(0) = £)Y@) = 1= 9(0) =1

9) y'(z) =1, y(0) =0,y'(0) =1 h) y"(z) = sin(z), y(0) = 1,3/(0) =0

i) /'(2) = €, y(0) = 0.4/(0) =0 D @) = 1 90) = 1y/(0) =

k) y"(z) = 2, y(0) = 1,y/(0) = 0,4"(0) =0 1) ¥ (z) = =+ 1, y(0) = 0,4'(0) = 0,4”"(0) = 0,45 (0)

4.3 Diferencialna rovnica prvého ridu v separovanom tvare

Jedné sa o diferencidlnu rovnicu prvého radu, ktora sa da zapisat takto:

kde f a g st zname funkcie (obecne spliajice nejaké predpoklady, tie ale teraz rozoberat neb-

udeme). Rovnicu vyriesime nasledovne:
d d
Y :f(a:)dx:>/—y :/f(x)dm
9(y) 9(y)
Treba si uvedomit, ze aj ak vieme uvedené integraly vypocitat, jedné sa o rieSenie v implicitnom
tvare. Previest tento implicitny tvar na explicitny sa musime eSte posnazit, a treba povedat, ze

nie vzdy to bude mozné.
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4.9 VyrieSme diferencidlnu rovnicu aj s pociato¢nou podmienkou:
y'(x) = —y*, y(0) = 1.

RieSenie: podla néavodu vyssie mame:

dy 1/1 1 1 1 1
—z—/ldx=>——(———3):—:1::>—3:33:+—3:>y:

y! 3\Y Y y Yo 3/3$+y%’
0

kde yo je integracna konstanta, ktortd ur¢ime z pociato¢nej podmienky:

1
3
ug
Takze celkové rieSenie je
1
y(x) =

Graf rieSenia je na obrazku 4.7.

10 20 30 40 50 60 70 *

Obrazok 4.7: Graf rieSenie diferencidlnej rovnice z prikladu 4.9. Poznamenajme, Ze diferencialna

rovnica tohoto typu opisuje jednoduchy model chladnutia telesa ziarenim, kde y je teplota a x je
¢as (v istych jednotkach).

4.10 Vyrieste diferencidlnu rovnicu

RieSenie: postupne mame

/ydy = /sin(x)dx = %yQ = —cos(z) + C = y(z) = /2C — 2 cos(x).

Splnenie pociato¢nej podmienky vyzaduje aby:

1 =+/2C —2cos(l) = 2C —2cos(l) =1=C = 1—H:os(l),

a teda

y(z) = /14 2cos(1) — 2cos(x).

Graf rieSenia je na obrazku 4.8.
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5 10 15 20 25 X

Obrazok 4.8: Graf rieSenia diferencidlnej rovnice z prikladu 4.10.

4.11 Vyrieste pociato¢ni tlohu pre diferencidlnu rovnicu

/ Yy
V@)= Lor y2) =2

RieSenie: skiisime najst vSeobecné rieSenie uvedenej rovnice

1 2
/y—dy:/xdw = y—ln|y\:%+c.
Y

Vidime,7Ze mame sice zndme vyjadrenie x ako funkcie y ale inverzny vztah neziskame v elemen-

tarnych funkcidch. To nam ale nebrani urcit integra¢ni konstantu c z pociato¢nej podmienky:
2—-In(2)=2+c¢c = c¢=—1In(2),

a teda
72

5 =Y In [y| + In(2).
Toto rieSenie je zobrazené na grafe 4.9.

y

N w
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Obrazok 4.9: Zavislost urcena implicitne v priklade 4.11. Vidime, Ze zavislost z = z(y) nie je
prosté a preto inverzné zavislost y = y(x) neexistuje v celom rozsahu oboru hodnot (y). Menovite,
deliacou (kritickou) hodnotou je y = 1. To je aj singularny bod pravej strany diferencialnej rovnice
z ktorej sme vysli.
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4.12 Vyrieste pociato¢né tlohy pre separovatelné diferencialne rovnice prvého radu:

0 () =, u1) =1 ) (@) = Dy =1
DY@ =g w0 =1 D) = (e y0) =1
&) /(@) ==, y(1) =4 f) o' (@) =y, y(1) = -1

9) y'(@) =z, y(1) = 1 h) y(@) = 5. y(1) =1

4.4 Linearna diferencidlna rovnica prvého radu
e homogénna rovnica: je rovnica typu

y'(x) + p(x)y(r) = 0,

kde p(z) je zadana funkcia - jedna sa teda o $pecialny pripad z paragrafu 4.3. Mozno ju
vyriesit (teda najst vSeobecné riesenie) nasledovne:

y'(r) = —p(x)y(z) = % = —p(x)dz = In ‘%‘ = — /p(;)j)dx =

y(z) = C exp <— / p(x)dx) |

e nehomogénna rovnica: je zovSeobecnenim predchadzajiceho v zmysle, Ze prava strana

rovnice sa zmen{ z nuly na Tubovolni zndmu funkciu nezavisle premennej:
y

Y (x) + plx)y(r) = q(z),

kde p(z) a g(x) su zadané funkcie. Postup pri jej rieSeni tejto rovnice - tzv. metdda

variacie konstanty je nasledovny: najprv sa vezme homogénna tloha

() +p(x)2(x) = 0,

2(z) = Cexp (- / p(aj)dx) .

No a rieSenie povodnej tlohy sa hlfada v tomto tvare so zdmenou C na funkciu (preto variacia

ktorej rieSenie uz pozname:

kongtanty):
o) =2wyexp (~ [ pteyie).

Ked sa toto dosadi do zadanej rovnice dostava sa rovnica pre y(x):

(&) = ae) exp ( / p(x)dx) ,
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ktora je elementarneho typu a jej rieSenie sa ziska priamou integraciou:

V(z) = / [Q(l’) exp (/p(w‘)dw)} dz.

Spitnym dosadenim dostaneme priamo vzorec pre riesenie®:

y(x) = / [Q(:v) exp ( / p(:v)dw)] d exp (— / p(:v)dw) :

4.13 Vyrieste pociato¢nu ulohu:
y(x) =y(x), y(0)=1
RieSenie: jednd sa o homogénnu tlohu, preto:

dy _
y

Yo

dz. = In =z = y(r)=1ye"

Integracni konstantu gy, uré¢ime z pociatocénej podmienky:
1=y = yo=1
Takze rieSenie nasej pociatoc¢nej tlohy je
y(x) = e”.

4.14 Vyrieste pociato¢nu ulohu:

y'(z) = cos(z)y(x), y(0) = 1.

RieSenie: jednéd sa o homogénnu linearnu diferencialnu rovnicu prvého radu. Ak si ju prepiSeme
do tvaru:

y'(z) = cos(z)y(z) = 0,

tak vidime, Ze mozeme stotoznit p(x) = — cos(z) a jej obecné rieSenie teda je

y(x) = Cexp (— / (—1) cos(x)dx) = C exp(sin(x)).

Splnime pociato¢nt podmienku:
1=Ce’=C,

takze finalne rieSenie pociatoc¢nej tlohy je

sin(x)

y(r) =e :

3poznamenajme, Ze by bolo nalezité ovladat metédu variacie konstant a nie len tento vzorec, napokon aj z
praktického hladiska, vzorec je uz dost komplikovany
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4.15 Elementarny model pre radioaktivitu tloziska radioaktivneho odpadu: pripomenme si, Ze
ak mame v Case t N(t) jadier radioaktivnej latky charakterizovanej rozpadovou konstantou A
(rozmer A je s71), tak potom v ¢ase t je rychlost rozpadu jadier (teda pocet rozpadnutych jadier

za 1 sekundu) dana vztahom
N'(t) = =AN(1).

Predpokladajme, Ze v ¢ase 0 je radioaktivnych jadier Ny. Predchadzajicu rovnicu I'ahko vyriesime
aj s poc¢iatoénou podmienkou N (t) = Noe = - to je bezny exponencidlny zakon pre pocet radioak-
tivnych jadier jedného typu, izolovanych od okolia. My teraz modifikujeme rovnicu pre pocet
radioaktivnych jadier v zavislosti na Case aby vyhovovala nasledovnému modelu: budeme pred-
pokladat, ze do tloziska privadzame stale nové radioaktivne jadra a ich mnozstvo je () za sekundu.
Takisto predpokladame, ze v ¢ase 0 je v tlozisku 0 (¢isté tlozisko) radioaktivnych jadier. Zistite
zé vislost N(t).

RieSenie: najprv zostavime diferencidlnu rovnicu. Zrejem je to modifikacia vySsie uvedenej rovnice
pre izolovany systém radioaktivnych jadier. Musize zaratat, ze rychlost pocet radioaktivnych jadier

sa nemeni len ich rozpadom ale aj sa zvicsuje aj ich "pritokom":
N'(t) + AN(t) = Q.

Stotoznime p(t) = A a ¢(t) = () a mame rieSenie:

N(t) = /Qef Midge /M = (/ eAtdt) e M = % (M+C)e M = % (1+Ce™),

kde C je integra¢na konstanta, ktort urc¢ime z pociato¢nej podmienky:

O:%(lnt(]):(]:—l,

a teda zavislost poc¢tu radioaktivnych jadier na cCase je:

N(t)==(1-e™).
A
Poznamenajme, ze
| Q
m VO =5

t.j. limitne pre velké ¢asy (vésie ako 1/) - ¢o je charaktristicky ¢as rozpadu jadra) sa celkovy pocet
radioaktivnych jadier priblizuje ku konstantnej hodnote Q/A. Graf funkcie N(t) pre @ =1, A =1
je na obréazku 4.10.

Poznamenajme este, ze dolezitou charakteristikou radioaktivneho materialu akéhokolvek typu
je jeho aktivita A - to je pocet radioaktivnych premien za jednotku ¢asu. Aktivita je imerna poctu

radioaktivnych jadier, je dana vztahom:

A(t) = AN(2).

29



4.5 Elementarna numerickid metéda rieSenia diferencialnej rovnice
prvého radu 60

t

1 2 3 4 5 6 7

Obrazok 4.10: Zavislost poc¢tu radioaktivnych jadier v lozisku od ¢asu, vypocitana pre nasledovné
hodnoty parametrov: @ =1, A = 1.

V naSom modeli tloziska s prisunom radioaktivneho materidlu je teda aktivita v case t dana

vztahom
Aty =Q (1 - e*)‘t) :
V limite velkych ¢asov je
tlim At) = Q,

teda aktivita tloziska je rovna mnozstvu radioaktivnych jadier pritekajicich za jednotku casu.

4.16 Rieste diferencidlne rovnice so zadanou pociato¢nou podmienkou:

a) y'(z) —ay(z) =0, y(0) =1 b) y'(x) — ay(z) =0, y(1) =1
c) y'(z) + sin(x)y(r) = 0, y(0) =1 d) y'(x) +y(z) = sin(z), y(0) =0
e) y'(x) —4y(z) =z, y(0) =0 F Y (x) +y(x) =e, y(0) =2

4.5 Elementarna numerickd metéda rieSenia diferencialnej
rovnice prvého radu

Uvazujeme diferencialnu rovnicu prvého radu spolu s pociato¢nou podmienkou v tvare

y/(fE) = f(xvy)a y(on) = Yo-

O funkcii (pravej strane) predpokladajme, Ze je spojita (minimalne v nejakom okoli poc¢iato¢ného
bodu (xg,yo)). Zapisme definiciu Tavej strany diferencialne rovnice:

y'(x) _ }llli% y(x + h}z B y(&?)

7 hladiska praktického vypoctu derivacie sa pozrieme na vec tak, 7e redlne nerobime uvedenu
limitu ale sa uspokojime s dostatoéne malou hodnou veli¢iny (kroku) h:

B) —
y'(x) ~ ylr + })L y(m)’ pre dostato¢ne malé h.

60



4.5 Elementarna numerickid metéda rieSenia diferencialnej rovnice
prvého radu 61

No a teraz tento priblizny prepis prenesieme do zadanej diferenciélnej rovnice:

y(l’ + h])l B y(l‘) — f(x,y),

odkial:
y(x +h)=hf(z,y) +yx) & ylxe) = vo.

Tento predpis sa vola Eulerova metoda.
4.17 NapiSme program, ktory Eulerovou metodou vyriesi diferencidlnu rovnicu

y'(r) = —(1+y)va2 +y2% y(0) =0

a to na intervale x € [0, 5].
RieSenie: napiSeme taky program v jazyku C, a vystup zariadime tak, ze zapiseme hodnoty funkcie

(riesenia) y(x) do stboru euler.dat:

# include<stdio.h>
# include<math.h>

float rhs(float a, float b)

{
return (-(1.4+b)*sqrt(a*a+b*b));

}

main()

float y,x,h,y0,x0;
FILE *fw;

int i;

x0=0.;
y0=0.;

h=0.001;

x=x0;

y=y0;

fw=fopen(" euler.dat","w");
i—=0;

do
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{

y=y+rhs(x,y)*h;
if (1%10==0) {
fprintf(fw," % f",x);
fprintf(fw,);
fprintf(fw,"% f \ n",y); }
x=x-+h;

i3

}

while (x<=5.);
fclose(fw);

}

Vystup z programu je spracovany na obrazku 4.11.

-0.2

-0.4

-0.6

-0.8

Obrazok 4.11:

4.18 Vyrieste numericky pouzitim Eulerovej metody diferencidlne rovnice v zadanych intervaloch

a vysledky spracujte graficky:
Y

a) y'(z) = —cos(zy), y(0) =0, z € [0,3] b) y'(z) = e y(0) =1, z €10,2]
) y'(z) =sin(z) +ye ™, y(0) =0, z € [0,1] d) y'(z) =—ye ™, y(0) =1, x €0,5]

)y () = ﬁ yO) =0, 2 €0.10]  f)y(a) = sinly), y(0) = 1, 7 € [0,10)

9) y'(x) = (1+y)sin(y), y(0) =1, z €[0,10] h) y'(z) = —y(1 —y), y(0) = /2 x € [0, 5]

i) y'(x) = cos(z +y), y(0) =0,z € [0,20] j) y'(z) = ysm( %), y(0) =1, = € [0,10]

k) y'(z) =1+zy — 2% y(0)=0, v €1[0,4] 1)y (z)=1-2% +:cy,y(0)=0,x6[0,4]
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4.6 RieSenie obyc¢ajnych diferencialnych rovnic pomocou matem-
atického software

V dnesnej dobe je takmer samozrejmostou riesit mnoho (praktickych) aloh z (aplikovanej) matem-
atiky pomocou rozneho matematického software. Tato skutoc¢nost ale nepotla¢a potrebu mat
prehlad v teoretickych zékladoch matematiky, nakolko uz len formulacia otazky, nehovoriac o
praktickej obsluhe software, vyzaduje netrividlne matematické vedomosti.

Cielom tohoto paragrafu nie je naucit sa v detailoch ovladat vybrany software. Zameriame sa
len na jednu tlohu: naucit sa vo vybranom software - menovite MATHEMATICA - pracovat s
obyc¢ajnimi diferencialnymi rovnicami. Toto urobime na sérii prikladov, ktoré ozrejmia syntax
pouzivanych prikazov prostredia MATHEMATICA.

4.6.1 Priklady na nijdenie vSeobecného rieSenia obycajnej diferencial-
nej rovnice

4.19 N&jdime vSeobecné riesenie diferencialnej rovnice druhého radu:

Riesenie:
Inf4]:= DSolve[{y" [X]=-Y[X]}, ¥ [X],X]
out[4]= {{y[X] =»C[1l] Cos[x] +C[2] Si n[x]}}

Obrazok 4.12: Prvy riadok je prikaz na rieSenie zvolej diferencidlnej rovnice a druhy riadok je
samotné rieSenie, ktoré mozeme prepisat do formy: y(x) = ¢; cos(x) + o sin(z).

4.20 Najdime vSeobecné rieSenie (nelinearnej) diferencialnej rovnice tretieho radu:
y"(x) —y'(z) = 2"

RieSenie:
In(3]:= DSolve [y" [X]-VY' [X]=Xx"3,y [Xx],X]

{{y [X] > -3x2 - § + € C[1] -e* C[2] +C[3}}}

Out [3]

Obrazok 4.13: Syntax je rovnaké ako v priklade 4.19, samotné rieSenie, ktoré mozeme prepisat do
formy: y(z) = —3z% — 22/4 + c1€® — 2™ + c3.

4.21 Najdime vSeobecné rieSenie (nelinearnej) diferencialnej rovnice prvého radu:
y(2) = —y(z) + 2y (2).
RieSenie:
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In[5]:= DSolve [{y' [X] = -Y[X] +X"2 % (Y[X])"2},y [X], X ]

1
2+2Xx+%x2 +eX C[1] }}

out [5] = {{y IX] >

Obrazok 4.14: Syntax je rovnaké ako v priklade 4.19, samotné rieSenie, ktoré mozeme prepisat do

) _ 1
formy: y(z) = D

Ako ukazu d'al'ie priklady, pouzitie programu MATHEMATICA (rovnako ako aj kazdého iného

prostredia) neznamené vyrieSenie vSetkého, ukazeme si 2 mozné komplikacie, ktoré mozu nastat:
v nezrozumitelnost odpovede, resp. odpoved vyzadujica dalsie studium
v" neschopnost software poskytnut odpoved
4.22 Najdime vSeobecné rieSenie (nelinearnej) diferencialnej rovnice prvého radu:
y(2) = —y*(x) + 2’y ().
RieSenie:

In[9]:= DSolve [{y' [X] = -(Y[X])"2 +X"2 % (Y[X])}, VY [X],X ]

j}

3
3es (—X3)1/3
out [9] = {{y[x] N

3 (-x2)"°C[1] - 313 x Gamma £, - X ]

Obrazok 4.15: MATHEMATICA poskytuje rieSenie, ktoré obsahuje tzv. neupini Gamma-funkciu.
Poznamenajme, 7Ze informécie o tejto funkcii mozno néjst aj v help-e k programu MATHEMATI-
CA.

Podobna situacia nastava v nasledujicom pripade:
4.23 Najdime vSeobecné rieSenie (nelinearnej) diferencialnej rovnice druhého radu:
zy"(z) — y(z) = 0.
RieSenie:
In[9]:= DSolve [x*y" [X]-Y[X] =0,y [X],X]

out [9]= {{y[x] e—\/;(_ Bessel I{l, 2\/;} C[1] +2\/;<_ Bessel K{l, 2\/;] C[Z]}}

Obrazok 4.16: MATHEMATICA poskytuje rieSenie, ktoré obsahuje tzv. Besselove funkcie.

4.24 Najdime vSeobecné rieSenie (nelinearnej) diferencialnej rovnice prvého radu:
y'(x) = —sin(y(z)) + 2%y(x).
RieSenie:
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In[14] :=
DSolve [{y" [X] = -Sin [Y[X]] +X"2 % (Y[X])}, ¥ [X], X ]

Solve:tdep
The equations appear to involve the variables to be solved for in an essentially non -algebraic way. More...

Out [14]=
DSolve [{y’[x] = -Sin [y [x]] +X? Y [X]}, Y [X], X ]

Obrazok 4.17: MATHEMATICA neposkytuje ziadne rieSenie - to neznamend, Ze rieSenie neexis-
tuje, ba ani ze je prili§ komplikované - znamena to len, ze program nemé4 algoritmus na to ako ho

néjst.

4.25 Najdite vseobecné riesenia diferencidlnych rovnic

a) y'(z) —4y'(v) = 2 b) y"(x) + ¢/ (x) = cos(2x)

c) 2y’ (z) —y(z) =0 d) 2%y (x) — xy'(x) = 0

e) 2*y"(x) — xy'(x) — y(x) = f) 2%y (x) — zy'(2) + y(z) = 0
9) v (x) —y(z) +y*(z) = h) y"(z) — y(x) = sin(x)

i) y'(x) + y(z) = sin(x) 7) y"(x) +y(x) =0

k) y"(x) + y(x) = tan(z) ) y"(z) +y"'(z) =1

m) y" (x) — dy(z) = 2° n) y" + 2y (x) =

4.6.2 Priklady na najdenie rieSenia pociato¢nej ulohy (rieSenia v tvare
"vzorca")

Teraz si ukdzeme, ako mozeme néjst rieSenie konkrétnej pociato¢nej tlohy. Je to len mald modi-
fikacia predchédzajiceho.

4.26 N4ajdite rieSenie pociatoc¢nej tlohy pre diferencidlnu rovnicu druhého radu:
y'(@) +y(2) +y(z) = -z, y(0)=0, y(0)=1.
RieSenie:
In(7]:= DSolve [{y" [X]+VY' [X]+VY[X]=-XY [0]=0,y" [0]=1},y [X],X]
J3x J3x)
; i)
)

—ex/2+eX/2X+COS{

|-/3sin]

(
out [7] = {{y[x} S e X/2 i
\

Obrazok 4.18: Vidime syntax prikazu na rieSenie pociatoCnej tulohy. Konkrétne toto rieSenie
mozeme zapisat aj v beznom tvare: 1 —xz — e~%/? cos(v/3x/2) + e~*/2\/3sin(v/32/2). Graf tohoto
rieSenia je na obrazku 4.19
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2 150
100
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-100
-4 -150

Obrazok 4.19: RieSenie pociato¢nej tlohy z prikladu 4.26.

4.27 Najdite rieSenie pociatocnej tlohy pre diferencidlnu rovnicu prvého radu:

y'(x) = y(z) + 2°y*(z), y(0)=1, y'(0) =1

Riesenie:
In[29] :=
DSolve [{y' [X] = y[X] +X"2 % (Y[x])*2, y [0] =1}, y [X], X ]

Out [29]=

(eX

{{Y[X] %_—34-2@" 2e* X + e X2 }}

Obrazok 4.20: Riesenie mozeme zapisat aj v beZnom tvare: —e®/(—3 + 2¢® — 2ze” + z%e”). Graf
a dalgia diskusia tohoto rieSenia si na obrazku 4.21

Obrazok 4.21: RieSenie pociatocnej tlohy z prikladu 4.27. Vidime, Ze rieSenie méa singularitu,
priblizne v bode x ~ 1.1.
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4.28 Najdite riesenia pociato¢nych tloh pre diferencidlne rovnice:

a) y'(z) = —y(z), y(0)=3, y(0)=-1 b)y"(z) =y(x), y(0)=3, y'(0)=-1

o) y'(z) =4y (z) =z, y(0)=1 ¢ (0)=0 d)y"(z) —4y(z) =z, y(0)=1, y'(0)=0

e) y'(r) +4y'(z) =z, y(0)=1, 4 (0)=0 f)y'(z)+4y(x) =2z, y(0)=1, y'(0)=0

9) v'(@) =z +y(x), y(1)=1 h) o (z) = ze'™, y(0) =1

i) y'(z) + y(z) =sin(z), y(0)=1 7) y"(x) = cos(3x), y(0) =y'(0) =y"(0) =y"(0) =0
i) y'(x) — 4y(x) = cos(x), y(0)=0

4.6.3 Priklady na vyrieSenie pociatocnej tlohy - bez podmienky na
rieSenie v tvare vzorca

V beznej aplikacnej praxy je poziadavka néjst rieSenie konkrétnej zaujimavej diferencialnej rovnice
(pociato¢nej tlohy pre fiu) ¢asto nesplnitelna. RieSenie povedzme existuje (a prave jedno!) ale
neda sa napisat ako kone¢na kombinacia elementarnych funkcii. To ale neznamend, 7e sa s nim
neda pracovat. Zakladnou uzito¢nou informaciou o rieseni je jeho graf. Podrobnejsia informacia
je v datovom subore, z ktorého je vyrobeny aj pripadny graf. Nauc¢ime sa s rieSenim pociato¢nych
uloh pracovat aj takto.

4.29 Numericky vyrieste a zobrazte riesenie pociato¢nej tlohy:

y'(@) + (1 +2%)y(x) =0, y(0)=0, y'(0)=0
v intervale [0, 5].
RieSenie: (je na obrazku 4.22)

In[14]:=
solution = NDSolve[{y" [X]+ (1+x"3)*y[x] =0,y [0]==1,y " '[0] ==0},y, {X 0,5 }1;
Plot [y [x] /.solution {X, 0,5 1}, AxesLabel - {"X,"y" 1}1;

y

o
—
—

<]
<
==

-0.4

Obrazok 4.22: Vidime syntax prikazu, ktory riesi numericky pociato¢ni tlohu pre obycajnu difer-
encialnu rovnicu druhého radu, ako aj syntax prikazu, ktory rieSenie zobrazi.
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4.30 Numericky vyrieSte a zobrazte rieSenie pociatocnej tlohy:
y'(z) = sin(52)y’(z), y(0) =1

v intervale [0, 4].
Riesenie: (je na obrazku 4.23)

In[12] :=
solution = NDSolve[{y' [X] == Sin [6*%X] * (Y[Xx])"3,y [0] ==-1},Yy, {X,0,4 }1;
Plot [y[x] /.solution {X, 0,4 1}, AxesLabel - {"X,"y" 1}1;

y

e

Obrazok 4.23: RieSenie pociato¢nej tlohy z prikladu 4.30.

4.31 Numericky vyrieSte a zobrazte rieSenie pociatocnej tlohy:
y"(z) +4y"(x) + zy(z) ==, y(0) =0, ¥'(0) =0, y'(0) = -1

v intervale [0, 4].
RieSenie: (je na obrazku 4.24)

4.32 Vyrieste pociatoénu ulohu (pre systém rovnic) a rieSenie zobrazte:
w'(t) = x(t)y(t) = cos(t), 2'(t) —y(t) =1, (0) =0, y(0) =0

v intervale ¢ € [0, 10].
RieSenie: (je na obrazku 4.25)
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In[16]:=
solution =
NDSolve[{y" [X]+4*Yy" [X]+X*Yy[X]=X 1Yy [0]=0,y" [0]=0,y" [0]==-1},y, {x,0,3 }1I;
Plot [y [x] /.solution {X, 0,3 1}, AxesLabel - {"X,"y" 1}1;

0.5 1 1.5 2 .5 3

Obréazok 4.24: RieSenie pociatoc¢nej ulohy z prikladu 4.31.

4.33 Numericky vyrieSte a zobrazte rieSenia pociato¢nych tloh v uvedenych intervaloch:

a) y"(x) + (1+x)y(x) =0, y(0)=1, y'(0)=0 x € [0,10]
b) y'(x) + (L +a?)y(x) =0, y(0)=1, y'(0) = x € 10,10]
¢) y'(z) + cos(z)y(x) =0, y(0)=1, y'(0)=0 x € [0, 10]
d) y"(x) — cos(z)y(z) =0, y(0)=1, y'(0)=0 x € [0,10]
©) ¥ (@) + 7 u(@) =0, y(0) =1, y/(0) =0 x € [0,100)
Hy'@) +y*z) =0, y0)=1, y(0)=0 z € [0,4]
9) ¥'(z) +y(x) =sin(z), y(0) =1, y'(0)=0 z € [0,40]
h) y"(x) + y(z) = sin(3x), y(0) =1, 3'(0) =0 z € 0, 40]
i)y () + 3 (x) = sin(x), y(0) =1, ¥/(0) =0 x € [0,40]
7) y" (@) + y(z)y'(z) = sin(dz), y(0)=1, y'(0)=0 z € [0,20]
k) y'(z) + zy(z)y'(x) = sin(4z), y(0)=1, y'(0)=0 z € [0, 20]
Dy (@) + ey ) = Sy 0) =1, y(0) =0 v e 0,20
m) y"(z) + zy(z)y'(z) = cos(z), y(0)=0, y'(0)=1, y"(0)=0 =z €0,20]
n) y"(z) +ay(x) =0, y(0)=1, ¢ (0)=0, y"(0)=0 z € [0,20]
0) y"(x) +y*(x) =0, y(0)=1, y'(0)=0, y"(0) =0 x € [0,5]
p) y"(x) +y*(x) =0, y(0)=0, y'(0) =1, y"(0) =0 z € [0,5]
q) y"(x) +y*(x) =0, y(0)=0, y'(0) =0, y"(0) =1 z € [0,5]
r) y"(x) +y*(2) = —sin(z), y(0) =0, y'(0) =0, y"(0) =1 x € [0,5]
s) y'(x)) = cosly(z)], y(0) =1 z € [0,2]
t) y'(x)) = cos[y(z)], y(0) =2 z € [0,2]
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In[92] :=
solution = NDSolve[
{(X'[t]-X[t]1*y[t]=Cos[t],x [t]1-y [t]=1x[0]==0,y [0] =0}, {X, ¥} {010 1}I;
Plot [x[t] /.solution {t, 0,10 3}, AxesLabel - {"t","X" }I;
Plot [y[t] /.solution {t, 0,10 }, AxesLabel - {"t', "y" }1;
ParametricPlot [Evaluate [{x[t],y [t]} /.solution ], {t 0,10 3}, AxesLabel - {"X","y" }1;

-0.2

-0.4

Obrazok 4.25: RieSenie pociato¢nej tulohy z prikladu 4.32. Posledny graf znazoriuje vzajomny
vztah veli¢in x a y.

4.7 Homogénna linearna diferencidlna rovnica druhého radu
s konStantnymi koeficientami

e Mysli sa tym rovnica

y" () + py'(v) + qy(x) = 0,
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kde p, q st realne konstanty.

e Jej rieSenie hfadame v tvare

y(z) = e,

so zatial neznamim ¢islom A. Dosadenim do rovnice zistime, Ze A je rieSenie kvadratickej
rovnice:
N+ pA+q=0.

Téao rovnica sa nazyva charakteristicka rovnica. RieSenie méZeme napisat priamo

)\172 = % [—pﬂ: \/M} .

No, v obecnosti nastavaju tri pripady podla znamienka diskriminantu:

— ak
p?—4g >0

tak potom vSeobecné rieSenie nasej diferencidlnej rovnice je

y(x) = C1eM* + Chet2®,

— ak
p?—4g <0
tak potom si oznacime
2
w = - =
17

a vSeobecné rieSenie je
y(x) = e 2" [Cy cos(wx) + Cysin(wz)] .

— ak
p'—4q=0

tak potom mame len jediné \ a je rovné A = —p/2 a v8eobecné rieSenie je
_p _p
y(x) = Cre 2% + Cyxe™ 27,

e Nastava Specialne zaujimavy pripad, ked p =0 a ¢ = 1, ¢o znamené, Zze mame diferencidlnu
rovnicu
y"(z) +y(z) = 0.

Vtedy je obecné riesenie len kombinéaciou sinusu a kosinusu, menovite

y(x) = Cy cos(z) + Cysin(x).
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4.34 Rieste pociato¢nu ulohu pre rovnicu druhého radu

y'(z) — ' (z) — 2y(z) =0, y(0) =0,4'(0) = 1.

RieSenie: ide o linearnu homogénnu rovnicu s konstantymi koeficientami, preto rieSenie hladame
v tvare:

e,

Dostavame rovnicu pre A:
MN_A—2=0=\ =1, Ay =—2.

Takze obecné riesenie je
y(x) = Cre” + Che™.

My potrebujeme vybrat konstanty C7,Cs tak aby platili zadané pociato¢né podmienky. Z prvej

mame:
Ci+C,=0=Cy=-0)
a z druhej:
C1—2Ce, =3C, = 1= C, = =, 02:_%,
takze rieSenie je
Yoy =5 (e — )

4.35 Rieste pociato¢nu ulohu pre rovnicu druhého radu

y"(x) = 2y (x) + 2y(x) = 0, y(0) = 1,5'(0) = 0.
RieSenie: ide o linedrnu homogénnu rovnicu druhého radu, ktorej rieSenia maju tvar

6Ax’

kde
N_2242=0= )\ =1+ =—1—1,

takze obecné riesenie je

y(x) = e * (Cy cos(x) + Cysin(z)) .

Prva pociatocna podmienka dava:

Cy=1.
Ked7ze plati:
y'(x) = e (=Cysin(z) + Cy cos(x) — Oy cos(x) — Cysin(x)) = e " [(Cy — Cy) cos(x) — (C1 + Cq) sin(z)],

tak druha podmienka dava
Co—Ci=0=>0C,=0C; = 1,

a rieSenie je
y(x) = e [cos(x) + sin(z)] .
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4.36 Najdite rieSenie pc¢iatocnej tlohy:
y'(x) + 6y () + 9y(x) = 0, y(0) = 1,5(0) = L.
RieSenie: hladame riefenie v tvare e**, kde \ musi riegit rovnicu
M46A+9=0= \=-3.
Takze méme jediné A (pripad p? — 4q = 0), t.j. obecné riefenie je
y(r) = Cre™ + Come ™",

Pociato¢né podmienky znamenaji:

1 - 017 ]. - CQ
takze rieSenie pociatocnej tlohy je
y(x) = e (1 +2).

4.37 Rieste pociatocné tlohy pre rovnice druhého radu

a) y'(z) +4y =0, y(0) = 0,4'(0) = 1

b) y'(z) — 4y(z) =0, y(0) =0,4'(0) =1

c) y'(x) +4y'(x) = 0, y(0) = 0,y'(0) =1

d) y"(z) —4y'(x) =0, y(0) = 0,y(0) = 1

e) y'(z) +y'(z) +y(x) =0, y(0) = 1,3'(0) =0

~~

) y"(x) — 6y'(z) + 9y(x) = 0, y(0) = =2,¢/(0) =3
9) y"(x) + 2y (x) + 5y(x) = 0, y(0) = —1,4/(0) = 0
) y"(z) + 10

Yy’ y'(z) 4+ 20y(z) = 0, y(0) =2,4/(0) =1

>

X

4.8 Nehomogénna linearna diferencidlna rovnica druhého ra-
du s konsStantnymi koeficientami - rieSenie metédou var-
iAcie konStant

e Jedna sa o rovnicu typu
y' (@) +py'(x) + qy(z) = f (=),

kde f(x) je zadana funkcia. Postup pri rieSeni tejto rovnice rozlozime do nasledovnych
bodov.

e Najprv vyrieSime rovnicu homogénnu:
y' (@) + py'(x) + qy(z) =0,

¢o uz vieme z predchadzajiceho odstavca. Tym ziskame dve linedrne nezavislé rieSenia,

ktoré si ozna¢ime y;(z) a yz(x).
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konStantnymi koeficientami - rieSenie metédou variacie konstantr4

e Zavedieme funkcie (Wronského determinanty):

W) =| 0 B w = |G B = | e

- O
=

e Nakoniec, v§eobecné riesenie nasej nehomogénnej rovnice je

y(z) = Chu (@) + Coya(z) + 31 (2) / MI/I//}((B dx + ya(z) / MM//2(<§)> dz,

kde Cq, Cy st Tubovolné konstanty.

Teraz si odvodime vyssie uvedeny vysledok. Predpokladajme, Ze y; a yo st linedrne nezavislé
rieSenia homogénnej rovnice
" /
y +py +qy=0.
V8eobecné rieSenie naSej rovnice ma tvar:

y=cyi +coys + Y,

kde Y je Tubovolné rieSenie nehomogénnej rovnice. Myslienka je, hladat funkciu Y v tvare:

Y = vy + Y22,

kde 71,72 st nejaké funkcie (variacia konstant). Tieto funkcie, ako vidime, si dve - a mame len
jednu podmienku - zadand diferencidlnu rovnicu. Moézme preto predpisat esSte jednu podmienku

(konzistentnost preverime dal$im vypoc¢tom). Zvolime:
Y1 + Va2 = 0.
Pomocou tejto podmienky méme:
V' =y + ey, Y =y +myl +vays + ey

Teraz musi byt splnena rovnica
Y"+pY' +qY = f(a),

Cize:
Y1+ Yl s+ eys + Py + v2uh) + a(niys + eye) = f().
Vyuzijeme, Ze y1, y2 st rieSenia homogénnej tlohy a posledna rovnost prejde na:
MY+ Vays = f(2).
Takze pre 1,7, mame ststavu rovnic:
Nyt vy = 0,
Ny +7yy = fl@).
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Stustavu vyrieSime Kramerovym pravidlom, ¢o da:

,:‘2(x) %3‘:@ _ [y,

R
Y1) Yol

:‘ZZ%% ?'f(:c)L@ o,

leewerw T T
y1\x) YslT

Potrebna nenulovost determinantu W znamenda prave, Ze y;, Yo si linearne nezavislé.

4.38 Vyrieste pociato¢ni tlohu pre nehomogénnu rovnicu:

y"(x) + y(z) = sin(2z), y(0) =0,y'(0) = 0.

RieSenie: ndjdeme najpr vSeobecné rieSenie homogénnej rovnice

y/(2) + y(x) = 0.

Toto hladame v tvare e’*, z ¢oho dostaneme, ze A2+ 1 = 0 a preto hladané vieobecné riegenie je
C cos(z) + Cysin(x). Takze mame funkcie

y1(z) = cos(z) yo(z) = sin(x)

a mozeme zostavit Wronského determinanty:

_ | costz) sin(e) | _ cos?(z) + sin®(z) =
Wiz) = —sin(z) cos(x) ‘ N (z) + sin*(z) =1
Wi(z) = gin(Z:c) ilor;(('? ’ = —sin(z) sin(2x)
W(z) = (le(ff()x) gm(m ‘ — cos(z) sin(2z).

Teraz treba vypocitat integraly:

1(z)

W = — [ sin(z)sin(2z)dx = — sin?(z) cos(x)dz = u:sin(x) = — wldu =
W(a:)dx_ / (w)sin(2z)d 2/ (z) cos(z)d du = cos(z)dz 2/ d
23_ 2 .3

—g¥ = —gsin (x),
Wg(m) = [ cos(x)sin(2x)dx = cos?(x) sin(x x:—gcosgx

[ i = [ eos(asin(zz)de =2 [ cost(a)sna)dr = — cos’ (o).

Takze vseobecné riesenie nasej nehomogénnej rovnice je

y(x) = C} cos(z)+Cy sin(m)—% [cos(x) sin®(z) + sin(x) COS?)(CL')] = C cos(z)+Cy Sin(yc)—1 sin(2x).

75



4.8 Nehomogénna linearna diferencidlna rovnica druhého radu s
konStantnymi koeficientami - rieSenie metédou variacie konstanti6

Poc¢iato¢né podmienky su:

2
0=Cy, 0=0Cy — -,
3
takze riesenie vyhovujice pociato¢nym podmienkam je
2 1
y(x) = 3 sin(x) — 3 sin(2x).

Graf tejto funkcie je na obrazku 4.26.
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Obrazok 4.26:

4.39 Vyrieste pociato¢ni tlohu pre nehomogénnu rovnicu:
y"(x) + y(x) = sin(z), y(0) =0,y (0) = 0.

RieSenie: k rieSeniu pouzijeme vysledky uz ziskané z prikladu 4.38, lebo homogénna rovnica je ta
ista: y"(z) +y(x) = 0. TakZe aj y1(z), y2(x) a W (x) st tie isté. Rozna je len prava strana rovnice.
Vypocitame Wi (z) a Wa(x):

0 sin(x)
sin(xz) cos(x)

cos(x) 0

—sin(z) sin(x) = cos(z) sin(z)

Wl ([E) =

‘ = —sin¥(z)  Walz) =

a prislusné integraly:

Wl(x) — — [ sin?(x :(,’:—1 — cos(2x x:—lx lsin x
[ G = = [ sini(e)e = =5 [ 11 cosa)]de = ~5a+ Jsin(z0)

/ V{Z/Z((x)dx - / cos(x)sinf)dz = / sin(2a)de = cos(22)

z)

Takze mozeme pisat obecné rieSenie:
) 1 1 ] 1
y(x) = C} cos(x) + Cysin(z) — 5:6 cos(x) + 1 cos(x) sin(2x) — 1 sin(x) cos(2x) =

(' cos(z) 4+ Cysin(z) — %x cos(x) + isin(w).
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konStantnymi koeficientami - rieSenie metédou variacie konstant’'7

Poc¢iato¢né podmienky su:

1 1 1 1
O—Cl, 0—02—54—1—02—1:}01—0, CZ—Z
a teda riesenie vyhovujice pociatoénym podmienkam je
1 . 1 1. 1.
y(x) = 1 sin(x) — 57 cos(x) + 1 sin(x) = 3 [sin(x) — x cos(x)].

Graf rieSenia je na obrazku 4.27.
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Obrazok 4.27:

4.40 N4ajdite rieSenie pociatoc¢nej tlohy:

RieSenie: riesenia homogénnej tlohy si:
. _
hh=¢€, Yy=¢€ -,
takze Wronského determinanty si:

W=-2 W, =—e2 W,=1.

Takze:
W- 1 1 1%
"M = W1d$ =3 /e_%dx = —Ze_%, Vo = Wde =
VS8eobecné rieSenie je preto:
( ) T + —x 1 —x 1 —x
x) =cre" + e ——e " — —xe ",
Y 1 2 1 5
Riegenie spliiajiice podiatoéné podmienky je:
=—e"——-e " — —ze "
YTa° T 2

Graf tejto funkcie je na obrazku 4.28.
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4.8 Nehomogénna linearna diferencidlna rovnica druhého radu s
konStantnymi koeficientami - rieSenie metédou variacie konstantr8

Obrazok 4.28:
4.41 N4ajdite rieSenie pociatoc¢nej tlohy:

y'(x) =y (xr) =", y(0)=y(0)=0.

Riegenie: Mohli by sme znizit rad rovnice substiticiou: z = y’ a pokracovat rieSenim linearnej
rovnice prvého radu. Mozeme ale postupovat aj takto: rieSenia homogénnej tlohy su:

=1, y»=¢e",

takze Wronského determinanty si:

e* 1
W=¢" Wj=——-— = )
67 1 1+x27 2 1—’—1’2
A teda:
/ L 4 tan(z) /e_m d
= — r = — arctan(zx = T.

Integral zadavajici 7, nie je elementarna funkcia. VSeobecné rieSenie je teda:
—t

142

Yy = 1 + ce” — arctan(z) + ex/ dt.
0

Pociato¢né podmienky su splnené pokial ¢; = ¢ = 0, takZe rieSenie poc¢iatocnej tlohy je:

—t

dt

y(x) = —arctan(x) + ex/o T

RieSenie je zobrazené na grafe 4.29.
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rieSenie metédou neurcitych koeficientov 79
y
4
3
2
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Obrazok 4.29:

4.42 N4ajdite rieSenie pociatoc¢nej ulohy pre diferencialne rovnice

a) y"(z) + 16y(zr) = 1, y(0) = 0,y'(0) =0

b) y'(x) + 16y(z) = —x + 2°, y(0) =1,9/(0) = —1
c) y"(z) +y(z) = —sin(z), y(0) = 0,y'(0) =1

d) y"(z) —y(r) = -z, y(0) = 1,y(0) = 0

e) y'(z) +y'(x) — 12y(x) = —2*, y(0) = 0,4'(0) =0
f)y'(x) —4y(z) =1, y(0) = 0,y(0) =0

9) y'(z) — 4y'(z) =z, y(0) = 0,y'(0) =0

h) y"(x) + 6y’ (x) = —2*, y(0) = 0,4/(0) =0

4.9 Nehomogénna linearna diferencialna rovnica druhého ra-
du s konsStantnymi koeficientami so Speciidlnou pravou
stranou - rieSenie metédou neurcitych koeficientov

V tomto paragrafe si ukdzeme efektivnu metodu riesenia Specidlnej podtriedy rovnic diskutovanych
v Casti 4.8. Menovite sa budeme venovat rovniciam typu:

Yy (x) + py'(z) + qy(x) = Pau(2),
kde funkcia P,, je polyném stupia n, t.j.
Pp(z) = anz™ + 12"+ -+ @z’ + arx + ag,

kde oy, i € {0,1,2,...,n — 1,n} st realne ¢isla a $pecidlne o, # 0.
Vseobecné riesenie takejto rovnice je tvaru:

y(x) = Cryi () + Coya(x) + Ya(),

kde y; a ys st linedrne nezavislé rieSenia homogénnej rovnice
y' (@) + py'(x) + qy(z) =0,
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ktoré sme sa naucili najst v paragrafe 4.7. Funkcia Y, (partikularne rieSenie nehomogénnej tilohy)

je znova polynom, a to:
e ¢ # 0: stupna n:
Yo (x) = Boa™ + Bp1a™ 4 -+ + Box® + Bz + o,

ktorého koeficienty 5;, ¢ € {0,1,2,...,n — 1,n} st nezname ¢isla, ktoré treba néjst - preto

sa hovori o metode neurcitych koeficientov.
e g=0&p#0: stupnan-+1

e ¢ =0& p=0: stupna n+ 2 - tentoraz najditelny elementarnou integraciou kedze sa jednéa

y'(@) = Pale) = y(z) = / ( / pn<x>dx) dz.

4.43 Najdite vseobecné riesenie diferencialnej rovnice

0 rovnicu:

y'(x) =y (2) — 2y(z) = 2* — L.
RieSenie: charakteristickd rovnica pre homogénnu tlohu
y'(x) —y'(x) = 2y(x) = 0

je
M- A=2=Q+1)A=-2)=0 = N\ =-1, A =2

preto

yi(x) =e ", yolx) = e,

Partikularne riesenie Y nehomogénnej tlohy je polyném stupna 2:
Y(z) = fox® + Bz + fo.
Dosadenim do samotnej rovnice zistime koeficienty s, 31 a (o:
20 — (205 + f1) — 2(Boa® + iz + Bo) = 2° — 1,
alebo teda
—2B300% + (=202 — 2B1)x + (2B — 1 — 26p) = 1 - 2* + 0 -z + (—1).
To znamena, Ze nezname koeficienty spliiaju sistavu linearnych rovnic:

—26, = 1
203, =26 = 0
200 — B — 26y = -1,
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rieSenie metédou neurcitych koeficientov

81

ktorej rieSenie je:
Takze funkcia Y je

a celkovo, v8eobecné rieSenie je

1 1 1
y(x) = Cre™ + Che®® — 5:172 + 3T 7

4.44 N4ajdite rieSenie pociatoc¢nej tlohy:
y'(x) +y(x) = 2%, y(0)=0, y'(0) = —L
RieSenie: charakteristickd rovnica pre homogénnu tlohu je
N+1=0 = X\ =+i A= —i,
takze vSeobecné rieSenie je tvaru
Cy cos(z) + Cysin(x) + Y (z),

kde
Y (x) = B32° + Box® + Srx + fo.

Po dosadeni do rovnice méme podmienku na koeficienty 3;, ¢ =0,1,2, 3:

603 + 285 + 332> + Pox® + Prx + By = 2°,
takze:

By =
By =
605+ 01 =
205+ 0o =

o o o =

RieSenie tejto sustavy linearnych rovnic je:

fs=1 fa =0 pr=—6 Go =0,

a teda
Y (z) = 2* — 6z,

a vSeobecné rieSenie zadanej nehomogénnej diferenciélnej rovnice je

y(x) = C} cos(x) + Cysin(z) + 2° — 6.
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Obrazok 4.30: Graf rieSenia pociatocnej tlohy z prikladu 4.44. RieSenie je zobrazené na okoli
pociato¢ného bodu z = 0.
Konstanty C a Cy zistime z pociato¢nych podmienok:
C;=0,C—6=—-1 = (Cy=5.
Takze findlne, riesenie pociatoc¢nej ulohy je
y(r) = 5sin(x) + 2° — 6.
Graf tejto funkcie je zobrazeny na obrazku 4.30.
4.45 N4ajdite rieSenie pociatoc¢nej tulohy:
y'(x) —4y'(z) =z, y(0)=0, y'(0) = 1.
RieSenie: charakteristickd rovnica pre homogénnu tlohu je
N —4A=0 = A\ =0, \y=4.

Takze vSeobecné rieSenie homogénnej tlohy je

y(x) = Oy + Cye™.
RieSenie nehomogénnej rovnice je polyném stupia 2:

Y () = Bor® + Bix.

Uréime jeho koeficienty:

1 1
P2 —8far — 401 = B2 3 B 16
Takze vSeobecné rieSeni enehomogénnej tlohy je
1, 1

y(x) = O + Coe*” — 3% 1%

a rieSenie pociatoc¢nej tlohy:
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4.46 VyrieSte pociatoc¢né ulohy:
a) y'(x) +y(z) =2 — 1, y(0) =0, '(0) =0
b) y'(z) —y(x) =2 — 1, y(0) =0, y'(0) =1
) y'(x) +y'(x) = 2%, y(0) = =1, ¥'(0) =0
d) y'(z) + dy(z) = 1, y(0) =0, y'(0) = -2
e) y'(r) — Yy(z) = —1, y(0) =0, y'(0) =0
)y (@) =3y (z) + 2y(z) = =, y(0) =0, y'(0) =0
9) ¥'(x) — 2y (z) + 2y(z) = —2°, y(0) =0, y'(0)=0
h) y'(x) + 2y (z) + by(z) = =, y(0)=1, y'(0) =0

4.10 Stustavy dvoch linearnych diferencidlnych rovnic prvého

radu s konStantnymi koeficientami

ax'(t) + fy(t) = fi(t)
ya(t) +oy'(t) = fa(D),

e Na zaciatok budeme pracovat so Specidlnou stistavou rovnic typu:

kde o koeficientoch « a 0 (tie, ¢o stoja pri zderivovanych funkciach) sa predpoklada, Ze st

nenulové a dalej pravé strany fi(t) a fao(t) st zname (diferencovatelné) funkcie. Postup pri

rieSeni takejto stustavy je nasledovny:
e Zderivujeme prvi rovnicu eSte raz a dostaneme:
az”(t) + By'(t) = fi(t).

Z druhej rovnice zadaného systému si vyjadrime y/(t):

iy 1 Y
Y (1) = 5h0) — La(t)
a dosadime do rovnici druhého radu a mame:
1! /67 ! /6
az”(t) — Tx(t) = fi(t) — 3

fa(t).

Toto je ale nehomogénna linedrna diferencidlna rovnica druhého radu, ktord uz vieme

vyriesit.

4.47 VyrieSte sustavu:

(1) + 4y(t) = -,
y'(t) —x(t) =0,
2(0) = 0,y(0) =0
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Riegenie: zderivujeme prvi rovnicu a z druhej vyjadrime /(t):
2"(t) +4y'(t) = =1, ¥'(t) = z(t) = 2" (t) + 4=(t) = —1.
Obecnym rieSenim tejto rovnice je
i 1
x(t) = Cy cos(2t) + Cysin(2t) — T

Takze z prvej rovnice zadaného systému mame:

1 C 1
y(t) = —=2'(t) — -t = 71 sin(2x) — > cos(2x) — Zt.
Poc¢iatocéné podmienky su:
1 1
0201—1702—502:>01:—, CQZO
Takze rieSenie je:
(1) = T cos(2t) — 7. y(t) = <sin(2r) — ot
x(t) = = cos(2t) — - = —sin(2t) — ~t.
1 T 1

Grafy rieSeni su na obrazku 4.31.

X (t) y(t)
5B 5 7.5 /10 125 15\i7.§ ° 55 5 7.5 10 12.5 15 17.5 !
0.1 1
-0.2 ol
-0.3 3l
_0.4 Al
0.5

Obrazok 4.31:

4.48 Rieste pociato¢né ulohy pre systémy diferencialnych rovnic

'(t) + y(t) = 0, '(t) — 4y(t) = 0, a'(t) +y(t) = 1,

a) y'(t)—xz(t) =0, b) y'(t) —x(t) =0, c) y(t)+zt) =t
z(0) =1,y5(0) =0 z(0) =0,y(0) =1 z(0) =0,y(0) =0
#(1) + dy(t) = 1, 2(t) + 2(t) = 1, —2/(t) — 6y(t) = 0,

d) y'(t) —4z(t) = —t, e) y(t)=—t, f) y'(t) =sin(?),

2(0) = 0,y(0) =0 2(0) = 0,y(0) =0 2(0) = 0,y(0) =0
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e Ako druhy krok sa pozrieme na ststavu rovnic typu:
2(t) = ax(t)+ by(t),
y'(t) = cx(t) + dy(t).
Takuto sustavu mozeme zapisat aj pomocou maticovej formy:
X(t) =AX(t),

kde vektor neznamych X (t) je:

a matica systému A:

A:(gg).

Predpokladédme, 7e stistava ma rieSenie v podobe:

X(t) = ( Z; )e’\t,

kde oy, s a A st redlne Cisla (ktoré treba zistit). Dosadime predpoklad do ststavy a dosta-
vame, 7e musi platit:

ai(la—A)+ab = 0

ajc+azx(d—XN) = 0.
Toto je stustava (homogénna) 2 rovnic s neznamimi oy, ap a s parametrom A. Taka sustava
mé vzdy nulové rieSenie - to ale vedie na rovnost X (¢) = 0, ktoré je trividlnym rieSenim a
to néas nezaujima - hladame rieSenie netrividlne. To existuje prave vtedy ked determinant

matice uvedenej sustavy lineadrnych rovnic je nula - a to je podmienka na parameter A\, ktora
sa vola charakteristickd rovnica:

a— A b
det( . d—/\>:O'

To znamené, Ze ¢islo - teda maximalne dve ¢isla - A je rieSenim rovnice (kvadraticke;j):
(a—=X)(d—=X)—bc=0.

Nasledne spocitame vztah medzi a; a as; a mame vysledok. Rovnako ako v situacii s
linedrnou diferencidlnou rovnicou druhého radu sa ale moze stat, ze mame len jedno ¢islo A

(dvojnasobny koren charakteristickej rovnice). V tomto pripade je okrem dvojici funkcii:

X, (t) = ( Z; )e)‘t

rieSenim (podobne ako v pripade jednej rovnice druhého radu) aj dvojica:

o= (D100

kde v, st realne konstanty ktoré treba zistit dosadenim do povodnej stistavy.
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4.49 Uvazujme nasledovny radioaktivny rad: jadra typu 1 s rozpadovou konStantou A; sa roz-
padaji na jadra typu 2 s rozpadovou konStantou Ay;. Nech je na zaciatku pocet jadier typu 1
rovny Ny a niet Ziadnych jadier typu 2. Ako bude vypadat ¢asovy priebeh poctu jadier typu 1 a
typu 27
RieSenie: nech Nj(t) (Nao(t)) je pocet jadier typu 1 (2) v ¢ase t, potom podla zakona rozpadu
musi platit:

Ni(t) = =X\ DNi(t)
No(t) = +XNNi(t) — Ao No(2).

Okomentujme najprv nase predbezné ofakavania: funkcia Ni(t) musi byt klesajuca, nakol'ko jadra
typu 1 sa len rozpadajiu. Funkcia Ny(t) musi byt pre malé hodnoty ¢ rastica nakol'ko Ziadne jadra
typu 2 v ¢ase t = 0 nemame a rozpadom jadier typu 1 nejaké vzniknu. Ako sa vSak bude minat

zdroj jadier typu 2, teda jadra typu 1, tak musi zacat klesat aj No(t). Preto o¢akavame, Ze funkcia
Ns(t) bude mat maximum. Prejdime teraz k technickym detailom.

vo- ()

C1 eat )
Co

Potom musi ¢islo a splha charakteristickti rovnicu

HTadame rieSenie

v tvare:

der [ TR0 ) =05 iraeta) =0 = a=-x va=-h
)\1 —)\Q—a

Ak predpokladame, Ze ¢isla A; a Ay s rozne, tak potom mame dve nezavislé rieSenia:

v a:—)\l =

—01>\1 = _Cl)\l
—CA1 = 1A — &g,
takze medzi ¢; a ¢y je vztah:
A1
Cy = c
2 A2 _ Al 1
a teda prvé riesenie je:
1
N(z)(t> _ ( )\1 >e—>\1t
No— M
v oa= —)\2 =
—CciAy = —c\
—CAa = 1A — &g,

takze ¢y = 0 a ¢y je lTubovolné. Takze druhé riesenie je:
vy — [0 —xat
NU(t) ( 1 ) e "2,
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Vseobecné riesenie je teda linedrna kombinécia predchédzajuicich:
() (i) 1 “at 0\
N(t) =aN"(t) + N"(t) = « A e M+ B L) e
Xo—A1

Potrebujeme vybrat konstanty «, 3 tak, aby bola splnenéa pociatocné tloha:
N1(0) = Ny, N5(0) =0.

To implikuje:
At

a=No F==3"%

Np.
Takze, riesenie je:

A1

Nl(t) = N()G_)\lt, Ng(t) = N())\ )\
2 T A1l

(e—)\lt o 6—)\2t> ]

Spolo¢né zobrazenie funkcii N7 a Nj je znazornené na grafoch 4.32 a 4.33.

N1 /No, No/No
1

0.8
0.6
0.4

0.2

i 5 3 g Mt

Obrazok 4.32: Zavislost Ni(t)/No a Na(t)/Ny pre vyber Ay = 2); - ukazuje typicky vztah funkcii
Ny a Ny pri Ag > Ay (t.j. jadra typu 2 sa rozpadaja rychlejsie ako jadra typu 1).

N1 /No, No/No
1

0.8
0.6
0.4
0.2

i 2 3 a4 5 5 1

Obrazok 4.33: Zavislost Ni(t)/No a Na(t)/No pre vyber Ay = 1/2); - ukazuje typicky vztah funkcii
Ny a Ny pri A2 < Ap (t.j. jadra typu 2 sa rozpadaji pomalsie ako jadréa typu 1).
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Néajdeme eSte, v ktorom case tj; sa dosahuje maximum poctu jadier typu 2. Podmienka na

extrém je: Nao(tp) = 0, ¢o znamené:

- (2)
Ao — A

—Ae MM L N eI — () = ¢y, =
Vztah medzi \; a Ay iste mozno zapisat takto:
Ao =k, k€ (0,00).

Vtedy mozeme zapisat podmienku na ¢as t,; takto:

In(k)
k—1

Aty =

Tato bezrozmerna zéavislost urcuje polohu ¢asu (v nasobku chrakteristického ¢asu rozpadu 1/A;
jadier typu 1) v ktorom je maximum jadier typu 2 v zavislosti na tom, aky je pomer medzi
rozpadovymi konStantami \; a Ag. Zavislost A\ity; od k£ je zndzornend na obrazku 4.34 - vidime,
7e su¢in Aty klesa s rastucim k.

A1t m
4

=
Ol = 01N 0w ol

Obrazok 4.34:

Teraz sa vratme k situdcii Ay = A9 a tuto spolo¢ni hodnotu oznaéme A\. Rovnice riadiace

rozpadovy rad si:

Ni(t) = —ANi(1)
Nj(t) = ANi() = No(2).

Pouceny 7 predchadzajiceho vidime, 7e
Nl(t> = Noe_)\t.
Preto treba vyriesit len rovnicu pre No:

Nj(t) + ANy(t) = ANge ™.
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Je to nehomogénna linearna diferencidlna rovnica prvého radu, ktora vyrieSime Tahko metodou
variacie konstanty:

Ny(t) = C(t)e™ = C'(t) = ANy = C(t) = ANyt + N,
kde N je integracné konsStanta. Funkcia N; je preto:
No(t) = (ANot + N)e ™.

Pociatofna podmienka Ny (0) = 0 znamené, ze N = 0, takze findlne mame rieSenie nasho systému:

N(t) = Ny ( Alt > e M,

Funkcie Ny, N, st pre tento pripad znazornené na obrazku 4.35.
N1 /No, N2/ No

1

0.8

.6

0
0.4
0.2

At

Obrazok 4.35: Zavislost Ny(t)/Ny a Na(t)/Ny pre vyber Ay = A\ = X - ukazuje typicky vztah
funkcii Ny a No v pripade, Ze sa jadra typu 2 sa rozpadaji rovnako rychlo ako jadra typu 1).

Maximum poc¢tu jadier typu 2 sa dosahuje v ¢ase ¢, ktory je uréeny podmienkou: Ny(tp) =0,
¢o znamena, Ze:

1
Node MM (1= Aty) =0 = ty = T
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Kapitola 5

Elementy teoérie funkcie dvoch premennych

5.1 Definiény obor, graf funkcie 2 premennych
5.1 Najdite defini¢ny obor funkcie 2 premennych:

f(z,y) = In(z* + ¢?)

a nakreslite rezy grafu tejto funkcie rovinami x =0, y = 0 a z = const.
RieSenie: funkcia logaritmus je definovana pre kladné hodnoty svojho argumentu, takze v nasom
pripade musi byt:

2 +y* > 0= (z,y) # (0,0),

takze nasa funkcia je definované vSade s vynimkou pociatku stradnic. Rezy grafu rovinami y = 0,
resp. x = 0:

f(2,0) = In(2®) = 21In(|z]), f(0,y) =In(y*) = 2In(|y|).
Taze tieto rezy st rovnaké! Pozrieme sa na vrstevnice - teda rezy rovinami z = const. Ponajprv
si uvedomime, Ze funkcia In(z? + y?) nadobiida vSetky realne hodnoty, preto rovnost

In(z® +9?) =c=2” +y* = ¢

mé zmysel pre kazdé ¢ € R. Uvedena rovnost ale nie je ni¢ iné ako rovnica kruznice, ktord ma
stred v bode (z,5) = (0,0) a ma polomer v/e¢. Grafy rezov funkcie In(z? + y?) st na obrazku 5.1.
Graf funkcie In(z? + y?) z dvoch pohladov je na obrazku 5.2.

5.2 Néajdite definiény obor funkcie 2 premennych:

fla,y) =Ve+y+ V9 -2 =y

a nakreslite rezy grafu tejto funkcie rovinami x =0, y = 0.
Riesenie: druha odmocnina je definovana prave len pre nezaporni hodnotu svojho argumentu,

takze pre defini¢ny obor naSej funkcie mame obmedzenia:
x>0, y=>0, 9—x2—y220.
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-10 -5 5 10

Obrazok 5.1: VIavo: rez grafu funkcie In(x? + 3?) rovinou y = 0; poznamenajme, e rez rovinou
r = 0 vypad4 presne rovnako. V pravo: vrstevnice grafu funkcie In(z? 4+ ¢?) s ¢ = —1,0,+1 .

Prvé dve nerovnosti st zrejmé, tretiu si zapiseme v tvare:
24y <9 =32

¢o je vnutro kruznice so stredom v pociatku siradnic a polomerom 3. Spolu s ostatnymi dvomi
nerovnostami to znamen4, ze defini¢ny obor je vnutro a hranica vyseku kruhu polomeru 3 leziaceho

v prvom kvadrante. Rez rovinou y =0 a x = 0:

f(2,0) = Vo + V9 —a? F0,9) = i+ /9 — 2.

Vidime, zZe tieto rezy su zase formalne zhodné. Na obrazku 5.3 st vyobrazené spolu s celkovym

grafom funkcie.

5.3 Najdite defini¢ny obor funkcie 2 premennych:

fla,y) =a* —y".

a nakreslite rezy grafu tejto funkcie rovinami x =0, y =0 a z = 0.
RieSenie: definiény obor tejto funkcie je zjavne celd rovina. Pozrieme sa na pozadované rezy:
rezy grafu funkcie rovinami xz a yz st grafmi jednoduchych funkeii:

flz,0) =2 f0,y) = —y".
Rez rovinou zy je krivka dand predpisom:
=yt =0.
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—
BT
i

S
Sygm.
0] (7]
VA
z-2 X
-4
S S— 0 0.5 1

y y ' 1

Obrazok 5.2: Graf funkcie In(2? + y?); v Tavo pohlad z bodu (2,0,0), v pravo pohlad z bodu:
(2,1,0.9). Singularita pri (z,y) = (0,0) nie je az tak zretelna, ale pripominame, Ze tam je!

o

n
O R ON O WO AN

0.5 1 1.5 2 2.5 3

Obrézok 5.3: V Tavo: graf rezu funkcie /x4 /y 4+ /9 — 22 — 32 rovinou y = 0. V pravo: celkovy
graf funkcie \/x + \/y + /9 — 22 — 42 pri pohlade z bodu (1,2,0.5).

Tento predpis si prepiSeme do tvaru:

(z —y*)(z+y?) =0,

ktory nam umoznuje pozadovany rez jednoducho znazornit - vid obrazok 5.4. Graf samotnej
funkcie f je znazorneny na obrazku 5.5.
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-1
-2

-3

Obrazok 5.4: Rez grafu funkcie z prikladu 5.3 rovinou z = 0 (t.j. rovinou zy).

Q

N
S
0

N

OO
OO
O
R

——
SS

4

g
i
m

9

Obrazok 5.5: Grafu funkcie f z prikladu 5.3 definovanej v okoli bodu (0,0) - je to typicka sedlova
plocha.

5.4 Najdite defini¢ny obor funkcie 2 premennych:
22 4y
fay) = —"TL
(®9) 1 — /2% +y?

a zostrojte jej graf.
RieSenie: defini¢cny obor zadanej funkcie je zjavne mnozina tych bodov roviny, v ktorych je

menovatel zadaného zlomku nenulovy, t.j. D(f) je cela rovina okrem kruZnice:
o+ =1

Graf funkcie si efektivne predstavime takto: opiSeme rovinu nie pomocou kartézskych suradnic

(x,y) ale pomocou polarnych suradnic (r, ¢) zadanych vztahmi:
x = rcos(9) y = rsin(¢)

resp. inverznymi vztahmi:

r=\z?+y> ¢ = arctan (Q)
x
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Vyznam stradnic (r,¢) je jasny - suradnica r je vzdialenost od = = y = 0 a ¢ je uhol medzi
kladnou poloosou x a spojicou zvoleného bodu a stredu kartézskych sturadnic. Ciara konstantného
r je kruznica so stredom v pociatku kartézskych siradnic a s polomerom r a ¢iara konstantého ¢
je polpriamka iduca zo stredu kartézskych stradnic zvierajica s kladnou poloosou x uhol ¢.
ZapiSeme hodnoty nasej funkcie f v polarnych suradniciach:

22 4+ 4 B 2
1— /a2 +y? 1—r

Takto mame funkciu JEDNEJ premnnej r definovant pre vSetky nezaporné hodnoty r okrem

jedinej hodnoty r = 1 - t.j. f nezavisi od uhla ¢ - to ale znamend, 7e graf je symetricky (in-
variantny) voéi rotaciam okolo osi z. Takze ak nakreslime graf funkcie premennej r a potom ho
zrotujeme okolo osi z dostaneme graf funkcie f - bude to ROTACNA PLOCHA. Uvedené grafy

su znazornené na obrazku 5.6.

-2.5
-5
-7.5
-10

Obrazok 5.6:

5.5 Néjdite definiény obor funkcie 2 premennych:
f(z,y) =sin [(z* + yz)l/ﬂ

a zostrojte jej graf.
RieSenie: defini¢ny obor zadanej funkcie je zrejme celd rovina. Graf funkcie znova efektivne

zostrojime v polarnych suradniciach: (r¢); x = rcos(¢), y = rsin(¢), pretoze:
sin [(2? 4+ y*)"/*] = sin (r¥?)..
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Takze graf je znovu rota¢na plocha, ktora vzniké rotaciou krivky:
(r, sin (7“2/3)) , r>0.

Graf tejto krivky aj graf povodnej funkcie st zndzornené na obrazku 5.7.

=

Obrazok 5.7:

5.6 Najdite defini¢ny obor funkcie 2 premennych:
fla,y) = Va2 —y? — (a2 +y2)%

RieSenie: definicnym oborom uvazovanej funkcie je zrejme mnozina bodov roviny pre ktoré plati

nerovnost:
? —y? — (2% +9%)* > 0.
Toto iste nie je celd rovina, napriklad Ziadny bod typu: (0,y), y # 0 do D(f) nepatri. Hranica
D(f) je urfena rovnostou:
1'2 _y2 o (%2 +y2)2 — 0,
ktora zapiSeme v polarnych siradniciach:

r? cos(2¢) — r* = 0.

Z tejto rovnosti plynie (s uvazenim Specialneho pripadu r = 0), Ze rovnica hranice D(f) v
polarnych siradniciach sa da prepisat do tvaru:

r = y/cos(2¢).

Z toho plynie, 7e pripustné su len nasledovné hodnoty uhla ¢: ¢ € [—n/4,7/4|J[37/4, 57 /4].
Hranica D(f) je zndzornena na obrazku 5.8, samotny D(f) je vnutri ukdzanej krivky (lemniskaty)
- ako sa mozno Tahko presveddit.

Samotnd funkcia f sa vyjadruje v polarnych siradniciach nasledovne:

f=ry/cos(2¢) —r2.

Graf funkcie f je znazorneny na obrazku 5.9.
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Obrazok 5.8:

0.4

Obrazok 5.9:

5.7 Néajdite definiény obor funkcie 2 premennych:

1
1+ (x4 22 4 y?)?

[, y) =

a zostrojte jej graf.
RieSenie: defini¢nym oborom uvazovanej funkcie je zrejme celd rovina, nakol’ko menovatel vyrazu
zadavajuceho f je iste kladny pre kazdé (x,y). K zostrojeniu grafu funkcie urobime nasledovnu

uvahu. Upravime kvadraticky vyraz na uplny Stvorec:

I 1
1+ [(x+§)2+y2—ﬂ2'

Uprava néas motivuje zaviest posunuté kartézske suradnice (z’,y’) nasledovne:

1
! - /:'
J:—:I:—|—2, Yy

V tychto stiradniciach uvazované funkcia ma tvar:
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Zavedieme teraz polarne suradnice voc¢i posunutym kartézskym stradniciam:
' =rcos(¢), y =rsin(g).

Pomocou tychto siradnic sa f vyjadruje nasledovne:

1

I e

Takze pri pohlade z bodu roviny: (—1/2,0) je graf funkcie f rotac¢ne symetricky a vznika rotéciou

krivky, ktoré je grafom funkcie jednej premennej r uvedenej vyssie. Graf funkcie f je zndzorneny

na obrazku 5.10.

0.8
0.6

0.4

0.2

0.5 1 1.5 2 2.5

Obrazok 5.10:

5.8 Najdite defini¢né obory nasledovnych funkcii (a na¢rnite ich do roviny Ozy)

) I = WSy = Lt
R IRV ) fay) =

¢) f(z,y) = sin(zy — 1)

9) f(z,y) = Va? —y? h) f(z,y) = Va2 +y* =1 i) f(z,y) = tan(zy)

1

j) f(z,y) = arctan(zy) k) flo,y) = —rx 1) f(z,y) =In(x —y)

4— \/xy

T

m) f(a.y) = In(ey + 1) n)f@ay)=eXp(§> o) fla.y) = Vi + Va7

5.9 Najdite grafy rezov nasledovnych funkcii stiradnicovymi rovinami x =0ay =0

a) flo,y) =4 — 2> — 49° b) f(x,y) =sin(z +y) c) flz,y) =1+2ay
) flay)=VE TP ) fay) = ol ) flay) =1ty

x? + y?
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5.2 Okolie bodu roviny, lokidlne extrémy funkcie dvoch
premennych 98

5.10 Nakreslite rezy grafu funkcii z = f(z,y) rovinou z = C(= const) a suradnicovymi rovinami
x =0 a y = 0; pomocou toho mozno zostrojit (ako tak) graf funkcie f.

a) f(z,y) =2>+y* b fle,y)=Va2+y* o flry)=ay d) flz,y) =2

Na obrazku 5.11 je znézorneny graf funkcie f(x,y) = 2%y

S,
0%

Obrazok 5.11:

5.2 Okolie bodu roviny, lokdlne extrémy funkcie dvoch pre-
mennych

e nech ¢ > 0, potom §tvorcovym e-okolim bodu (zg, y) volame mnoZinu (Stvorec bez hranice
so stredom v (z9,%0) s dlzkou strany 2e):

Or(wo, y0) = {(z,y) € R*: max{|z — zo|, |y — yol} < €}

e nech € > 0, potom diskovym (kruhovym) e-okolim bodu (xg, yp) volame mnozinu (kruh bez

hranice so stredom v (zo, yo) s polomerom ¢):
Og(wo,90) = {(z,y) €R®: (z —x)* + (y — 30)* < €}

e nech funkcia f(x,y) je definovana v nejakom okoli bodu A, hovorime, 7e funkcia f ma v
bode A lokdlne minimum ak existuje také okolie OS(A), Ze pre vSetky (x,y) € OS(A) je

flzy) = f(A).

e nech funkcia f(z,y) je definovana v nejakom okoli bodu A, hovorime, ze funkcia f ma v
bode A lokalne maximum ak existuje také okolie OS(A), ze pre vsetky (z,y) € OS(A) je

fz,y) < f(A).
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5.3 Postupnost bodov roviny, limita postupnosti 99

e v definicii lokdlneho maxima ako i lokdlneho minima mozno bez zmeny vyznamu definicie
nahradit §tvorcové okolie bodu A: O%(A) okolim diskovym bodu A: O4(A).

5.11 K zadanym funkciam a najdite diskové O, a Stvorcové O, okolia (nakreslite ich) zadanych
bodov (zo, o), tak aby v tychto okoliach |f(x,y) — f(zo,%0)| < €, pre zadané e.

a) f(x>y) = :U2 +y2> (anyO) - (070)7 e=1
b) fz,y) ==y, (z,y) =(0,0), e=2
¢) f(z,y) =sin(z +vy), (x,y) = (7,0), e=05

5.12 Rozhodnite, ¢i zadané funkcie maji v bode (0,0) lokalny extrém

D fp=rty 0 ) =+ ) flay) =12~
DS =1-a-y oS =ll+) D @) =

Graf funkcie f(x,y) = In(1 + x?y?) néajdete tieZ na obrazku 5.11.

5.3 Postupnost bodov roviny, limita postupnosti

e Body roviny reprezentujeme ako usporiadané dvojice (x, y) redlnych ¢isel (pouZivame kartézske
stradnice!). Nech {A,}2, je postupnost bodov roviny. Nech A, = (z,,y,). Potom hov-
orime, ze postupnost {A,}52, konverguje k bodu A = (z,y) prave vtedy ked:

limz, =2 & limy,=y.

Piseme aj
lim A, = A.

n—oo

e Ekvivalentne mozno zaviest limitu postupnosti aj pomocou pojmu okolia bodu:
hovorime, Ze postupnost bodov roviny A, = (x,,¥y,) konverguje k bodu roviny A ak pre
kazdé kladné ¢islo € existuje také celé kladné ¢silo N, 7e pre kazdé n > N, lezi A, v OS(A).

e V predchadzajucej definicii mozno bez zmeny vyznamu definicie zmenit Stvorcové okolie

O:(A) zamenit za diskové okolie O5(A).

5.13 Najdite limitu postupnosti bodov roviny {4, }5°,.

() e (2

RieSenie: vyjdeme z prvej definicie limity. Preverime oba priklady:
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5.4 Spojitost a limita funkcie dvoch premennych 100

a)

lim — =0, lim L
n—oo N n—oo N, + 2
takze
lim A, = (0,1)
b)
2
li sin(n) =0 lim no_ 400
takze limita
lim A,
n—oo
NEEXISTUJE.
Obe postupnosti st zobrazené na obrazku 5.12.
y y
1 3B,
S, 0.8 %0 o
° o 25 °®
° 0.6 ' 20 .
) 0.4 *fas L,
[ ¢ . 10 .
0.2 . . s . *
0.2 0.4 0.6 0.8 X -0.4-0.2 0.2 0.4 0.6 O.éx

Obrazok 5.12:

5.14 Najdite limitu postupnosti bodov roviny {4, }5°,.

0) A, — <1“(”) L=n ) b) A, = (sin(1/n), cos(1/n))

n 'n?-—3
l+n—n? n’ t

o) A, = +n n7 n d) A, = (arctan n 7arc an(n)
l+n+n?5—3n3 n?+1 n

5.4 Spojitost a limita funkcie dvoch premennych

Nech funkcia f je definovana v niektorom okoli O' bodu A. Ak pre kazda postupnost bodov
{A,}5°, z O taku ¢o konverguje k A plati:

lim f(Ay) = f(A)

n—oo

tak hovorime, Ze f je spojita v bode A.

Tdiskovom alebo §tvorcovom
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5.4 Spojitost a limita funkcie dvoch premennych 101

Pojem spojitosti funkcie (definovanej v okoli bodu A) v bode A mozno zaviest ekvivalentne
len s pomocou pojmu okolia, a to nasledovne:

e f je spojitda v A prave vtedy ked ku kazdému kladnému ¢islu e existuje také kladné ¢islo 9,
7e pre kazdé B z roviny, také ze B € O5(A) je | f(A) — f(B)| <e.

V predchadzajicom priklade mozno znova zamenit diskové okolie okolim Stvorcovym a to bez

zmeny vyznamu pojmu spojitosti.

Zavedieme pojem limity funkcie dvoch premennych. Nech je f definovnd v nejakom okoli S
bodu A pripadne s vynimkou bodu A. Ak existuje také ¢islo L, Ze pre kazdu postupnost bodov
roviny leziacu v S, ktora konverguje do A, plati:

lim f(A,) =1L

n—0o0

tak ¢islo L volame limita funkcie f v bode A a piSeme
L=1 B).
)
Pripadne ak ozna¢ime A = (zo,yo) tak pouZivame aj zapis:

L= lim f(x,y).

(x,y)—»(xo 7y0)

Spojenim predchidzajicich pojmom spojitosti a limity mame tvrdenie:

e funkcia f je spojita v bode A prave vtedy ked':

lim f(B) = f(A).

B—A

5.15 Preskumajme spojitost funkcie

. xZ:vyy2 ) (l’,y) 7£ (O’O)
f(x7y)_{0+ , (x,y)z

Riesenie: uvedend funkcia je zrejme definovand vSade v rovine. Vezmime v rovine nasledovné

smery: y = kx, k € R. Vypocitajme limity zadanej funkcie v bode (0,0) v tychto smeroch:

. ka2 k
im = )
=0 2 + k222 k2 +1

Vidime, Ze tento vyraz sice existuje pre kazdé k ale nie je konstantny (zavisi od k). TakZe neexistuje
limita zadanej funkcie v bode (0,0) a teda zadané funkcia v tomto bode nie je spojita. Graf tejto
funkcie v okoli bodu (0,0) je zndzorneny na obrazku 5.13.

Dokazat, ze funkcia dvoch premennych je spojita je logicky naroc¢nejSie, ovsem v rade jasnych
pripadov je to zrejmé.
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e

Obrazok 5.13:

5.16 Preverte spojitost funkcie
fla,y) =2* -y
v jej definiénom obore.
RieSenie: definiénym oborom uvedenej funkcie je zrejme cela rovina. Nech teda (#,9) je bod
roviny. UvaZujme postupnost {z,,y,} bodov roviny, ktora konverguje k (z,7). To znamena, Ze:

limz,=2 & limy,=7y.

n—oo
Vyuzijic zname vlastnosti limity sic¢tu a stucinu mame okamzite:

im f(zn, yn) = nh_{go(xi - yi) =3 - QZ = f(z,9).

n—oo

Takze sme ukazali, 7e f je spojitd vo svojom definicnom obore. Graf tejto funkcie je znazorneny
na obrazku 5.14.

5.17 Presktimajme existenciu limity funkcie

2
Ty
T,Y) = ——?
f( 7y) 72 + y4
v bode (0,0).
RieSenie: uvaZzovand funkcie je definovanéa vSade okrem bodu (0,0) preto ma zmysel pytat sa na
limitu v tomto bode. Zvolme nasledové smery v rovine vychadzajice z bodu (0, 0):

y=kx, keR.
Potom limity v tychto smeroch st rovné:
xka? z3 T
li kx) = lim ———— = k?*lim ———— = k?lim ———— =
o J(x, k) a0 72 + kAxt 200 72 + k4xt 220 1 + ktx2
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5.5 Parcialne derivacie funkcie dvoch premennych 103

Obrazok 5.14:

Vidime teda, 7ze limita uvazovanej funkcie v kazdom zo smerov y = kx je nula. Grafy rezov funkcie
f rovinami y = kz st znazornené na grafoch 5.15.

Tento vysledok vSak neznamend, 7e limita funkcie f v bode (0,0) je nula. Sice sme presku-
mali v8etky moznosti ako sa blizit k (0,0) po priamke - ale to nie su vSetky sposoby. Zoberme
postupnosti bodov roviny, ktoré lezia na parabole y = ,/qr, ¢ > 0, vtedy:

' ‘ rqx : q q
VI = I e e T T g T T

Tento vyraz nie je konStantou, preto limita funkcie f v bode (0,0) neexistuje. Graf funkcie f v
okoli bodu (0,0) je znazorneny na obrazku 5.16.

5.5 Parcialne derivacie funkcie dvoch premennych

e Nech funkcia f je definovana v okoli bodu (xg,yo). Ak existuju prislusné limity, volame ich
parcialne derivécie funkcie f v bode (xo, yo):

5 _
%(%73/0) = [2(20,90) = (131_)1% flzo + 73/035 f (o, w0)
0 5 —
85(%’90) = f,(xo,%0) = gl_r)% f (o, yo + ; f(@o, yo)

e (Niektora) parcialna derivacia (niektorej) prvej parcialnej derivacie funkcie f sa vola druha
parcidlna derivicia funkcie f. St $tyri moznosti:

02_f — f// a2_f 82f fl/ 82f fl/
ox2 Oy? 0xdy w Oyox e

"
f yy
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f(x, kx) k=1/2 f (x, kx) k=1
0.2 0 al
0.1 0. 2!
1 0.5 0.5 1 X 0.5 1%
-0.1
-0.2
f (x, kx) k=2 k=4
0.4
0.2
0.5 1 X 0.5 1

Obrazok 5.15:

2y ;’m st spojité, potom sa rovnaji - t.j. plati zimennost druhych parcidlnych

o ak funkcie f” a
derivécii:
0% f B 0 f
0xdy  Oydx’

e analogicky sa zavadzaju vySSie parcidlne derivacie

5.18 Vypocitajme (z definicie) prvé parcidlne derivacie funkcie:

2 3
flzy) =2 —zy -y
RieSenie: zadana funkcia je definovana vsade, skiisime jej parcidlne derivicie vypocitat tiez vsade:

flx+6,y) — f(z,y) (x+0)2— (x4 0)y —y* — [2? — xy — °]

R T 1 _
e ; -

242260 + 6% — ay — oy — y® — 22 3 200 + 6% — 6
i Tt 200 + Ty —oy —y’ —x +ay+vy :hmulim@x—y—i—é):%—y
6—0 ) 5—0 ) 5—0
f/:hmf(x,y+5)—f(x,y):hmwz—x<y+5)—(y+5)3—[w2—xy—y3]
Yoos-0 0 5—0 4]
Coa?—ay—ad — vy — 3y —3yd? -3 -2+ ay+y? . —xd — 3y?5 — 3yd? — 83
lim = lim =
6—0 ) 6—0 )
a2 _82) 9.2
(151_1)1%( x — 3y* — 3yd 5) x — 3y°.

5.19 Vypocitajme (z definicie) prvé parcidlne derivacie funkcie:
fla,y) = ze™.
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Obrazok 5.16:

RieSenie: pocas rieSenia vyuzijeme limitu:

et —1
lim
u—0 u

=1.

Zadana funkcia je definovani vSade preto skisime aj jej parcidlne derivacie vypocitat vSade.

Pocitajme:

# — lim fla+dy) — flz,y) i (z +6)e=tO — gev . ze™e + fe™e — xe™

T 500 5 T 50 5 J sy 5 B

oy __ 1 oy _ 1 oy _ 1
e e e
lim ( e’ + ze® = €™ lim €% + ze™ lim = e™ + ze™ lim =
5—0 0 6—0 §—0 5—~0 0
U e’lt _ u
0:0y=wu, 6 = —| =" +ze" lim =" 4+ xye™ lim = e + xye™

y y Yy u—0 = y u—0

Zostava urobit vypocet eSte pre y = 0:
0
—1
f;:eo+xeo(lsim€ =1.

—0
Takze pre kazdé (z,y) € R? je
fi=e" + zye™.

Dalej vypocitame parcidlnu derivaciu podla premennej y:

1) §
= lim flz,y+98) — f(x,y) ~ lim et Wto) _ pery _ lim xee® — gyt _
Y 50 ) 50 ) 6—0 1)
zd 1 u u
. - Uu . e = et —1
xe™ lim =lr#0:20=u, § = —| =ze" lim = %™ lim = z%e™
J—0 6 x u—0 = u—0 u

x

Pre x = 0 dostavame:
f,=0
takze pre Tubovolné (z,y) € R? je
! 2 xy

y:ZL'G
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5.6 VySetrovanie lokdlnych extrémov funkcie dvoch premennych
pomocou parcidlnych derivacii 106

Prakticky vypocet parcidlnych derivacii prebieha rovnako ako vypocet derivacie funkcie jednej
premennej nakolko pri pocitani parcialnej derivacie podla jednej premennej povazujeme druhu

premenntu za konStantu - t.j. pracujeme s funkciou jednej premennej.
5.20 Vypociatjte vSetky prvé a druhé parcialne derivacie funkcie
f(z,y) = xsin(zy).
Riesenie:
[ = sin(zy) + xy cos(zy)

[}, = a* cos(zy)
o = ycos(xy) + ycos(zy) — a*sin(zy) = 2y cos(zy) — 2? sin(zy)

1" o
fay = Lo = 22 cos(ay) — 2 2y sin(zy)
5.21 Vypocitajte vSetky prvé a druhé parcidlne derivacie zadanych funkcii

a) f(z,y)=1+x—y b) f(fc,y)zg c) f(x,y) = cos(wy) d) f(z,y) = 2> +y°
e) f(z,y) = (x+y)® f) f(z,y) =arctan(zy)  g) flz,y) =2’y +y* —2°y* h) f(z,y) =z +y"?
) f(oy) = zysin(@) ) floy) = VIT TG ) flay) = o) ) flery) = o — Py

Y
14+ 2y 3 1

Py 0) f(ﬂc,y)zHy2 p) f(x,y>=x3+y

m) f(x,y) = J/zy n) f(z,y) =

5.6 VySetrovanie lokdlnych extrémov funkcie dvoch premen-
nych pomocou parcialnych derivacii

e Budeme predpokladat, Ze funkcia dvoch premennych f(z,y) ma vo svojom defini¢nom obore

spojité druhé parcidlne derivacie.
e Ak funkcia f mé lokdlny extrém v bode A, tak potom
fo(A) =0, fy(A)=0
e Body, v ktorych platia rovnosti f; = 0, f, = 0 sa volaji staciondrne body funkcie f.
Postup pri hladani extrémov funkcii dvoch premennych:
e Vypocitame f, a f;
e Néjdeme staciondrne body, t.j. vyrieSime stistavu rovnic:

fr=0, f,=0.
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" "

e Ak existuji nejaké stacionérne body tak vypocitame druhé¢ parcidlne derivacie, t.j. fi,, [y,

"

a foy-

e Ak A je stacionarny bod, tak zostavime maticu:
w(A) S (A)> (a a )
M(A) = o zy = e Ty
W= o )= o o

Podl'a vlasnosti matice M (A) rozhodneme o lokdlnom extréme funkcie f v bode A nasledovne

— ak azp > 0 a agpay, — afcy > 0 (kladna definitnost M) tak v bode A je lokalne minimum
—aka,, <0a axggayy—af;y > 0 (zaporna definitnost M) tak v bode A je lokdlne maximum
— ak ayeay, — a2, < 0 (indefinitnost M) tak v bode A je sedlovy bod

— inak nevieme na zéaklade tejto schémy rozhodnut, ¢i je v bode A lokalny extrém.
5.22 Najdite lokalne extrémy funkcie 2 premennych:
fz,y) =2 +y" +2° +¢°.

RieSenie: zrejme je zadana funkcia definovana v celej rovine a dalej mé (vSetky) parcialne derivacie.
Preto zratame:
fh=2x+32% = 2(2 + 32), fo =2y + 3y* = y(2 + 3y).

To znamend, 7e rieSenia rovnic f, =0, f; = 0 st 4 body:
A =(0,0) B =(0,—-2/3) C =(-2/3,0) D =(-2/3,-2/3).
Druhé parcialne derivacie si:

fl =2+ 60 =2+ 6y =0,

ry

1 1 2 + 637 O
A 0 2+ 6y
je v jednotlivych bodoch

wa=(29) um=(2 %) ma=(29) mo-(F %),

takze: v bode A je lokdlne minimum, v bodoch B a C su sedlové body a v bode D je lokalne

takZe matica

maximum. Graf funkcie f(z,y) = 2* + y? + 2® + y> je na obrazku 5.17.

5.23 Najdite lokalne extrémy funkcie 2 premennych:
fla,y) =a® +y* + 2
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Obréazok 5.17: Graf funkcie f(z,y) = 2% + y? + 2® + y3. Vidime jasne lokdlne minimum v bode
(0,0) a lokdlne maximum v bode (—2/3,—2/3), taktiez vidno oba sedlové body.

RieSenie: zrejme je zadané funkcia definovana v celej rovine a dalej mé (vSetky) parcialne derivacie.
Preto zratame:

of of
Podmienka nulovosti parcialnych derivacii teda znamena:
2 2
20 +3x°=0,2y=0=y=0,21 =0,29 = -3

Takze z extrému st "podozrivé" dva body: A = [0,0], B = [—2/3,0]. Vypocitame druhé¢ parcidlne
derivécie:

I =2+ 6z, [l =2, f! =0,

Ty

" i 2 + 61‘ O
h By 02

M(A):((Q) ‘2))

pozitivne definitné a preto v bode A funkcia f nadobuda lokdlne minimum. Pozrieme sa na bod

b v —( 20
m=(7%)

Zrejme matica M (B) je indefinitna, preto v bode B funkcia f nem4 lokilny extrém. Graf funkcie
flz,y) = 2% + y* + 2% je na obrazku 5.18.

TakZe matica

je v bode A:

5.24 Najdite lokdlne extrémy funkcie 2 premennych:
flr,y) = 2%y —a® — y*.
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Obrazok 5.18: Graf funkcie 22 + y? + 23, pohl'ad na plochu z bodu (-1, 1,0).

RieSenie: zrejme je zadané funkcia definovana v celej rovine a dalej mé (vSetky) parcialne derivacie.

g = 2zry* — 2z, 8_f = 2yz? — 2.

ox oy

Stacionarne body teda splhaji podmienky:

Preto zratame:

20y — 22 =0, 2yz®* —2y=0=2(y* — 1) =0, y(z* — 1) = 0.

Takze stacionarne body sa: A = [0,0], B = [1,1] C = [1,-1], D = [-1,1] a E = [-1,—1].
Zratame druhé parcidlne derivacie:
O f

ik

o°f
0y? 0x0y

" " 23/2 -9 4:cy
v-(f £)-("7 o)
vy oy dry  2x° —2

Maticu M vyhodnotime v jednotlivych stacionarnych bodoch:

M(A):(_O2 —02)

je M negativne definitna preto je v A lokalne maximum

TakZe matica:
o v A:

e vBCD,E:

M(B):(Z §>,M<0):(_04 —04),M<D>=(_04 _04),M<E>=(2 3)

nie je lokalny extrém na zaklade vyssie uvedenej schémy. Graf funkcie f(z,y) = z%y*—2? —y?

je na obrazku 5.19.
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Obrazok 5.19:

5.25 Medzi vSetkymi hranolmi, ktorych povrch je S najdite ten hranol, ktorého objem je max-
imélny.
RieSenie: uvazujme vSeobecny hranol s dlzkami stran a, b, ¢ > 0. Povrch tohoto hranola je:

S = 2(ab+ ac + be),

a jeho objem:
V = abe.

Vyjadrime si jednu z dizok hran pomocou ostatnych dvoch a povrchu:

s
0= 3 = be
a+c
Takze objem je:
‘;—bc
V= be
a+c

Toto je funkcia 2 premennych b, ¢ definovana v kvadrante b, ¢ > 0. My méme néjst jej maximum.
Na hraniciach uvazovanej oblasti (defini¢ného oboru) je V' = 0 (lebo hranice sia b = 0 alebo
¢ = 0). Takze maximum sa na hraniciach nedosahuje. Musime d'alej preskimat lokdlne extrémy.
Vypocitame prvé parcidlne derivacie:

c? b?

_ 2 _ 2
‘/I;—W[S—2b —4[?0], ‘/CI—W[S—QC —4bC]

Podmienka na stacionarne body teda je:

2

C
b? 9
m[s —2c¢° — 4bC] = 0,
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alebo po tuprave:

S — 202 — 4bc =0
S —2¢% — 4be = 0.

Od¢itanim rovnic od seba méame:
—20°+2 =0 = |b] =]

Ked vyuzijeme, Ze b a ¢ su kladné, tak potom

Naviac vieme aj, ze

Z rovnice pre povrch mame dalej:
) 1 2 1.
S:2(ab+ab+b):4ab+§S:>gS:4ab:>ab:65':b = a=>0.

Takze sme ukazali, Ze extrém sa moze byt len v bode a = b = ¢ = /S5/6. Preverime, Ze sa

jedna o lokalne (a teda aj globélne, vid tivaha o hranici) maximum. Vypocitame druhé parcialne

derivéacie:
V= _lts
bb — (b+C)3<C+ )
2
‘/c/é: _(b+0)3(262+5)
" __ be 2 2
Ve = (b+c)3[s_2(b + 3bc + ¢7)].

V stacionarnom bode: b= ¢ = /S/6 resp. b =c & S = 61? je teda:

b = —b
V"= —b
1

V' = —-b.
be 92

Takze matica druhych derivacii v staciondrnom bode je

b —1/2b
v=( om0
Kedze b > 0, vidime, ze M je zaporne definitnd v nas stacionarny bod je lokdlne maximum. Teda

konstatujeme, Ze hladany kvader je kocka so stranou /.S/6.
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5.26 Uvazujme nadobu tvaru kvadra so stranami x, y, z, ktord neméa jednu stenu (ako akvarium).

Nech je to jedna z podstav v rovine xy; teda povrch takého akvéaria je:
S =uxy+2z+y)z.

Objem akvaria je samozrejme

V =uayz.

Zistime, ktoré akvariu, pri zadanom objeme V', ma minimalny povrch!
Riesenie: podobne ako v priklade 5.25 - len troska rafinovanejSie a jednoduchsie: x a y vystupuja

v tlohe zjavne rovnocenne preto vidime, 7ze v rieSeni proste musi byt

r =1y,

preto mame minimalizovat funkciu:
S = a* + 4az
za podmienky
Vv
V=22 = 2z= —-
x
Takze mame vlastne len funkciu jednej premenne;j:

4
S:x2—i——v.
x

4V 3V

7 priebehu funkcie S znézorneného na obrazku 5.20 vidime, 7e v uvedenom bode je lokadlne mini-

Néajdeme jej extrém:

mum plochy S a teda rozmery hladaného akvaria su:
1% .
rT=y=4 o> =23V,
Vidime, ze to nie je kocka!
14

12
10

N A O

0.5 1 1.5 2 2.5 3

Obrazok 5.20:
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5.27 Pomocou diferenciadlneho po¢tu néajdite (ak existuji) lokélne extrémy a sedlové body nasle-
dujucich funkcii

a) f(z,y) =24z —y b) f(z,y) =2 —y ¢) flz,y) =3 —a* —¢°
D fen) = O @) —atu =g ) )= 1= dy =
9) flz,y) =2 +2y° — 4y h) flz,y) =2+’ +x i) flay) =z+2°+y
§) fy) =+ +2°+y* k) flz,y) =1+2%" +y* 1) fz,y) = arctan(z’y?)

Na obrazku 5.21 mate priklad funkcie, ktord ma jeden sedlovy bod a funkcie ktord ma 5 lokalnych

extrémov a Styri sedlové body.

Obrazok 5.21: V pravo je graf funkcie f(x,y) =1 — 2% — y* + 1/22* +1/2y5

5.7 Dotykova rovina ku grafu funkcie 2 premennych

Ak predpokladame, Ze funkcia f = f(z,y) je definovana v nejakom okoli bodu A = (x4,y4) € R?
a ma v tomto okoli spojité parcidlne derivacie f; a f, potom ku grafu tejto funkcie mozno, v bode

(xa,ya, f(A)), zostrojit dotykovi rovinu, rovnica ktorej je
2= fo(A)(x —2a) + f(A)(y — ya) + f(A).

5.28 Zostrojte dotykovii rovinu ku grafu funkcie f(z,y) =1 — 2? — 2y? v bode (1,1, —2).
Riesenie: uvedené funkcia je zrejme definovana viade v R? spolu so vetkymi parcidlnymi deriva-
ciami. Vypocitame

fi=—2z fy=—%y

takze

fe(1,1) = =2 fi(1,1) = —4
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a teda hladana dotykova rovina je dané vztahom
zp=—-2(x—-1)—4(y—1) — 2.

5.29 Uvazujme funkciu f(z,y) = 22 +y? abod M = (1,0,0). Najdime vSetky body grafu funkcie
f také, ze ak nimi vedieme rovinu dotykova ku grafu funkcie f, tak tato rovina prechadza bodom
M.

Riegenie: Nech (g, o) je bod z R?, potom rovina dotykova ku grafu f v bode (o, yo, 2 + y2) mé
rovnicu
2 = 2x0(x — o) + 2y0(y — Yo) + 75 + Y-

My teraz chceme aby tejto rovine patril bod (1,0,0) to ale znamend, ze
210(1 —x0) —20f + 22+ 42 =0 & (19— 1) + 42 =1,

¢o je ale rovnica kruznice (v rovine Oxy) so stredom v bode (1,0) a polomerom 1. Takze body
grafu funkcie f ktory sa vedie dotykové rovina tak, ze prechadza aj bodom M st prave vSetky tie,

ktorych (z,y)-stradnice lezia na uvedenej kruznici.

5.30 Najdite rovnicu dotykovej roviny ku grafu funkcie f v jeho bode A:

a) f(z,y) =2*—y*, A=(0,0,0) b) f(z,y) =2y, A=(1,2,2)
¢) fla,y) = —20* + 9%, A=(2,1,-35)  d) f(z,y) = g A=(2,-2,-1)

&) [(w.9) = 7 A= (2.0.2) /) fay) =¥, A= (1L11)

9) flz,y) = % A=(1,1,0) h) f(z,y) = 2* —y* +ay, A=(0,0,0)
i) f(z,y) =sin(z +y), A=(0,0,0) §) F(a,y) = cos(x +y), A=(0,0,1)

E) f(z,y) =In(1+2+4+7y), A=(0,0,0) ) f(z,y) =In(1+2*+4?), A=(0,0,0)
m) fle.y) = . A=(0,0,0 n) f(z.y) = win(y), A= (1,10

o) f(x,y) = wsin(y), A= (0,0,0) p) f(z,y) = wcos(y), A=(0,0,0)

q) f(z,y)=z(y—1), A=(1,0,-1) r) f(z,y) = 2", A=(1,1,1)
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