text k prednaske a dlohy k cviéeniam z vybranych kapitol z matematiky

migo demetrian!

1 Funkcionilne rady, rovhomerna konvergencia
1.1 Ciselné rady - opakovanie

"« definicia konvergencie ¢iselného radu: uvazujeme ciselny rad

S an 1)
n=1

hovorime, Ze tento rad konverguje k svojmu suctu .S, ak ku kazdému kladnému e najdeme také celé
kladné ¢islo Ne, ze pre kazdé N > N¢ je

< €.

N
S — Zan
n=1

Inak hovorime, ze rad (1) nekonverguje (diverguje).

v' koneény sucet
N
S N = Z (07%%
n=1

sa vola N—ty Ciastocny sucet radu (1). Rad (1) konverguje k S prave vtedy ked plati

S = lim SN.

N—oo

Tato rovnost spaja pojem konvergencie ¢iselnej postupnosti a ¢iselného radu.

"M nutni podmienka konvergencie radu: ak rad (1) konverguje, tak potom

lim a, = 0.
n—oo
" Cauchy-Bolzanova nutna a postacujica podmienka konvergencie radu: rad (1) konverguje
préave vtedy, ked ku kazdému kladnému &islu € sa najde také celé kladné &islo Ne, 7e pre vietky kladné
celé ¢isla p > N, a pre vSetky kladné celé ¢isla g plati:
p+q

D> an
n=p

< €.

Zakladné informacie: geometricky rad

I konverguje pre |¢| < 1 a plati

! demetrian@fmph.uniba.sk



X« diverguje pre |g| > 1 . Tieto vlastnosti geometrického radu sa lahko overia nasledovnym sposobom.
V prvom rade si uvedomime, Ze pre |q| > 1 geometricky rad diverguje, lebo nepliia nutnt podmienku

konvergencie. Zostavime N-ty ¢iasto¢ny sucet:

N
Sv=q"=1+q+¢+ -+ """ +4".
n=0

Potom vynéasobenim poslednej rovnosti kvocientom ¢ mame
Sn=q+@+¢ + -+ ¥+

A od¢itanim poslednych dvoch rovnosti od seba dostavame
1— qN+1
Syl—¢)=1-¢""1= Sy ="—"
l—gq
(Pripomenme, Ze pracujeme uz len s |¢| < 1 preto rovnost ¢ = 1 nenastava.) Vyuzitim faktu, Ze pre
lg] <1 je limy 00 ¢ = 0 mame finédlne sucet geometrického radu

1_qN+1 1

S:J\}gnooSN:nh—{go 1—gq :l—q‘

Rad -
1
2 e

"« konverguje pre a > 1
¢ diverguje pre o < 1 (Divergencia tohoto radu pre o = 1 bude ukazané onedlho).
Zakladné kritéria konvergencie radov:

"« absolutna konvergencia: ak konverguje rad

[ee]

D lanl.

n=1

tak konverguje aj rad (1).
¢ porovnavacie kritérium: nech rad (1) arad >, b, st rady s nezdpornymi ¢lenmi, potom
v ak rad (1) konverguje a poc¢inajuc niektorym indexom n plati
bn < an,

tak aj rad > - ; b, konverguje.

v ak rad (1) diverguje a poc¢inajiac niektorym indexom n plati
bp > an,
tak aj rad > ; b, diverguje.

4« porovnavacie kritérium v limitnom tvare: nech rad (1) a rad > .7, b, st rady s nezédpornymi

¢lenmi, potom



v ak rad (1) konverguje a existuje vlastna limita

tak aj rad > ° | b, konverguje
v ak rad (1) diverguje a existuje vlastna od nuly rozna alebo nevlastna limita

. by
lim —,
n—00 (A,

tak aj rad >, b, diverguje.
I podielové (d’ Alembertovo) kritérium: ak a, > 0 a ak existuje ¢islo

. Anp4-1
k= lim —* ,
n—00 (A

tak potom

v ak k <1 tak rad (1) konverguje
v ak k> 1 tak rad (1) diverguje .

"I odmocninové (Cauchyho) kritérium: ak a, > 0 a ak existuje ¢islo

k= lim ¥an,,
n—oo

tak potom

v ak k <1 tak rad (1) konverguje
v ak k > 1 tak rad (1) diverguje

" integralne kritérium: nech rad (1) je rad s nezapornymi ¢lenmi, ak existuje spojita nerastuca funkcia
f:]0,00) — R taka, ze

f)=an (YneN) a lim {/OAf(a:)da:} < 0,

A—oc0

tak rad (1) konverguje; z druhej strany ak za tych istych predpokladov je

lim [ /O ’ f(w)dx] — x,

tak rad (1) diverguje.

¢ Leibnitzovo kritérium: uvazujeme rad

o

> (1), (2)

n=1

kde ¢, > 0 a (po¢inajuc niektorym indexom n) je ¢,41 < ¢, a ¢, — 0 pri n — oo, potom rad (2)

konverguje.



1.1 7 definicie dokazte, Ze rad
> 1
> oD 3)
— n(n+1)

konverguje.
Riesenie: je zalozené na nasledovnej "prijemnej" vlastnosti ¢lenov zadaného radu: pre kazdé prirodzené ¢&islo
k je

1 1 1

k(k+1)  k k+1

¢o nadm umoznuje v uzavretej forme zratat N —ty Giastocny sucet zadaného radu nasledovne:

S—N1—1+1+1++1—11+11+1+ 1
N nzln(n—i—l)_l-Q 2.3 3.4 N(N+1) 1 2 3 4 N N+1
1
= 1-—
N+1’
takZe méame sucet radu: .
S =l 1——— ) =1
1.2 Dokazte, ze rad
=1
>3 "
2 (
n:ln

konverguje.

Riesenie: pouzijeme predchédzajuci vysledok a porovnavacie kritérium v limitnom tvare, porovnanie s radom

(3) déava:

1
lim "12 = lim — = lim
n—o0 PICESY) n—oo N n—oo 1

takze rad (4) konverguje rovnako ako rad (3).

1.3 Dokazte z definicie, ze harmonicky rad:
oo
1
> - (5)
n=1
diverguje.

Riegenie: myglienka je, Ze podla obrazku 1 a geometrickej interpretécie urc¢itého integralu ako obsahu plochy

medzi osou x a krivkou mame odhad na N—ty ¢iasto¢ny sucet radu (5):

N 1 N+1 1
SN:an/l ~dz=In(N +1).
n=1

Preto

lim Sy > lim In(N + 1) = 4o0.
N—oo N—o0

1.4 Dokazte, ze rad

> Q

n=1



1.4
1.2
1
0.8
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Obr. 1:

diverguje.

Riesenie: pouzijeme znalost, ze harmonicky rad (5) diverguje a porovnavacie kritérium v limitnom tvare:

= lim, 7 = Jim Vi = o

takze rad (6) diverguje (a rychlejsie ako harmonicky rad).

lim
n—oo

L
Vo
1

1.5 Ukéazte, Ze rad

o

1
Z n1n?(n) (7)

n=2
konverguje.

Riesienie: ukazuje sa byt prihodné pouzit integralne kritérium, t.j. mame ukézat, ze integral

e 1
——d
/2 z1n?(x) v

In(x) =y > dy 11 1
05|~ [ 8-

n(2) y2

je kone¢ny. Priamim vypocétom méme:

ee 1
- dr =
/2 r1n?(x) v

1.6 Vyuzijuc predchadzajici vysledok ukazte, ze konverguje rad

Zln<1+nln( )> (8)

Riesenie: navod napoveda?, ze bude vyhodné si spomenut, Ze

|
lim In(l +2)
z—0 x

=1

(overit napriklad pomocou I'Hospitalovho pravidla, znalci aj inak ...). Porovname teda rady (7) a (8):

— (1 o (n)) _

n—00 1
n1n2(n)

L
n1n?(x)

~ lim In(1+ z) _1

z—0 x

€r =

takze podla porovnavacieho kritéria v limitnom tvare rad (8) konverguje rovnako ako rad (7).

%aspoii niekomu :-)



1.7 Pomocou d’Alembertovho kritéria rozhodnite konvergenciu radu:

o
5’)’1
—- (9)
|
‘= nl
RieSenie: priamim pouzitim d’Alembertovho kritéria mame
iy 5 nl 5
lim O = i 2 i —0<1,
t.j. rad (9) je konvergentny.
1.8 Pomocou Cauchyho kritéria rozhodnite o konvergencii radu
o
2" 4+ 5"
i (10)
— 3n 4 4n
Riesenie: priamim pouzitim Cauchyho kritéria mame:
R O A b 15" ((3)" 1) 5. |(B) +1) 5
lim = lim = lim |—>2-—=~ = — lim T =->1,

t.j. rad (10) je divergentny.

1.9 Vypocitajte s presnostou 1073 ¢islo

G |
S:Zn2+2n
n=0

Riesenie: v prvom rade si treba ujasnit, ze zadany rad konverguje. To plynie z toho, Ze (geometricky) rad

=~ 1
on
n=0
konverguje a podl'a porovnévcieho kritéria:
1 1
- <
n2 4+ 92n — on

aj zadany rad konverguje. Myglienka vypoé¢tu ¢isla S je takato:
] N 00
1 1 1
- Z 2 on Z 5 on T Z 2 1 on’
=n + 2 =n +2 i M +2

kde N je nejaké celé ¢islo, no a mi prakticky vezmeme

AR
n=0

Chyba, ktorej sa pri tomto dopustame, je odhadnutelné nasledovne:

[e.9] o0
1 1
By = Z n2+2n§ Z 2n_2N+122n_2N+1 oN *
n=N-+1 n=N+1



No a nasa poziadavka je, aby )
Ry <107° = —— <107°

aN
Najmensim celo¢iselnym N, ktoré vyhovuje tejto nerovnosti je N = 10 (pravda, 2!0 = 1024), takze s
pozadovanou presnostou méame
10
1
S~ ZO T ~ 1.587
n—=

1.10 Porovnanim s radom typu > .~ ; 1/n% s vhodnym « vySetrite konvergenciu radov

1 . 1 . 1
)Y T R W VY T
14+ n > 1 > 1
9) r; Vn+n 2 7; narctan(n) /) z:: n? arctan(n)

1.11 Pomocou d’ Alembertovho alebo Cauchyho kritéria rozhodnite, ¢i st konvergentné nasledovné rady

a)§+;1:2+;122218+"' b)gwiw C)glzzn
0% 23 et
2 :1 3”2—“714 h) ism“ (i) i) g:l 2171__3;
i) g:llf’;% k) g:ln%—” ) gm(;ﬁ

1.12 Uvedte priklad radu, ktory

e konverguje podla Leibnitzovho kritéria a nekonverguje absolutne

e konverguje podla Leibnitzovho kritéria a konverguje aj absolutne.

1.13 Nech {p,}>2, je usporiadana postupnost vSetkych prvocisel. Ukézte, Ze konverguju rady

o Y Hy .

n=1 Pn n=1 P

Poznamenajme, Ze je zname, ze rad
o0
>
—
diverguje.

1.14 Najdite ¢iselni hodnotu suc¢tu radu b) z tlohy 1.11 a radu a) z tlohy 1.13 s absolatnou presnostou
1073,



1.2 Obor konvergencie funkcionalneho radu (bodova konvergencia), elementarne suéty
niektorych funkcionalnych radov

"I definicia funkcionalneho radu - funkcionalnym radom nazyvame rad, ktorého ¢leny su funkcie:

f@) =" falx) (11)
n=1

funkciu na Tavej strane nazyvame sictom radu;

" obor konvergencie - predpokladame prirodzene, 7e funkcie f, maju neprazdny spolo¢ny defini¢ny
obor. mnozina tych z v ktorych rad (11) konverguje sa vola obor konvergencie uvedeného radu. Tento

obor konvergencie je zrejme stotoznitelny s definiéngm oborom funkcie f - suctu radu.

"M bodova konvergencia - z definicie rad (11) konverguje v kazdom bode svojho oboru konvergencie -

hovorime, 7e rad (11) konverguje bodovo vo svojom obore konvergencie.

1.15 Né&jdite obor konvergencie a nakreslite graf funkcie zadanej funkcionalnym radom

1= (r750)

n=1
RieSenie: zadany rad je geometricky rad s kvocientom

X

= 14z + 22

Geometricky rad konverguje prave vtedy ked —1 < ¢ < 1, takze hladame také x pre ktoré plati

x

< —— < 1.
142+ 22

TakZe
T

142+ 22
¢o plati pre kazdé x € R. Sucastne ale musi byt

<le0<1+ a2

X

_1<7
14+ + 22

s -1-2-2r<0& —(1+2)?<0,

¢o zase plati pre kazdé x € R. Takze obor konvergencie zadaného radu je celd redlna os. Geometricky rad ide

oo q oo T n T
n
nzlq g~ /) Z<1+x+x2> L+ a2

n=1

zosumovat

Graf funkcie f je na obrazku 2.

1.16 Né&jdite obor konvergencie radu

a vykreslite graf funkcie f.

Riesenie: jedna sa o geometricky rad s kvocientom:




0. 4
0. 2}
6 -4 -2 2 4 6
-0.
-0./4
Obr. 2:
q
4
3
2
1
R E— ] 2 3 %
-1
-2
-3
-4
Obr. 3:

Nerovnost |¢g| < 1 vyrieSime lahko graficky pomcou obrazku 3.
Oborom konvergencie uvedeného radu je teda interval: (—oo, 1/2). Je to aj defini¢ny obor funkcie f, ktort

mozeme vyjadrit v tvare:

1 1—=z
flz) = = :
1- & 1-2
Graf funkcie f je na obréazku 4.
f (x)
5
4
3
2
X
-2 -1.5 -1 -0.5 0.5

Obr. 4:

1.17 Né&jdite obor konvergencie funkcionalneho radu

n

L) =3 1 f - (12)

n=1

Ne)



Riesenie: Rad (12) pripomina trochu geometricky rad, ale nie je to geometricky rad, kvoli menovatelu. Je
zrejmé, ze body x = £1 nepatria do oboru konvergencie (¢leny radu nie su definované). Preskimame najprv
kde konverguje zadany rad absolutne. Za¢neme pomocou Cauchyho kritéria. Takze pre x # +1 méame

|z["

kE(x) = lim {

Pre x = 0 je zrejmé, ze k(0) = 0, t.j. rad (12) konverguje v x = 0. Pre x # 0 je

U [kl e i<t
k(z) = lim _{ 1 pre |z|>1.

n—00 ’:L'*” — 1|

Vidime teda, ze pri |z| < 1 rad (12) konverguje a to absolutne. Naviac vidime, ze pre |z| > 1 Cauchyho

kritérium nehovori ni¢ (lebo k vyslo 1). Ale pre |z| > 1 je predsa

"
nh—>rgol—xn =-170,

takZe nie je splnend nutnapodmienka konvergencie radu. Uzatvdrame: obor konvergencie radu (12)3 je

otvoreny interval € (—1,1). Na obrazku 5 je graf funkcie L(z) danej radom (12).

L (x) L (x)
0.4 30
0.3 25
20
0.2
15
0.1
10
-0.6\ -0.4 -0.2 0.2 0.4% 5
0.1 «
S0.750.50.25 ' 0.250.50.75

Obr. 5: Graf funkcie (12), v Tavo a v pravo su rozne rozsahy x. Této funkcia je neohrani¢end v pravom okoli
bodu —1 a v l'avom okoli bodu +1.

1.18 N4&jdite obor konvergencie funkcionalneho radu

) =y ), (13)
n=1

Riesenie: VyskuSame absolutnu konvergenciu zadaného radu, pouzijeme Cauchyho kritérium, pocitajme

. nf27]sin”(z)|
M) = lim ) —— 55—

Nakolko plati

. . 2 . 2
lim Vn2 = lim n» = lim en "™ =0 = 1,

tak mame
k(z) = 2|sin(z)].

Takze vidime, ze

3tento rad sa v literattre nazyva Lambertov rad.

10



e prex € (—mw/6+Im,m/6+1m) (I € Z) je k(x) < 1 arad (13) konverguje (dokonca absolitne)
e prex € (w/6+Ilm, 57 /6+Im) (I € Z) je k(xz) > 1 a rad (13) diverguje .
Zostava preverit body, v ktorych k(x) = 1, t.j. body x; = 7/6 + lw. Mame

00 00 1)l
Z " sin™ Z n2)

n=1

Ale posledne napisany rad (¢i uz pre parne alebo neparne [) je konvergentny. Takze rad (13) konverguje aj

v bodoch z;. Preto oborom konvergencie radu (13) je mnozina
{[-7/6 +Ilr,7/6+In], l € Z}.

Graf funkcie f zadanej radom (13) (v intervale [—7/6,7/6]) je na obrazku 6.

f (x)
1.5

1

0.5

-0.4 -0.2 0.2 0.4
-0.5

Obr. 6: Graf funkcie zadanej radom (13) v intervale [—m/6,7/6]. Poznamenajme, Ze krajné hodnoty tejto
funkcie st: 72/6 (v bode 7/6) a —72/12 (v bode —7/6), tieto hodnoty nijako nevyplyvaja z toho, ¢o sme
urobili, ale na ich "zistenie"treba urobit hodne viac.

1.19 Né&jdite obor konvergencie funkcionalneho radu

= Z e "t (14)
n=0

a nakreslite graf funkcie f, ktora je sumou radu.

%, a ako vieme geometricky rad

Riesenie: rad (14) je vlastne geometrivkym radom s kvocientom rovnym e
konverguje prave vtedy ked jeho kvocient je va¢si ako —1 a mengi ako 1. Nakolko e™® > 0 pre kazdé z, tak
obmedzujucou je len nerovnost:

e <1l = z>0.

Takze obor konvergencie radu (14) je mnozina (0, 00). Mame aj explicitna formulu pre stucet nagho radu

1 er

f(z) = oo =1 z € (0,00).

Graf sumy f radu (14) je na obrazku 7.

11



10
8
6
4
2
0.5 i 15 2 *
Obr. 7: Graf sumy radu (14).
1.20 N4jdite obor konvergencie funkcionalneho radu:
e enT
f(.’L’) - Z 1+62nx'
n=0
Riesenie: zjavne nastavaja tri pripady:
o =0 - vtedy sa jedna o rad
o
> i
—1+1’
ktory je zjavne divergentny.
e z > 0 - teraz mozno pouzit Cauchyho kritérium:
nx x
lim §/—° c —e <1

- —lYm -
n—oo 1 + 62711‘ nl—{& e2$ 1"/ 1 + 6_21
takze rad konverguje.

e < (0 - znova pouzijeme uspesne Cauchyho kritérium:
67’7,13

lim {/———=¢€e"<1
n—oo \| 1+ e2ne

takze rad opat konverguje.

Zaver: rad konverguje na mnozine R\ {0} - ¢o je defini¢ny obor funkcie f, zobrazenej na obrazku 8. Vsimnime
si, ze funkcia f je parna:

o0 —nx o) —nx e} nx

f(*.’E) - Z 1 _fean:E = Z 672113:?1 + e2nz) = Z ﬁw = f(:E)

1.21 Zakreslite graf funkcie
> 2z \"
@ =% (125)
n=1
Riesenie: zistime najpr definiény obor funkcie - teda obor konvergencie radu. Je to geometricky rad, ktory

konverguje len vtedy ked )
x

< —7F < 1.
1+ 22

-1

12
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Obr. 8:

RieSenim uvedenej nerovnosti su vietky redlne ¢isla okrem +1, teda: D(f) = R\ {1, —1}. Potom uZ méme

priamo, ze v D(f) je:

B 2z
fle) = [T
Graf funkcie f je na obrazku 9.
f
8
6
4
2
A2 2 4 6 8 X
Obr. 9:

1.22 N4ajdite obory konvergencie funkcionalnych radov a ich staéty, nakreslite grafy funkcii zadanych radmi:

= /(1—z\" ad > 4r \"
oY (150 D> aa-a o> ()
n=1 n=1 n=1
1.23 N4jdite obory konvergencie funkcionalnych radov
oo oo n o0
n (=)™ (1—=z "
- b -
a);x” );271—1(14-3:) 6)7;14-332”

1.24 (Einsteinov model tepelnej kapacity krystalu) Energie staciondrnych stavov kvantovomechanického

linedrneho harmonického oscilatoru v jednom rozmere, ktory ma kruhovu frekvenciu w sa dané formulou

1
En_hw(n—l-Q), n6{0,1,2,...},

kde A je Planckova konstanta. Ak je takyto oscilator v kontakte s tepelnym rezervoarom s inverznou teplotou

B (B savisi s oby¢ajnou teplotou 7' zadanou v Kelvinoch vztahom: f = 1/(kT), kde k je Boltzmanova

13



kongtanta), tak jeho termodynamické funkcie si jednozna¢ne dané statistickou sumou (kdnonickou partiénou

funkciouw)
Z(B)=> e PP (15)
n=0
Menovite tepelna kapacita C je dana formulou
d2
cp) = kﬁQdeQ In[Z(5)]. (16)

Ulohy:

e zistite pre ktoré hodnoty /5 konverguje suma (15)

jednd sa o sumu:
o0
Z 6hw(n+%)67
n=0

ktora zrejme konverguje pre vSetky hodnoty g8 > 0 .

e zratajte explixitne sumu (15)

priamo tUpravou na geometricky rad mame:

o0 o
1 hiwp hwp 1 2
— e~ hwp . ’
n=0 n=0 1—e sinh (%)
kde sme vyuzili definiciu funkcie sinus hyperbolicky (a pouzijeme aj kosinus hyperbolicky):
T _ o~ % T —T
sinh(x) = %, cosh(x) = %

e zratajte explicitne tepelnu kapacitu (16) ako funkciu premennej 5 a na¢rtnite jej graf
tepelnéd kapacita je dand vztahom:
2
2 d

o d? 2 o (hwB\? 1
c=h dg? " sinh (¥> -F < 2 ) sinh? (¥> |
B

ak zavedieme berzormernd premennu: x = ﬁ“’T, tak mame:
1
C = k$272
sinh*(x)
e vypocitajte limity:
a) lim C b) lim C
) Jim C(8) ) lim C(3)

limita 3 — 0" znamena limitu vysokej teploty a je ekvivalentna tomu, ze x — 0% a zase limita 3 — +o0

znamené limitu nizkej teploty a je ekvivalentné tomu, ze *+ — +o00. Priamo vypocitame:

1
lim C(B) = lim ka*——— =k.
ﬁg{)lJr (8) a0t sinh?(x)
Tento véledok znamend ekviparti¢nu teorému.
1
lim C(8)= lim ka’——— =0.
o O = R

Tento vysledok znamend, Ze pri absolitnej nule teploty klesa do nuly tepelna kapacita. Graf zavislosti

bezrozmernej veli¢iny C'/k od 8 ako aj od 1/ je na obrazku 10.

14



C/k C/k
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0.8 0.8

0.6 0.6

0.4 0.4

0.2 0.2
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Obr. 10: Zévislost tepelnej kapacity meranej v jednotkiach k& v modeli z prikladu 1.24 od inverznej teploty 3
resp. od tepelnej energie k7.

1.3 Rovnomerni konvergencia funkcionilneho radu, Weierstrassove kritérium

"« definicia rovnomernej konvergencie funkcionalneho radu: hovorime, Ze funkcionédlny rad

> falx) (17)
n=1

konverguje rovnomerne k svojmu suc¢tu f(z) na mnozine A C R préave vtedy ked plati

k
Ve >0 3N(e) > 0Vk > N(e)&Vz € A ‘f(x) =) falx)

Tento vyrok je ekvivalentny nasledovnému:

"« Cauchy-Bolzanova nutna a postac¢ujiica podmienka rovnomernej konvergencie funkcional-

neho radu:
p+q

Na preverenie rovnomernej konvergencie radu mozeme pouzit nasledovné:

Ve >0 3IN(e) >0 Vp > N(e)&Vq&Vr € A : < €.

I Weierstrassove kritérium rovnomernej konvergencie funkciondlneho radu: Nech rad (17)
konverguje na mnozine A bodove, nech dalej existuje postupnost nezapornych ¢isel {c,}5° , taka, 7e
Ve € A: |fo(x)| < ¢ a nech &selny rad

oo
>
n=1

konverguje. Potom rad (17) konverguje v A rovnomerne.

v' Pozndmka: Weierstrassove kritérium mozno pouzit len na rady, ktoré konverguju absolatne.

1.25 Ukéazte, ze geometricky rad
o0
> "
n=0

(ktory ako vieme konverguje (bodove) pre kazdé |z| < 1):

a) konverguje rovnomerne v kazdom intervale [—a, al, kde 0 < a < 1,
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b) nekonverguje rovnomerne vo svojom obore konvergencie (t.j. v intervale (—1,1)).

RieSenie:

a) budeme postupovat tromi sposobmi (za uc¢elom osvojenia si prislusnych pojmov); najprv preverime priamo
definiciu rovnomernej konvergencie, potom pouzijeme Cauchy-Bolzanove kritérium a napokon dokizeme
rovnomerni konvergenciu aj pomocou Weierstrassovho kritéria (¢o bude najlahsie).

al) priame overenie rovnomernej konvergencie je v tomto pripade zaloZené na tom, ze pozname explicitne

sumu geometrického radu ako aj kazdy Giastoény stucet geometrického radu, menovite

o 1 k 1 — gkl
7;)317”—1_565]"(35), nz_;)xk_l—:c )
Podrla definicie rovnomernej konvergencie méame preverit velkost vyrazu
1 1 — g+t o1
’ -2z 1-z | |1—-z|

Teraz pride to, ze vyuZijeme, Ze x € [—a,a] (t.j. Ze z sa "netfah&" az k 1). Predchadzajuci vyraz odhadneme
z hora, ak menovatel urobime najmensim a Citatel najvacsim:

karl

Vx € [—a,a] : .

(Poznamenajme, Ze "rovnomernost"znamend to, Ze na pravej strane predchadzajtucej nerovnosti, ktora plati
pre kazdé uvazované xz, uz x nevystupuje). No a teraz najdeme N (e) vystupujice v definicii:

ak+l In[(1 — a)e

e@ak+1<(1—a)e<:>k>—1—|— In(a) M

In(a)

= N(e) =

Tym sme ukézali, ¢o bolo treba.
a2) teraz ukdZeme rovnomernt konvergenciu pomocou Cauchy-Bolzanovej podmienky. Ide o to, odhadnuat

vyraz (kde zase bude klucovym, 7e z € [—a,a] s 0 < a < 1):

pt+q pt+q p
1 — pptatl 1 — gpt1 xp"‘l(l —z9)
S| =[S e = 3] = Spnala) - ) = [LE Lo |a
n=p n=0 n=0
l—a
No a teraz uz lahko najdeme N (e):
aPtl cemps 14 In[(1 — a)e] = N(e) In[(1 — a)e]
€ 14— €)= —————
1-a P In(a) In(a)

a3) s vyuzitim Weierstrassovho kritéria dokédzeme rovnomerna konvergenciu nagho radu l'ahko; z toho, totiz

priamo méame, ze |fy(z)| = |2"| < a™ a to, Ze 0 < a < 1 znamenad, Ze Ciselny rad
o0
> "
n=0

konverguje.
b) to, ze geometricky rad nekonverguje rovnomerne v celom obore konvergencie ukazeme priamo. Ku kazdému

prirodzenému k najdeme x (dostatocne blizko k 1 z Tava), Ze rozdiel k-teho ¢iastoéného suétu Si(z) od suctu
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geometrického radu bude Tubovolne velky (to je dokonca viac ako potrebujeme!). Naozaj, rozdiel o ktory

nam ide je
1 1— xk-i-l xk-i—l
-2 1—2x - 1—=z
a mk-‘,—l
lim = +oo (Vk € N).

z—1-1—=x
Ide tu o to, Ze funkcia 1/(1 — ) je neohrani¢ena v lavom okoli bodu 1, ale k-ty Elasto¢ny sucet je ohraniceny,

nakolko:*
k+1

=l+z+224+22+ - +2F= lim Sip(z) =k +1.
11—z z—1-

Sk(z) = Lo

Situécia je zndzornend na obrazku 11.

S, Sy

(Nwhmm

-0.5 0.5 1

Obr. 11: Sucet geometrického radu - v blizkosti 1 horné ¢ierna ¢iara a Gastoéné sucty tohoto radu (druhy,
stvrty, Siesty, 6smi a desiaty). V Tavom okoli 1 sa kazdy ¢iasto¢ny sucet 1igi od suctu o nekone¢nu hodnotu
(funkcia 1/(x — 1)) je neohracené zhora v Tavom okoli 1 kym ¢iastotné sucty s ohrani¢ené.

1.26 Dokazte pomocou Weierstrassovho kritéria, ze funkcionalny rad

o0

>

14 ntz?
n=1

konverguje rovnomerne v mnozine x € [0, 00).

Riegenie: potrebujeme odhadnit (nezaporné) funkcie

B x
1+ nta?

konstantami ¢, tak aby rad Y 7 | ¢, konvergoval (ak sa to da!). Najmensie mozné horné ohrani¢enie funkcii

fn déva ich maximum. N4jdime ho:

4len pre "srandu" pripomeiime, Ze limitu z lava v bode 1 z k-teho &iasto¢ného suctu geometrického radu mozno zratat aj
pomocou znameho I’Hospitalovho pravidla, nasledovne:

_ k41 _ k
1—z . (/c;l—l)a: Y

lim —— = lim
r—1— 1—=x r—1— 1
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(to, ze vz = 1/n? méa funkcia f,, globalne maximum plynie z toho, Ze je nezapornd, f,,(0) = 0 alim, o0 fr(z) =

0. Pre nazornost, funkcie fi, f2, f3 st znazornené na obrazku 12.) Vezmeme teda

1 — 1
C”_f"<n2>_1+1_2n2'

No ale ¢iselny rad

1
Do
n=1

zrejme konverguje, t.j. nas rad konverguje rovnomerne v [0, 00).

f1,f2, T3
0.5

0.4
0.3
0.2

0.1

0.5 1 1.5 2

Obr. 12:

1.27 Pouzitim Weierstrassovho kritéria ukazte, ze rad

i (_1)71, x2n+1 (18)

ot (2n +1)!

konverguje rovnomerne v kazdom intervale [—a, a], kde a > 0. Dalej prediskutujte rovnomernu konvergenciu
tohoto radu v R.
Pozn.: je uzito¢né si uvedomit resp. spomenit alebo aj uverit, Ze plati rovnost

sin(z) = T; %x2"+1. (19)

Riesenie: najprv nédjdeme obor konvergencie tohoto radu, s vyuzitim d’ Alembertovho kritéria (t.j. ukaZeme
absolatnu konvergeciu) mame, Ze pre kazdé realne z je

(_1)n+1£2n+3 9

. (2n+3)! . x
300 S it 2nt2)2nt3)

t.j. rad (18) konverguje (absolutne) v R. Uvazujme teraz x € [—a,al, a > 0. Potom mame odhad na ¢leny

radu (18): -
a n

(2n+1)!

_1\n,2n+1
e

(2n +1)!

a dalej c¢iselny rad
& a2n+1

!
‘ (2n+1)!
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konverguje - zase podla d’ Alembertovho kritéria:

a2n+3

2
. (2n+3)! . a
n0 s nroo (2n + 2)(2n 1 3)

Preto podla Weierstrassovho kritéria rad (18) konverguje rovnomerne v intervale [—a, a], kde a je Tubovolné
kladné ¢islo.

Teraz si zodpovedajme - asi prirodzent - otazku: konverguje rad (18) rovnomerne v R? Pri odpovedani si na
tuto otdzku budeme pouzivat isty podfuk - a to Ze sa budeme tvarit, Ze nam je zname, ze plati (19), ale to

fakticky myslienku neovplyviiuje®. Vezmime teda N—ty ¢iastocny sucet radu (18):

N
(D" o1 ad P (DY oy
S = N gl 2 - N 7 +1‘
N (@) nz:% 2n+ 1) T Tt T e

Potrebujeme preskamat, & Sy(x) aproximuje funkciu sin(z) s dostatofnou presnostou ak len vezmeme
dostatocne velké N - a to bez ohladu na z. Ciastotny sucet Sn(x) je polyném (nenulovy) v premennej x.
Ale to znamené, Ze musi platit

lim Sy(z) =+o0 lim Sy(z) =+o0

T—+00 T—>—00

no ale funkcia sin(z) nadobuda hodnoty len medzi —1 a 1 - to ale znamenad, 7e rozdiel
|Sn(z) — sin(z)]

nemdze byt maly naraz pre vSetky x realne - a teda rad (18) nekonverguje rovnomerne v R! Situécia je

znézornené na obrazku 13.

1.28 Preskumajme rovnomernu konvergenciu radu

f(z) = Z xe "
n=0

v jeho obore konvergencie.
Riesenie: oborom konvergencie uvedeného radu je zrejme mnozina [0, 00). Pokusime sa néjst najlepsi majo-

"T v mnozine [0, 00). Priebehy funkcii f;,

rantny rad k zadanému - ndjdeme teda maxima funkcii f,(z) = xze™
st pre niektoré n znazornené na grafe 14 - ako vidime z obrazka, funkcie f, maji jedno maximum, ktorého

polohu Tahko zistime pomocou diferencialneho poctu.

—nz n 1
fn(x)=e (1—n1‘):O:>a:§VI):5.

Takze najlepsi vyber &isel ¢, je:

Bohuzial, rad
-1

00
> -
n

n=1

"Pomocou Cauchy-Bolzanovej podmienky by sa tento "nedostatok" dal vynechat, ale davame v tomto pripade prednost
nézornosti pred rigor6znostou.
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Obr. 13: Porovnanie funkcie sin(z) s ¢lastoénymi suc¢tami radu (18). Z Tava hore: druhy, piaty, desiaty a
dvadsiaty ¢iasto¢ny sucet radu (18).

zjavne diverguje - preto Weierstrassovo kritérium k naSmu pripadu nepovie ni¢. Zamyslime sa vSak dalej nad
situaciou. Body xg\z) sa hromadia v okoli nuly - preto ak je problém s rovnomernou konvergenciou tak bude

tam. Pozmefime mnozinu na ktorej skiimame rad na mnozinu typu:

Bs = [6,00), > 0.

Potom zrejme existuje ns také, ze pre kazdé n > n; je xg\z) < ¢ a teda plati, ze pre n > ngs je mozné vziat za

¢islo ¢, Tavia krajnd hodnotu funkcie fi:

cn = zexp(—nd).
Rad c¢isel
Z x exp(—nd)

n>ng
zjavne konverguje. Preto kongtatujeme, Ze funkciondlny rad > °° ., ze "® konverguje rovnomerne v kazdej
] ] 3 ) n=0

mnozine Bs. f)alej uz s Weierstrassovym kritériom asi nepostiipime. Pozrime sa Sak na explicitné vyjadrenie
funkcie f(z):
0, z=0
ro={ .00

l—e—%

Funkcia f(z) je zndzornena na grafe 15. Kedze

lim f(z)=1#0,

z—0t

tak funkcia f je nespojita v bode 0°.

Zanedlho ukaZeme, Ze toto uz znamena (v tejto situacii), Ze skimany rad nekonverguje rovnomerne v okoli (pravom) bodu
nula
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Obr. 14: Grafy funkcii f, pre n = 1,2,3,4 (krivky usporiadané od hora dole).

f (x)
2

1.5

0.5

M 0.5 1 1.5 2

Obr. 15:

Pozrime sa teda, ako sa sprava rozdiel ¢iasto¢ného sactu:

N
1 — e~ (N+D)=
Sn(x) = er_”z S
n=0

1—e®
a suctu radu f(z) v okoli podozrivého bodu nula:
—(N+1)x
xe
An = |f(z) — Sn(z)| = e

Tieto rozdiely st zndzornené pre niektoréhodnoty N na grafe 16. Vidime, Ze

Iim Ay =1>0
z—0t

takZe fixnou hodnotou N nemoézeme zabezpecit v celom okoli bodu 0 rovnaki presnost aproximacie f(z) po-
mocou ¢iasto¢ného suc¢tu ak pozadujeme, aby tato presnost bola mensia ako 1 - a to je v spore s rovnomernou

konvergenciou - teda nas rad nekonverguje rovnomerne v mnozinach typu [0, ], o > 0.

1.29 Dokazte pouzitim Weierstrassovho kritéria, Ze zadané rady konvergujid rovnomerne v zadanych mnozinach:

O = b > 1 & . cos(nz) R
a)zl+n5x2,xe )Zx2+n2,xe ) D 2 0 rE
n= n=1 n=1
0 D) 0 2 (3]
d) Z cos(na) —g/im (nac)’ re€R e) Zln <1 + 3;) , € [—ayal, aeR f) Zx%_’w, z € [0,00)
n=1 n n=1 nln (n) n=1
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Obr. 16: Zobrazenie rozdielov Ay, pre N = 1,2, 3,4 (krivky usporiadané od hora dole).

1.30 Rozhodnite, ¢i zadany funkcionéalny rad konverguje rovnomerne v zadanej mnozine (vyuzite, Ze ide v

podstate o geometricky rad)

[e.9]

Z(l —x)z", z €[0,1].

n=0

1.31 Pre ktoré hodnoty parametru o mozno na ddkaz rovnomernej konvergencie radu

o
T
E arctan [ ——
x2 + no
n=1

v R pouzit Weierstrassove kritérium?

1.4 Spojitost sti¢tu funkcionalneho radu, integrovanie a derivovanie funkcionalneho
radu "¢len po c¢lene"

Uvazujeme funkciu zadanu ako sucet funkciondlneho radu
o
f@) = fala). (20)
n=1

Platia tri dolezité (a pre praktické vypoc¢ty velmi nadpomocné) tvrdenia o spojitosti funkcii f, jej inte-

grovatelnosti a diferencovatelnosti, tu su:

4 veta o spojitosti sa¢tu radu: nech funkcie f,, st spojité v intervale [a, b] a nech rad (20) konverguje

v [a, b] rovnomerne, potom aj sucet radu f je spojita funkcia v [a, b].

v’ dokaz: nech xg je lubovolny bod intervalu [a, b], zoberme k-ty ¢iastoény sucet

k k
Se() = fu(z), #pecislne Sg(xo) = > fu(wo).
n=1 n=1
Zadefinujeme funkciu (zvySok radu) Ry vztahom
f(z) = Sk(z) + Ri(x), 8pecidlne f(z9) = Sk(xo) + Ri(zo).

My potrebujeme ukazat, ze rozdiel |f(z) — f(x¢)| je pre dostato¢ne malé |z — x| dostatotne maly.

Odhadujme (s vyuzitim trojuholnikovej nerovnosti):
|[f (@) = f(zo)| = |Sk(z) + Ri(x) — Sk(w0) — Ri(wo)| < [Sk(x) — Sk(zo)|+|Re(x)[+|Ri(xo)| (21)
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Teraz zoberme akékolvek € > 0. Rovnomerné konvergencia radu (20) zarucuje, ze existuje takée
¢islo K (¢), ze pre kazdé k > K (e) a pre kazdé x € [a,b] plati:
€

Rulw)] < 5

Tym sme odhadli posledné dva ¢leny nerovnosti (21). Prvy ¢len tejto nerovnosti odhadneme
nasledovne: funkcie S(x) st iba konecéné sucty spojitych funkcii f,, preto aj Sk su spojité funkcie
a to znamené, ze ku kazdému e > 0 existuje také d(e) > 0, Ze pre kazdé = vzdialené od xg 0 menej

ako d(€) t.j. pre |z — zo| < 0(€) je
€
|Sk(2) = Sk(wo)l < 3,

¢o zavrsuje dokaz. [

v’ priklad: v dokaze sme naozaj pouzili predpoklad rovnomernej konvergencie radu (20), ale je
prirodzené sa pytat, ¢i by sme sa predsa len nezaobisli aj bez nej. Tento priklad ukéze, Ze to

nejde. Vezmime rad
i -
IV
— (L4

V prvom rade si vSimnime, Ze ¢leny radu s spojité funkcie v celom R. balej, podla Cauchyho

kritéria:

2
. n xr .

ko) = tm a e ~ 1322

(Vz € R)

tento rad konverguje v kazdom bode z € R. KedZe je to v podstate geometricky rad, najdeme

i x? _J 0 pre z=0,
(1+a22)» | 1 pre z#0.

n=1

priamo jeho sucet

T.j. suma radu (20) nie je spojitd v R - lebo nie je spojitd v bode 0. To je prave kvoli tomu, ze

rad (20) nekonverguje rovnomerne v okoli bodu 0. Situécia je znazornené na obrazku 17. B

Sk
1

0.8
.6

4

X

-2 -1 1 2

Obr. 17: Ciastotné sucty radu (20) Sy(x), krivky oddola hore pre k = 2,4,6,8. Vznik nespojitosti v bode
z = 0 je zjavny.

4

M veta o integrovani funkcionalneho radu élen po ¢lene: predpokladame, ze ¢leny radu (20) sa

integrovatelné funkcie na intervale [a, b] (tu je podstatné, Ze sa jedna o koneény interval!)a Ze rad (20)
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rovnomerne konverguje na [a,b]. Potom: funkcia f (suma radu (20)) je tiez integrovatelna v [a,b] a

naviac plati formula:

Ve,d: [e,d] C [a,b] : /cdf(x)d:c: (/d !i::lfn(x)] da:) - i::l [/Cdfn(x)dx] .

v dokaz: tlny dokaz vety je pomerne zdlhavy, ale ak nahradime v predpokladoch integrovatelnost
funkcif f, ich spojitostou v [a, b] (spojita funkcia v uzvretom intervale je v iom integrovatelna!)
tak Tahko vetu dokéZeme. V prvom rade integrovatelnost funkcie f plynie z toho, Zze podla pred-
chadzajucej vety je f spojita v [a,b] a teda (1) je integrovatelna. Zostéava dokiazat uvedeny vzorec.
Ten tvrdi Ze &islo nalavo je rovné limite postupnosti ¢astoénych suctov ¢iselného radu napravo.
Tak overime, Ze to tak naozaj je. Vezmeme € > 0, potom z definicie rovnomernej konvergencie
najdeme také K(€) > 0, ze pre kazdé k > K(€) a pre kazdé = € [a, b] je

< €,

k
f(@) = fal®)
n=1

takze pre takto vybrané k postupne dostdvame
d k d
C n=1 (&

d
S/
(&

" veta o derivovani funkcionalneho radu ¢len po ¢€lene: predpokladame, ze ¢leny radu (20) sa

k

/Cdf(x)da: - /cd [Z fn(x)dm]

n=1

k

d
/ [f(m) - fn(x)] dz

n=1

k
f@) = fal@)|dz<e(d—c). O

spojite diferencovatelné funkcie na intervale [a, b], Ze rad (20) rovnomerne konverguje (dobre, je zname,

7e tento predpoklad je zbyto¢ny, ale to nevadi ...), dalej, ¢o je ale podstatné predpokladédme, ze rad
o0
> fi@) (22)
n=1

rovnomerne konverguje v [a, b]. Potom: funkcia f (suma radu (20)) je diferencovatelna na [a,b] a plati

naviac formula:
Vo € [a,b] : f(z) = <[Z fn(x)] ) = ).
n=1 n=1

v’ dokaz: je zaloZzeny na predchéadzajucej vete, ukazeme, Ze pre kazdé = € [a, b] je
/ ¢(t)dt = f(z) + C, kde ¢(z) =Y fi(x),
a n=1

¢o presne znamena, ze f'(x) = ¢(z). Ked vyuZzijeme, ze rad (22) konverguje rovnomerne v [a, b] -

t.j. mozeme ho integrovat ¢len po ¢lene (funkcie f) s spojité):

[owar=3| [ o] =St~ ) = sy 0. 0
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1.32 Vypocitajte integral
T P 2
/ Z sin®(nx) de.
0 n(n+1)
Riesenie: v8etky funkcie
sin?(nx)

RO =)

st spojité v uzavretom intervale [0, 7], elementérna nerovnost

sin?(nzx) 1
< R
nn+1) = nn+1)’ Ve

spolu s dobre zndmim faktom, Ze ¢iselny rad
i :
“—n(n+1)

konverguje nam podla Weierstrassovho kritéria zaru¢uji rovnomerna konvergenciu zadaného radu v intervale

[0, 7] a to nam zase zarucuje, Ze moZeme integrovat ¢len po Clene
T X a2 > ™ > ™
sin®(nx) 1 1 1
/0 LZ m g n)/ sin?(nz)dz = Z n(n /0 (2 —5 cos(2nx)> dx =
1

+1 n=1
Z f—ism(nx)wzzzizz.
nn—l—l 2 4n 0 2n:1n(n+1) 2

n=1
1.33 (K zdovodneniu prikladu 1.24) Uvazujeme kvantovomechanicku sustavu, ktorej vlastné energie E.

maju vlastnosti:
E,>0(ne{0,1,2,3,...}), Eny1 > E,, lim E, =00
n—oo

), Bo > 0. Vezmeme Statistickd sumu

Dalej uvazujeme inverznu teplotu 5 € (S,
oo
B) = Z e Bbn (23)
n=0
¢o je funkciondlny rad (s premennou (). Vezmime rad z derivacii (podla ) ¢lenov radu (23)
oo
> [ Bae ] (24)
n=0
kezde plati
VB € (By,00) : ‘—Ene_ﬁE" < E, e Pobn
a Ciselny rad
o0
Z Ene_ﬁoEn

je konvergentny, to znamenéa (Weierstrassove kritérium), ze rad (24) konverguje rovnomerne (a absolitne)

teda rad (23) mozno derivovat ¢len po ¢lene, t.j. plati
[e.9]

dzd(ﬁm = nz% {—Ene_ﬁE"] .
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Prirodzend definicia strednej energie sustavy je

o'} €7ﬁEn — ==
<E>B:Z§§?Z_5En = Z(dg) :—;ﬁm[zw)}.

Tepelna kapacita C' je definované ako mnozstvo tepla potrebného na zvySenie teploty sustavy o jeden Kelvin,
t.j.

_d<E>g d_dﬂd__ii__ 21
COl == ™ F=aras - meas- " ap
a teda findlne dostavame 2
C(B) = k52d7521n [Z(B)]

ako sme mali v ulohe 1.24.

1.34 Preverme znova rovnomernii konvergenciu radu

Fa) = 3 oze
n=0

v mnozine [0, c0).
Riegenie: v priklade 1.28 sme nagli, Ze stcet radu f(z) je funkcia nespojita v bode nula. Cleny totoho radu
sa ale funkcie spojité v okoli bodu nula. Preto tento rad nemoze konvergovat rovnomerne v okoli bodu bodu

nula a teda ani v mnozine [0, 00).

1.35 Preverme spojitost a diferencovatelnost tzv. theta-funkcie zadanej pre kazdé x > 0 funkciondlnym

radom

o0
O(z) =1+2) ™. (25)
n=1

Riesenie: V prvom rade uvedeny funkcionalny rad naozaj konverguje na mnozine x > 0 ako vidno z Cauchyho
kritéria:

k(z) = lim Ve ™2 = lim e ™ =0 < 1

n—oo n—oo
(a nekonverguje nikde inde, ako vidno z nutnej podmienky konvergencie radu). DokaZeme spojitost 6 v bode

xo > 0. Pre zadané x¢ > 0 vezmime interval [x(/2, 00) - pre kazdé x z tohoto intervalu plati nerovnost
0< e—wnzx <0< 6—7m210/2

a rad
00
2
§ :6 mn2zo/2
n=1

konverguje (zase podla Cauchyho kritéria), preto podla Weierstrassovho kritéria konverguje rad definujuci

—T’T g v intervale [zo/2,00) spojité preto

theta-funkciu rovnomerne v [z¢/2,00). No a v8etky funkcie e
theta-funkcia je spojitd v bode xg - ten bol ale zvoleny ako TubovoIné kladné &islo, preto theta-funkcia je
spojita v & > 0.

Preverime diferencovatelnost theta-funkcie. Vezmeme rad z derivacii ¢lenov radu pre theta-funkciu:

00
2
§ : (—7Tn2€ ™ 2)

n=1
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a rovnako pre kazdé kladné z( plati, ze pre kazdé x € [z¢/2,00) je

—n2
—7m2e ™mex

oo
—mn2 2
< )—7’["/126 ™ zo/2‘ a rad § : (—7‘["/126 ™ zo/Q)
n=1

konverguje. Preto podla Weierstrassovho kritéria konverguje rad derivécii rovnomerne v [xo/2,00) a teda

theta-funkcia je difrencovatelnd v xg - lubovolnom kladnom ¢isle. Graf theta-funkcie je na obrazku 18.

10

0.2 0.4 0.6 0.8 1

Obr. 18: Graf theta-funkcie (25) - je to funkcia neohrani¢end v pravom okoli bodu 0, monoténne klesa a

1.36 Najdite sumu radu
o0
flx) = ZnQe_m. (26)
n=1

Riegenie: najprv treba najst obor konvergencie zadaného radu, podla Cauchyho kritéria

<1 pre z>0
lim Vn2e—* = lim n?me®=e¢*{ =1 pre z=0
n—oo n—oo

>1 pre <0

vidime, ze zadany rad:
e konverguje pri x > 0
e diverguje pri z <0 .

Zostava preverit bod z = 0: nakolko pri z = 0 nie je splnend nutni podmienka konvergencie, tak obor
konvergencie radu (26) je interval (0, 00). Naviac plati: rad (26) konverguje rovnomerne v kazdom intervale

(a,00) s a > 0 rovnomerne, ¢o plynie z Weierstrassovho kritéria takto: plati nerovnost
Vo >a: 0<nie ™ < ne
a Ciselny rad
(e 9]
§ : nQe—na
n=1

je konvergentny (integralne kritérium). Presne rovnako sa ukéze aj rovnhomerna konvergencia radov (v inter-

vale (a,00)):
o oo
5" e S
n=1 n=1
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To ale znamen4, Ze za t¢elom najdenia sumy radu (26) moézeme pouzit poclenné derivovanie funkcionélneho
radu, ¢o postupne déva:

[e.9]

n=1

( e > (L)

l1—e* (e — 1)3 )

Funkcia f(z) - suet radu - je znazornena na obrazku 19.

f (x)
30

25
20
15
10

5

0.5 1 1.5 2

Obr. 19:
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2 Mocninové (poten¢né) rady

2.1 Polomer konvergencie poten¢ného radu, charakter konvergencie poten¢ného radu

Speciélny pripad funkcionalneho radu je tzv. mocninny (poten¢ny) rad
oo
Z an(x —x0)", an,xo € R. (27)
n=0

Céila a, si koeficienty potencného radu a podla ¢isla xg hovorime o potencnom rade so stredom v zo.
Nakolko linearnou zdmenou premennej x:  — xg +— y jednoducho dostdvame z radu (27) rad so stredom v

bode 0, budeme sa bavit o takomto rade:
Z anz™. (28)
n=0

Zakladné vlastnosti potenénych radov st zhrnuté tu:

"« zakladna veta o obore konvergencie poten¢ného radu: ak rad (28) konverguje v bode X tak

potom konverguje absolutne v kazdom x: |z| < |X] .

v dokaz: dokdzeme to takto: podla predpokladu ¢iselny rad

[e.e]
g ap X"
n=0

konverguje a to znamen4, Zze (nutné podmienka konvergencie radu):

lim a,X" =0.

n—oo
To ale znamen4, Ze postupnost
ny oo
{anX }n:O

je ohranic¢end a teda existuje ¢islo M > 0, Ze pre kazdé n je
la, X" < M.

V prvom rade spomeiime pripad X = 0 - ten je trividlny a preto v dalSom predpokladame X # 0.
Odhadnime (s uzitim toho, ze |z/X| < 1) ¢leny radu Y oo apa™:
n

X X
an X" S| < M |5

n n
lanz™| =

)

¢o znamend, ze rad Y .~ apx™ pre: —|X| < z < |X| konverguje rovnako ako geometricky rad s
kvocientom
x
—|<1. O
5
v poznamka: ujasnime si, ze v predchadzajicej vete nemozno tvrdit, ze by rad (28) konvergoval v
kazdom z: |z| < |X]| - hoci by sme touto modifikaciou pridali jediny bod - menovite bod x = —X.

Vidno to z nasledovného prikladu: vezmeme rad
i <_1)nxn
n=1 n
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Podrla Leibnitzovho kritéria tento rad konverguje v bode xz = 1, av§ak v bode x = —1 méame

i l
n=1 n
¢o je divergentny harmonicky rad.

v’ dosledok: existuje nezaporné ¢islo - polomer konvergencie poten¢éného radu - R (alebo

priptstame aj R = o), Ze obor konvergencie radu (28) je interval jedného z typov:
* (_R7 R)

*

Na vypocet polomeru konvergencie R existuji formule:

" polomer konvergencie poten¢ného radu - vzorec ¢. 1 (alebo Cauchy-Hadamardov vzorec):
B 1
limsup,, .., /|an|’

kde vec myslime tak, Ze ak menovatel vyjde 0 berieme R = co.

R

(29)

v' poznamka: pokial existuje

1
v/ |an| =1lim sup V/|lap| > R= ——F—.
| n’ n—00 | n| hmn_mo \"/ ]an|

" polomer konvergencie poten¢ného radu - vzorec €. 2: ak existuje limita na pravo (vlastné alebo

lim
n—od

nevlastnd) tak plati:
R= lim |

n—oo

: (30)

Gn+41

"« charakter konvergencie potené¢ného radu vo vnutri intervalu konvergencie: nech je polomer
konvergencie radu (28) rovny kladnému &slu R, potom v kazdom intervale [—p, p], kde 0 < p < R,

konverguje rad (28) rovnomerne.

v dokaz: podla predpokladu je &iselny rad
oo
> anp”
n=0
absolutne konvergentny a vzhladom na nerovnost:
Vo € [—p,p] & Vn € Ny : |apz"| < |anp"|
usudzujeme podla Weierstrassovho kritéria, ze tvrdenie je spravne. [

2.1 Né&jdite polomer konvergencie a obor konvergencie poten¢ného radu

o0

n —2)n
3"+ (=2)"
n

n=1
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Riesenie: Koeficient stojaci pri 2™ je
p = ————.
n

Polomer konvergencie vypocitame ahko pomocou vztahu (29) - dokonca existuje prislusna limita:

n —2\n 2 nll _2\"
lim 1”/73 +(=2) = lim \/ 3 =3 lim \/7+( 3) =3
n—o00 n n—o00 n—o00 n

1
R=_.
3

TakZe v obore konvergencie je urcite (otvoreny!) interval (—1/3,1/3) a eSte je mozné, Ze aj niektory (alebo

Takze

aj oba) z jeho krajnych bodov. Toto treba este preverit. Na to preskimame, ¢ konverguje zadany rad ak za
x dosadime najprv 1/3 a potom —1/3. Urobme to: mame najprv rad

Eracy Sy

ot n 3n —ln n 3
tu vidime, Ze ma divergentnt harmonicka Cast, preto bod = 1/3 nepatri do oboru konvergencie. Zato vsak
ak dosadime bod —1/3 méme:

S e[S ()]

n=1 n=1

¢o su dva konvergentné rady (prvy z nich podla Leibnitzovho kritéria, druhy je mensi ako geometricky rad
s kvocientom rovnym 2/3.) Takze bod —1/3 patri do oboru konvergencie, ktory je teda rovny intervalu:

[—1/3,1/3). Sucet tohoto radu je znazorneny na grafe 20.
2,

1.5;

0. 5¢

-0.3 -0.2 -0.1 0.1 0.2 0.3

Obr. 20:

2.2 Néajdite polomer konvergencie funkcionalneho radu

i(—;')" "o(nl=1-2-3...n)
n=1 :

Riesenie: Pri 2™ stoji koeficient

n!
Na vypocet polomeru konvergencie je tentokrat vyhodnejsie pouzit vztah (30):

(="

— 1; n! 1 (Tl+ 1)' I T _
ft= lim el A = (1) =0
n+1)!
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2.3 Vyuzijiuc metdédy hladania oboru konvergencie potencéného radu, najdite obor konvergencie funkcional-

neho radu
i 1 1—z\"
2n+1 \1+=x
n=0
Riesenie: Ak v zadanom rade polozime .
—x
Y71 +x
tak méame rad
o0
> sV
on+17"7
n=0

ktorého polomer konvergencie Tahko najdeme podla vztahu (30):

2
R— lim T3 _
n—oo 2n + 1

Obor konvergencie obsahuje aj bod —1 ale neobsahuje bod 1 (t.j. obor konvergencie je [—1, 1)), lebo rad:

n

7;) 1 konverguje nz% 1 diverguje .

Takze obor konvergencie péovodného radu je uréeny nerovnostami:

1—=x

—-1<
14z

<1,
ktorych riesenim je: z > 0.

2.4 Né&jdite polomer konvergencie poten¢ného radu:

i 3”562”.

n=0

Riesenie: Najprv identifikujme spravne koeficienty a,, (totiz podla formuly (28) je a, to, ¢o stoji pri z™):
ap =1 ar =0 as =3 a3 =0 as =9 a5 =0 ag = 27 atd,
takze v obecnosti ak k je prirodzené ¢islo alebo nula
asr, = 3, agpy1 = 0.

Takze

lim sup V/|a,| = nh_g)lo V3n=V3=R=

n—o0

Sl

Overime krajné body = = +1//3

(x=1/V3): i?ﬂ (1>2n = f: 1 — diverguje
n=0 \/g n=0

00 1 2n
(x=—-1/V3): 23” () = Z(—l)” — diverguje,
n=0

n=0

()
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2.5 Najdite polomer konvergencie a obor konvergencie poten¢nych radov:

n=1 n=1 n=1

>\ (—1)"n? B+ (-1 >, gn”
h pry j -

Z:: ) nZ::l n : Z) n=1 2"

2.2 Derivovanie a integrovanie potenénych radov, sumovanie niektorych poten¢nych
radov

Y Z viet o rovnomernej konvergencii poten¢ného radu v uzavretom podintervale oboru konvergencie
plynie, Ze poten¢ny rad (28) mozno derivovat a integrovat ¢len po ¢lene v ramci jeho polomeru konver-
gencie lubovol'ne vela krat. Naviac tymito operaciami dostavame potenéné rady s rovnakym polomerom

konvergencie.

v" Poznédmka: derivovanie a ontegrovanie poten¢ného radu ¢len po ¢lene sice nemenia polomer konver-
gencie, ale moéze zmenit obor konvergencie radu (samozrejme len o krajny bod(y)) a to menovite
tak, Ze integrovanie moéze pridat k oboru konvergencie niektory z krajnych bodov a derivovanie
moze niektory z krajnych bodov odobrat z oboru konvergencie ako to ukazuje nasledovny priklad:

vezmeme jednoduchy geometricky rad o
> "
n=0
ktorého obor konvergencie je (—1,1). Ak zobereme z € (—1,1) tak integrovanim tohoto radu ¢len

po ¢lene dostavame rad

T o0 "
t" | dt = { / tndt} =
PRyl -2
ktorého obor konvergencie je [—1,1). Myslienku derivovania alebo integrovania poten¢ného radu
¢len po ¢lene moze byt pouzitd na najdenie sim niektorych radov.

2.6 Najdite sucet radu
3 5 0 20l

e 2n+1
Riegenie: Polomer konvergencie zadaného radu je (a2, =0, agn+1 =1/(2n+1))

1 1
R = = =1.

. n .
lim sup,, \/W limy, o0 > ﬁ

V oboch krajnych bodoch rad diverguje ako harmonicky rad, preto obor konvergencie radu je (—1,1). Vy-

pocCitame derivaciu funkcie f

/ o o+l \' 2/ ontd )
— — n_i
J) = nz:;)znﬂ _7§<2n+1> Z 1— a2
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Takze méame

dx 1 r+1
f<x>=/1_x2:zln<x_1>+a

Konstantu C' urc¢ime z toho, ze ak dosadime do zadania funkcie f hodnotu x = 0, tak mame

r—1

f(O)zO:CzO:f(x):;1n<x+1>.

2.7 Vypocitajte sicet radu
o
f(z) = ZnQ:U”. (31)
n=1

Riesenie: V prvom rade, polomer konvergencie tohoto radu je

n2
R = lim =1
n—00 (n —+ 1)2
a obor konvergencie je (—1, 1) nakol'ko rady
oo o0
> > (e
n=1 n=1
ani nutni podmienku konvergencie nespliiaju. S vyuzitim moznosti derivovat rad ¢len po ¢lene postupne
dostavame
oo o0 [e.e] / [e.e] / [e.e] / !
g0 = 3t =3 e = (Sr) <o (53 ) <o (5 () ) -
n=1 n=1 n=1 n=1 n=1

() -5

Graf tejto funkcie je na obrazku 21.

f (x)
0.2
0. 15
0.1
0. 05

T~~0.8-0.6-0.4-0.2 0.2 0.4%
-0.

-0.1

Obr. 21: Graf funkcie (32) definovanej v intervale konvergencie radu (31): (—1,1), v intervale (0,1) tato
funkcia rastie a lim,_,;- f(x) = 4o0.

2.8 Nédjdite (pomocou derivovania alebo integrovania poten¢ného radu ¢len po ¢lene) siucty radov:

0 > :L,2n+1 & "

2 : n § : _1)» § :7
@) n b) (=1) 2n +1 ) n?

n=1 n=0 n=0
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2.3 Taylorove rady, definicia, Taylorove rady elementarnych funkcii

I definicia Taylorovho radu: nech funkcia f je definované v okoli bodu x a nech mé derivacie kazdého

radu v bode zg. Takejto funkcii priradime potenény rad so stredom v bode xg:
> f£(n)
s L), (33)
~ nl

Ak plati rovnost
- f(n) (‘7"0) n
0=y e )

v niektorom okoli bodu zg, tak funkciu f volame analytickou (v prislusnom intervale). Specialny pripad
s g = 0 sa zvykne nazyvat Mac Laurinov rad funkcie f. (my budeme skor hovorit Taylorov rad so

stredom v 0.)

" Taylorove rady elementarnych funkcii: platia nasledovné dolezité rovnosti

- 2 3 xt > " R 4

ef=ltart oot ot z_%n, z € (34)

) 3 75 0 p2n+l

sm(az):x—g—i—ﬁ—-‘- Z 2n+1) zeR (35)

z? 2t
cos(x)zl—g—i-m— —Z z€eR (36)
o _ al@—1) 5 ala—1)(a-2) 4 _ [ n

I+z)*=14+ax+ 51 x° + al ac—i—---—z K —-l<z<1 (37)
x? > "

ln(l—{—:L‘)—a:—?—l——— => (-1 +1 —1l<z<1 (38)

n=1

Vyuzijuc tieto rozklady mozno do Taylorovho radu rozlozit mnohé dalgie funkcie.

v Poznamkal: v (37) sme zaviedli zovSeobecnenie kombinaéného &isla pre realne hodnoty «:

(a> ala—1(@=2)...(a=n+1)

n n!

v Poznamka2: $pecialny pripad formuly (37) (tzv. Newtonovho binému) je pripad s o = —1, ked

méme vlastne formulu pre déverne zndmu sumu geometrického radu s kvocientom rovnym —z:

(o)™ = 1—1Fx :2)(_

v Poznamka3: druhy Specidlny pripad vztahu (37) znami zo strednej $koly nastéva, ked je a rovné

prirodzenému ¢islu (povedzme n) - vtedy vztah (37) je zhodny s binomickou vetou:

= n = n!
=2 () = S

k=0

ktoré plati pre kazdé redlne x.
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2.9 Rozloizte do Taylorovho radu so stredom v 0 funkciu sin?(z).

Riegenie: vyuzijeme stredogkolsku trigonometriu a vysie uvedeny rozvoj pre funkciu cos(x) a méame postupne

1 & iy (22)%7
=5 T =

1 1 11
208 1 -z
sin®(z) = 5 2cos (2x) =575 i

n=1
n+122n 1

x
E N

n=1
Polomer konvergencie najdeného radu je oo - to vidno z postupu, ktorym sme ho odvodili - pouzili sme len
rozvoj pre funkciu cos, ktory mé polomer konvergencie co. Mozeme sa o tom ale presvedcit aj priamo. Ak
zavedieme premennt y = 22 tak skimame potenény rad

& (_1)n+122n—1

2 e

n=1
ktorého polomer konvergencie zratame podla (30)

(_1)n+122n—1

o @n)! Lo @n42 L 2n+1)(2n+2)
ft= I (—T();:j;jrﬂ T IR -

Toto je polomer konvergencie v premennej y - ale zobrazenie y +— 2 hovori, 7e aj v premennej z je R

nekonecno.

2.10 Rozlozte do Taylorovho radu so stredom v bode 4 funkciu In(z).

Riesenie: Vyuzijeme vlastnosti logaritmu a rozvoj (38):

In(z) =In(4+ (z —4)) =In [4( “”644)} =1In(4) + In [1+x44} zln(4)+§:ﬂ(az—4)".

Polomer konvergencie tohoto radu je (podla (29))

1

_1n+l
COT 1y

n4mn

lim ¢
n—oo

2.11 Rozlozte do Taylorovho radu so stredom v 0 funkciu zv/1 + 5z.

RieSenie: Vyjdeme z (37) a mame:

101 11l _ 1_
1_’_1533_'_2(2 1)52$2+2(2 1)(2 2)53x3+

av/T+ 5z =2 (1 +52)% = xZ(%)(Exy)":

2! 3!

1 2,3 1-3.34 1-3-5.4 54 _
=z + =57 222"5 233!5:5 5] 5 =
o o

(2n —3)15" .y _4(2n —5)N5nL

n n+1l __ _1\n n
D (U =2 () on—T(n— 1)l *
n=0 n=1

kde sme zaviedli symbol (dvojny faktorial):
k—pame: kKll=2-4-6...k k —neparne: kl'=1-3-5...k

a dohodu, ze dvojny faktorial nuly a kazdého zaporného ¢isla je 1. Polomer konvergencie zratame podla (30)

(=) (2n—5)15n—1

o 271 (n—1)! L 2n 1
=l e A 52n—8) 5
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2.12 Rozlozte do Taylorovho radu so stredom v 5 funkciu 1/(z + 1).

1 1 11 18 z—6\"_ < (=D)"
- =5 =2 (=" => — 5",
z+1 6+ (z —5) 614_957*5 62( ) ( 6 ) G+l (z )

Polomer konvergencie podla (29) je

RiesSenie:

1
=—-=R=6.
6

(="

6n+1

limn — oo {

2.13 Rozlozte do Taylorovho radu so stredom v 2 funkciu

1
r(1+z)(1—x)

Riegenie: Je zaloZzené na (37) a rozklade na parcidlne zlomky. Urobime najpr ten rozklad

A =1
1 A B C 1 1
s(l+z)l-2z) = 14z l-z B+C = 0
Dalej teda mame
1 RS S SN SO SR SR 1 1T
z(l+z)1—2) =z 21—z 2142 2+ (x-2) 2-1—(z-2) 23+(x-2)
11 1 1 11 1= (—-1)" P )
- - = — - == —22 =N ()2 -2
214232 21+4(x-2) 61472 22 o (@2 22( R
n=0 n=0
1= (—1)" (-1 [1 1
_éz 3n (x_Q)n:Z 2 27_1_3n+1 (CC 2)”
n=0 n=0
Polomer konvergencie 'ahko urc¢ime podla (29):
LD L _
,}520\/ 2 | T T AL
2.14 Rozlozte zadané funkcie do Taylorovho radu s uréenym stredom zg:
x x
a) ———, 29=0 bye ™, 2g=0 c) —, g =0
) m 0 ) 0 ) 1— o 0
1 X —x
d) (1_56)2,370—0 )6 +2€ , 20=0 f) sin(zx), x():%
g) sin®(z), xg =0 h) ﬂ, zo=0 i) Va, 1o =1
1423
T 1

, Top =3 1) In[(1+2)(1+2%)], 20=0

0 =0 k) z(z+1)(z+2)

2.15 Najdite rozklad funkcie arctan(z) do Taylorovho radu so stredom v bode 0.
Riesenie: rieSenie sa zaklada na moznosti derivovat funkciu zadani potenénym radom ¢len po ¢lene (a inte-
grovat tak isto). Ak oznaéime f(z) = arctan(x), tak potom

1 o0

f(@) = = 3 (1

2
1+ —
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Polomer konvergencie tohoto radu je 1. Preto s vyuzitim toho, ze arctan(0) = 0 dostdvame pre kazdé
x|zl <1
- ¢ 2 — (=" , +1
t = —1)"t"dt| = T 39
arctan(x) ZUO( ) ] > ot (39)
n=0 n=0
Pozn.: uvedeny rad pre funkciu arctan konverguje aj v bode = = 1, preto (toto je obsahom tzv. druhej
Abelovej vety) plati rovnost (39) aj vtedy ak dosadime nalavo aj napravo z = 1, kedze vSak arctan(1) = 7/4,

tak pomocou (39) mame vyjadrenie &sla m v tvare nekone¢ného radu:

o (=1)"
=4 . 40
T=42 o (40)
n=0
Tento rad, treba povedat, nie je ktovieako rychle konvergentny.

2.16 Kolko ¢lenov radu (40) staci vziat, aby sme &slo 7 zratali s prestnostou 10747

2.17 Rozlozte do Taylorovho radu so stredom v 0 funkciu arcsin(z).
Riesenie: Podla (37) rozlozime najprv derivaciu zadanej funkcie
1 o

arcsin(z) = ——— = —1/2 =
(o) = = =1 Z(

n=0

l\D\»—A

-

by DL AEDED (2011
1_17!255,2+ 22!2$4_ 2 2 ‘:Z oo S

n=0
Kde polomer konvergencie radu je 1. KedZe arcsin(0) = 0, tak pre kazdé z : |z| < 1 mame
oo oo
) (2n — )N /m on 2n—-]1! 5
arcsin(z) nz:;) [ onnl Jy nz:;) onnl(2n + 1) (41)

Bod 1/2 lezi vnutri oboru konvergencie radu (41) a plati: arcsin(1/2) = 7/6 alebo inak 7 = 6 arcsin(1/2),

preto mame dalSie vyjadrenie pre ¢islo 7w v tvare nekonecného radu:

(2n — 1)
m=0 Z 23"“71' 2n + 1) (42)

2.18 Kolko ¢lenov radu (42) staci vziat, aby sme zratali ¢islo 7 s presnostou 1047 Porovnajte s tlohou
2.16.

2.19 S vyuzitim (37) vypocitat hodnotu v/10.

Riesenie: Postupujeme nasledovne
1\ 13
V10 = (84 2)/% =2 (1 + 4) .

A teraz vyuZijeme (37) s =1/3 a z = 1/4, mame

1 1 /(-2 1 /(-2 -5 1 /-2 -5 —8
3 31 . 531 3(3) &) s (5) (3 (3) 1 _
10 2{1+1'4+ ol 27 3 BT Al Gt =
= 2-5-8...(3n—2) 1
_ n
271220( 1) n! 127
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V rieeni sme pouzili rozklad 10 = 8 4 2, kde sme boli motivovany tym, Ze /8 = 2. Takychto rozkladov

desiatky je pravda nekone¢ne vela. Niektoré si pouZitelne niektoré nie. Vezmime dva rozklady:

1/3
YT+9=01+9" Y64—5 :4<1—§;) .

Prvy z nich je z pohladu formuly (37) nepouzitelny nakolko 9 > 1 - teda sme mimo oboru konvergencie
radu (37). Druhy pripad je sice teoreticky v poriadku, ale je to horsia volba ako vy$Sie podané riesenie, lebo

zlomok 27/32 je uz moc blizko k jednej (a ako vidime, zbyto¢ne blizko k jednej).

2.20 Rozlozte do Taylorovho radu funkciu (tzv. integralny sinus - nie je to elementérna funkcia)

Si(z) = /Ofﬂ Mdt.

t

Riesenie: Podintegralna funkcia ma Taylorov rad

sin(t) 1o (D" opir - (ED" o,
t_t§(2n+1)!t2 H_T;O(Qn—i—l)!tQ ’

ktorého polomer konvergencie je oo - ako sa Tahko moZno presvedéit. Preto tento rad konverguje rovnomerne

v kazZdom ohrani¢enom intervale a preto mozno zamenit integrovanie a suméciu:

Si(@) _/0 LZO Gn )l ] dt_;)(znﬂ)!/o a dt_;)(znﬂ)(znﬂ)!xz =

Polomer konvergencie tohoto radu je samozrejme tiez oo. Graf funkcie Si je na obrézku 22.

Si (X)

1.

=
a ko

-20 -10 10 20

Obr. 22: Graf integrdlneho sinusu; je to neparna funkcia, da sa ukazat, ze lim; o Si(z) = § .

2.21 N4jdite hodnotu
1
t
o / arctan(z) (43)
0 €T

s presnostou 1073, (Jedn4 sa o tzv. Catalanovu konstantu).
Riesenie: Rozlozime podintegralnu funkciu do Taylorovho radu, pri¢om vyuZijeme, Ze uz pozname rozklad

funkcie arctan(z):

arctan(z) i (=™ 4,
—_— = ",
x o 2n+1
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Polomer konvergencie tohoto radu je 1 ale naviac v bode z = +1 tento rad konverguje - podla Leibnitzovho
kritéria - toto zarucuje, ze ¢islo C' modzeme pocitat takto:
oo

n — (=" [t o, =
C = /[ 2n+1x2]dx:nz:;]n—|—l/0 z? da::nzz;)w.

Takze zatial mame Catalanovu konstantu v tvare nekoneéného radu. Ten teraz treba zosumovat s pozadovanou
presnostou. Vyuzijeme, Ze sa jedna o rad ¢leny ktorého striedaju znamienka a ich moduly monoténne klesaji

k nule. Preto ohad chyby N—tého ¢iasto¢ného suctu
N

_ (="
On = ; (2n + 2)2

je
1

Ry| < ——.
[Bxl < (2N + 3)2
Podla na3ej poziadavky mabyt |Ry| < 1073, preto ak vezmeme N aspoii

1
N=——+==~16

21073

bude to stac¢it a dostaneme
C ~0.916 .

2.4 RieSenie diferencidlnych rovnic pomocou poten¢nych radov

2.22 Néjdite riesenie diferencialnej rovnice vyhovujtuce zadanym pociatoé¢nym podmienkam v tvare potenéného

radu
y"(z) +y(x) =0, y(0)=0,9'(0) =1.

Riesenie: Tato tuloha je ¢iste vysvetlTujuca princip, nakolko zadana diferencidlna rovnica ma zname (a

jednoduché) riesenie v tvare elementarnych funkcii, menovite jej obecné rieSenie je
y(x) = Cy cos(x) + Cysin(z)

a rieSenie vyhovujuce zadanym podmienkam v bode 0 je samozrejme y(z) = sin(z). Vysvetlime si vSak ako

dojst k tomuto vysledku pouzitim potenénych radov. Predpokladajme rieSenie v tvare radu

[o¢]
= g anx™.
n=0

Nagou ulohou je vlastne najst ¢isla a,. To znamend, ze

= (Z an;p”) = Z (anz™)" = Zn(n — Dayz™ 2
n=0

n=0 n=2

Tieto vyrazy dosadime do lavej strany zadanej rovnice a upravime

oo (0.9} o oo oo
Z anpz™ + Z n(n — a,z™ 2 = Z anx" + Z(n +2)(n+ Dapiox" = Z [an + (n+2)(n+ Dapyo] x
n=0 n=2 n=0 n=0 n=0
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Myslienka rieSenia je teraz v tom, Ze rovnost:

o0
g apr" =
n=0

ktora maplatit pre kazdé x z nejakého intervalu znamend, ze v8etky ¢isla au, st rvné nule. V nagom pripade

méame rovnost

o0

D fan+ (n+2)(n+ Dango] 2" =0 = an + (n+2)(n+ Dani2 =0 (vn € {0,1,2,...}),
n=0

ktord predstavuje rekurentny predpis na vypocet koeficientov a,, menovite

Qn

(n+1)(n+2) (44)

an42 = —

Dalej musime zohTadnit zadané pociatoéné podmienky na funkciu y(z). To urobime z definiéného vztahu pre

Taylorov rad funkcie y(x):

_ N0 n _ y™(0)
y(x) = S " = E_O anT" =l =~

No a mi mrie zadané, 7e y(0) = 0 a 3/(0) = y((0) = 1, takie to znamena, ze
ap =0 a; = 1.
No a teda rekurentna formula (44) nam déva:

QQZO, CL4:0, CL6:0, azk:O
L a _¥ ar = — 1 a —ﬂ
2.3 "7 2.3.4-5 T 234567 T 2k + 1)1

az — —

kde k € {0,1,2,3,...}. Takze findlne méme rieSenie rovnice vyhovujice pociatoénym podmienkam

_ - (_1)11 n
y(z) = gwﬂﬂ +17

¢o pravda nie je ni¢ iné (vid' (35)), ako Taylorov rad funkcie sin(x), t.j. y(z) = sin(x).

2.23 Najdite riesenie diferencialnej rovnice splhajtce zadané pociatoéné podmienky v tvare potenéného

radu so stredom v bode 0:
(1—2)y'(z)+zy —y=0, y(0)=1, y'(0)=1.
RieSenie: hladame riesenie v tvare radu

y(x) = Z anz”.

Lava strana zadanej diferencidlne rovnice teda je rovna

o0 o, ¢]

1—2)"(x)+zy —y=(1-2) Zn(n —Dapz" ? +x Znanx" 1_ Z anz" Z (n — 1apz™ 2 —
n=2 n=1 n=2

[o.¢] [o.¢]

Zn(n — l)anxn_l + Znanzc Zanac (2a2 — ap) + Z n(n — 1)aa"” Z n(n — 1)a,a"™ Ly

n=2 n=1 n=3 n=2

o o0

Z napx" — Z anz™ = (2a3 — ag) + Z [(m+2)(n+ 1)apt2 — (n+ Dnapt1 + (n — Day] 2",

n=1 n=1 n=1
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takze musime splnit rekurentné vztahy:

2a0 —ag = 0
(n+2)(n+ Dapso — (n+ )naps1 + (n—1a, = 0, ne{0,1,2,3,...}.
ku ktorym pristupuju poc¢iatoéné podmienky:
ap = 1, a; = 1.

Z prvého zo vztahov (45) mame, Ze az = 1/2 a dalej pomocou druhého dostéavame:

n—1 n

takze
1 1 1 1
a2_27 a3_6a CL4—24, a5_120a

Tieto ¢isla napovedaja, ze by mohla platit formula

ap = ne{0,1,2,3,...}

ma

a naozaj
n—1 1 n 1 1 1

A DAl ket e s

Takze rieSenie nasej ulohy je (s vyuzitim (34)):

2.24 Néjdite rieSenie diferencidlnej rovnice
2%y (x) +ay/(x) + (2 = Dy(z) =0

v tvare poten¢ného radu so stredom v bode 0.

Riegenie: Predpokladame teda rieSenie v tvare

o0
y(z) = Z anz™.
n=0

Dosadenim do Tavej strany zadanej rovnice mame

o0

(n+2)l"

(45)

o0 o0 o o0 o
z? E n(n — 1)an$”72 +x E na,z" ' + z? E anx” — E anx” = E n(n — 1apx" + E na,x" +
n=2 n=1 n=0 n=0

n=2

o oo o (o) oo o0
E anaxt? — g anx™ = —ag + E n(n —1)apz" + g na,z" + g anx"t? — E anx” =
n=0 n=0 n=2 n=2 n=0 n=2

> 00
—ap + Z [n(n —1)ay, + na, + an—2 — ay) 2" = —ap + Z [an(n2 —-1)+ an_g] "
n=2

n=2

T.j. mame systé vztahov pre koeficienty ay,:

ao:O

an(n2 -1 4+ap—o = 0,
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z ktorych vidime, 7ze v8etky péarne koeficienty st rovné nule, koeficient a; je Tubovolny a dalSie neparne

koeficienty vypocitame z:

1
an_—man_g, n:2k+1,k€{1,2,3}
Malou tpravou
—1 —1 ~1 ~1 —1 —1

a = 5 a2k—1 = agk—3 =
T k)21 T k12— 1 (2k—1)2—1 T 2k+1)2-1(2k—12-1(2k—3)2 -1

—1 ~1 —1 -1 -1
= al =

(2k+12—-1(2k—1)2—1(2k—3)2—1"""25-19—1 "'
-1 —1 -1 -1 -1 (—1)k2

(2k + 2)(2k) (2k)(2k — 2) 2k — 2)(2k —4)  6-44-2" 7 @k + 221"

Vyuzijtc este
(2k)1 = 2Kk
mame
(=D*
a = = —-ai.
LT kg (1)

Takze hladané rieSenie je
— (=" 2k+1
y<x):a1;22kk!(k+1)!x :

Graf tejto funkcie s vyberom a; = 1 je na obrazku 23.

0.75
0.5
0. 25

| V&VQV"A@“A‘”

-0.5

Obr. 23:

2.25 Néijdite rieSenie diferencidlnej rovnice
ktoré vyhovuje podiatoénym podmienkam

v tvare poten¢ného radu so stredom v bode 0.

RieSenie: Predpokladame teda, Ze rieSenie sa rozklada do radu
[o@)

y(z) = Z anz".
n=0
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Dosadenim do lavej strany rovnice méame

[o.¢] o0 oo
Z n(n — 1)az"™ 24 Zanx = 2a9 + Zn(n — Dapa" 2 + Zanwnﬂ =
n=0 n=3 n=0
2a3 + Z [(n+3)(n + 2)anss + an) ™.
n=0

Takze koeficienty a + n musia vyhovovat rekurentnym vztahom

a2:0

(n+3)(n+2)anys +an = 0,

ktoré, spolu s pociato¢nymi podmienkami, hovoria, Zze nenulové st len koeficienty:

1 1 1

:1 e —— e — —
“ M="003 643 M= T10.9-7-6-4-3

a rieSenie je ) ) )
4 7 10
— _ 46
y@) =2 R e 3 T 6.4.3% T (46)

Graf rieSenia je na obrazku 24.

-0.5¢

Obr. 24: Graf funkcie (46) pre kladné hodnoty jej argumentu.

2.26 Vyrieste v tvare poten¢ného radu diferencidlne rovnice spolu s pociatoénymi podmienkami:

a) y'(z) + 2xy' (x) + 2y(x) =0, y(0) = 0,5/(0) =2 b) (1 —2*)y"(x) —zy/(x) =0, y(0) =1,5/(0) =0
c) y"(x) + xy(z) = 0, y(0) = 1,5'(0) = y"(0) = 0 d) y"(x) + zy'(x) = 0, y(0) = 1,5'(0) = 4"(0) = 0
e) y'(x) + 2xy () + 2y(x) = 1+ 2%, y(0) =4/ (0) =0 f) (1—2*)y"(z) —ay'(z) = 2°, y(0) =y'(0) =0

2.27 Ktoré z nasledovného je/nie je pravda o funkecii (46):
® je parna
® je neparna
e nie je parna ani neparna

e je periodicka
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pre x < 0 je rastuca
pre z < 0 je konvexna
pre z < 0 je zdporna

plati:

xgr—noo y(x) -
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3 Ortogonalne systémy funkcii, Fourierove rady

3.1 Ortogonalny a ortonormalny systém funkcii na intervale, ortogonalnost systému
trigonometrickych funkcii

" mnozina funkcii ako linearny (vektorovy) priestor: mnozinav setkych funkcii definovanych a
po Castiach spojitych na intervale [a,b] tvori linearny (vektorovy) priestor, ked pod suétom vektorov

rozumieme bezny sucet funkcii:
(f +9)(x) = f(z) + g(x)

a pod skalarnym nasobkom funkcie rozumieme sucin realneho ¢isla (konstanty) a funkcie:
(Af)(x) = A- f(x).

4 skalarny sacin funkecii: skalarnym sucinom dvoch funkcii definovanych a po ¢astiach spojitych na

intervale [a, b] rozumieme

b
(f,g):/ f(z)g(z)dx.

"X definicia ortogonalneho systému funkcii: uvazujeme postupnost funkcii {f,,(z)}, definovanych a

po Castiach spojitych na intervale [a,b] a takych, Ze pre kazdé n je

b
/ (ful@))? dz 0.

Hovorime, Ze tento systém funkcii je ortogondlny ak
b
| @@z =0 i
a

"M ortonormalny systém funkeii: ortogonalny systém funkcit { f,,(z) },, na intervale [a, b] sa vola ortonor-

mdlny ak naviac plati pre kazdu z tychto funkcifi :

[ 5@ n@ar= [ Gt =1,

v "Vyroba" ortonorméalneho systému funkcif zo zadaného ortogonalneho systému: ak systém { f,,(z) }»

je ortogonalny na [a, b], tak potom systém funkcii

fi(z) fa(x) f3(x) fa()
VI (@) de /[P (R@)Pde /[0 (fs@)?de /f? (fu)? da

je ortonormalny.

PRI

v' Pozndmka: analogicky sa zavddzaju pojmi ortogondlny systém funkcii a ortonormélny systém
funkcii aj na nekone¢nom intervale, napriklad: (—oo,00) alebo [0,00) a pod. V takejto situacii
integrali vystupujice v definicidch musia existovat, ¢o je dodatofnd podmienka k podmienke
spojitosti po ¢astiach. (V pripade konetného uzavretého intervalu spojitost po Castiach funkcii f

a g zarucuje existenciu integralu f(f f(z)g(z)dz.)
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"4 ortogonalnost trigonometrického systému funkcii: uvazujeme systém funkcif

2 2
{1,sin (77737) , COS (FTx) ,sin (?) , COS <7lrac> ,sin <37lr:c> , COS (37;37) e } ) (47)

kde [ > 0 (2l je perioda spolo¢na v8etkym tymto funkciam). Tvrdime, Ze systém (47) je ortogonalny

na intervale [—1,].

v' Dokaz: v prvom rade vidime, Ze integral z kvadratu kazdej z uvedenych funkcii je kladny. Teraz
ukdZzeme priamim vypoctom, Ze integraly zo vSetkych zmieSanych sucinov funkcii tohoto systému

v intervale [—[,[] st naozaj nulové:

* nech k € N, potom:

l
k
/ sin (mc) dr =
I l

a

l
k
/ cos <7lr:c> dx =
-1

* teraz vyuzijeme stredoskolské formule:

kmx l

km

l

— =y, de = —dy| = / sin(y)dy = —— [cos(km) — cos(—km)] =
l km b km

kra ! Ik L .
- =Y dz = ]mdy’ o= /—k7r cos(y)dy = o= [sin(k7) — sin(—km)] =

cos(c + B) = cos(a) cos(8) — sin(a) sin(8), cos(a — B) = cos(a) cos(8) + sin(a) sin(8),
ktoré ked scitame resp. odtitame dostaneme

cos(a) cos(8) = 3 [cos(a+ B) + cos(a — )]

sin(a) sin(8) = % fcos(a — B) — cos(a+ B)] .

Nech teraz i # j s prirodzené &sla, potom s pomocou tychto formul dostavame nasledovné

dve identity:

(5 (1. (1) e (8205

;{(i—lj)w81n<(i_;)ﬂx>_z+g sn (15 )] -

("5
[ o (5o (57 0= [ (( 1) 4o (6050 o -

[ () e ()] o

x a pomocou dalsich jednoduchych vzorcekov:
sin(a + 3) = sin(a) cos(B) + cos(a) sin(f), sin(a — B) = sin(a) cos(B) — cos(a) sin(f)

mame, ze

sin(«) cos(B) = % [sin(a + B) + sin(a — B)] .
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Preto pre i # j dve prirodzené ¢isla méame

/_ll sin <”;x> cos <.77lm‘> dz = ;/_ll [Sin <(Z+;)m> + sin (W)] Ao —

; [‘ (i +lj>7r <<i +zj m) G —lm <(_zj)m>] l_l -

V pripade 7 = j, ¢ prirodzené ¢islo, méme este jednoduchsie

/lsin @ cos @ d:c—l/l sin 2ima dx—l_—l cos 2ira )| =0
_ l l 2/ I C 22w l o

Tym zakoncujeme doékaz ortogondlnosti trigonometrického systému funkcii. [

3.1 Najdite koeficienty «, 3,7, d,n,w tak aby systém funkcii
{e™ e (x +a),e " (2* + B +7),e (2% + 62 + nz + w) }

bol ortogonélny na [0, 00). Potom ziskany ortogonéalny systém prerobte na ortonormélny.
Riesenie: Podmienka ortogonality znamené, Ze integral (od 0 do 0o) zo stac¢inu kazdych dvoch réoznych funkcii

zadaného systému je nula - to da isté podmienky na koeficienty «, 8,7, d, n, w. Pocitajme:

o0 1
/ e’xe*‘”(m’—l—a)dx:--‘:1(1+2a):0
0 X
e e (2 4 Br+y)de = = Z(l +54+27)=0
e 1
e e (2 + 0t +pr tw)de = - = §(3—|—26+277+4w) =0

1

e (x4 a)e ™ (2* + B 4 v)dx = - S

[B+26+42y+2a(l4+8+27) =0

1
8

oo

e % (x + a)e (2?4 62 + nz 4 w)dr = - 30 +2(3+n+w)+ a(3+20+2n+4w)] =0

o)

e (2?4 Br+)e (2P + ot +nr+w)dr = =

N%c\gc\c\

BB +y+204+n)+ 2w+ 270 +n+2w) + B(30 + 6 + 21 + 2w)] = 0.

o =

Z prvej druhej a stvrtej rovnice vypocitame jednoducho ¢isla a, 5 a 7 s vysledkom:

1
o= — b =-2 ’y:§.

2

Zvy$né tri rovnice sa upravia na sastavu linedrnych rovnic

204+2n+4w = -3
30+2n4+2w = —6
60 +3n+2w = -—15,
ktorej rieSenie je
9 9 3
5 = — — = — = ——,
2 T3 YT
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Takze nas§ ortogonalny systém funkcii je

1 1 9 9 3
T T T 2 T 3 2
- - _2 - - - - - .
{6 ,€ <3} 2),6 <(L’ (IZ+2>,€ <IL’ 23} +2{L’ )}

Teraz tento systém nanormujeme podla predpisu:

Kedze:

tak hTadany ortonormalny systém funkcii je

1 1
{\/ie_x, 2v/2e™" (x — 2) ,2v/2e7" <£U2 —2x + ) , 4\3/56_30 <x3 — g:pQ + g:p — i) } . (48)

Funkcie sustému (48) st zobrazené na obrazku 25.

1,

0.5
W 4 5 3|

-0.5¢

-1

Obr. 25:

3.2 Prerobte ortogonélny trigonometricky systém (47) na ortonormalny.
3.3 N4ajdite cisla a, 8, tak aby systém funkcii:
{l,x—l—a,xQ —l—ﬁaz—l—'y}
bol ortogonélny na intervale [—1,1]. Potom ziskany ortogonalny systém prerobte na ortonormalny.
3.4 Najdite ¢isla «, 8,7, 0 tak aby systém funkcii:
{1,x+a,x2 +B:1:+’y}

bol ortogonélny na intervale [0, 1]. Potom ziskany ortogonalny systém prerobte na ortonormalny.
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3.2 Gramm-Schmidt ortogonalizicia

" priemet jedného vektora do smeru druhého vektora: majme dva nenulové vektory u a v a medzi
nimi skalarny sacéin (u,v). Uloha znie: najst priemet vektora v do smeru vektora u. Smer vektora u je

urceny jednotkovym vektorom
U u

wuw Il

kde sme oznagili dlzku (velkost) vektora (u): |Ju|| = \/(u,u). Ak « je uhol medzi vektormi u a v (ten

isty uhol je samozrejme aj medzi vektormi n, a v), tak potom

Ny =

(nu, v) = [[nul] [[v]] cos(@) = [|v] cos(a).

Preto priemet v)| vektora v do smeru vektora u je dany vztahom:

U u
V)| = (1w, V)Ny = (U,U)W = (u,v) w0 (49)
Vektor v mozno rozlozit na sicet: jeho priemetu do smeru u a zlozky kolmej na u
V=0 + VL,
kde v| je dané vztahom (49), takze
u
v =v— (u,v) (50)

(u, 1)

"M princip Gramm-Schmidt ortogonalizacie: majme n-linearne nezavislych vektorov {u;}? ; (& uz
prvkov R™ alebo funkcii) medzi ktorymi mame definovany skalarny sacin (u;,u;). Nasledovnym spo-
sobom, zaloZzenym na vztahu (50), sme schopny vyrobit zo zadanych vektorov uj, ug, . . . u, ortogonélne

vektory v, va, ... Un:

v = Ul
(01, uz) —
V2 = U2 —(V1,U2)——~
(v1,v1)
. B V1 V2
vs = us [(vl,ug)(vlavl) + (vg,ug)(v%w)
_ . U1 (%) U3
Ve = ug [(Ul,uél)(vhvl) + (vg,u4)( o 03) + (U3,U4)( 03]
k—1 o
Vg = up — Z(Uiauk)ﬁ
i1 Vs, Vg
n—1 vs
B = = Y (o) s
i=1 UZ? vZ
Samozrejme, teraz namiesto vektorov vy, vs, ... v, moézeme vziat vektory:

{ v v }
\/(Ubvl)’ \/("}271}2)7 ’ (Un,Un) 7

ktoré tvoria uz ortonorméalny systém.
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v' Pozndmka: ak zadany systém vektorov ui,...,u, nie je linedrne nezavisly, tak moézeme pouzit
Gramm-Schmidt ortogonalizaciu bezo zmeny, akurat niektoré z vektorov vy, ..., v, vyjda nulové

a z tych, samozrejme, nejde urobit vektory jednotkovej dizky!
3.5 Ortogonalizujte Gramm-Schmidtovou metédou vektory:
u; = (1,0,-1,1,1) uz = (0,0,—-2,1,1) us = (1,0,0,0,—1) ug = (0,1,2,-2,1).
Riegenie: podla ndvodu vyssie méame

v =(1,0,—-1,1,1)

1,0,-1,1,1
vy = (0,0,-2,1,1) — 4w =(~1,0,-1,0,0)
1,0,-1,1,1 -1,0,-1,0,0
032(1,0,0,0,_1>—0(”4”)—<—1)< 5 L= /2.0,-1/2.0,-1)
1,0,-1,1,1 -1,0,-1,0,0 1/2,0,-1/2,0,-1
w= (012, -21) - (-3 B0 ) ELOCLOO ) (2022021

2

1
— (9,12, -5, —15,5).
12(77 ) 7)

3.6 Ortogonalizujte Gramm-Schmidtovou metédou funkcie:
fo(l') = 17 fl(x) =, fQ(x) = xzv f3(l’) = x37 f4(1’) - IL‘4, f5(.1') - 1.5

definované na intervale [0, 1].
Riesenie: zna¢me ortogonalne funkcie, ktoré sa budeme snazit vypoéitat, ako go, g1, g2, 93, g4. PodTa Gramm-

Schmidtovej metody - s vyuZzitim toho, Ze skalarny sacin funkcie F' s funkciou G je

(F,G) = /O ~ F(2)G(x)da,

mame postupne:

Teraz
1
(90, 90) = /0 ldz =1,
1 1
(f1,90) = /0 zdr = >
Takze ( ) .
o . 1,90 T
91(z) = h(@) (90, 90) olz) == 2’

V dalsom kroku méame:



(f2, 90) (f2,91) _ 2 1 LY o 1
(90,90 %" ™ G = < > 6

g2(x) = fa(z) —

Treti krok:

To znamena, Ze

_ (f3,90) (f3,91) (f3,92) B 1 9 1\ 3 1\
9@ = Jo() = @) = G g @ T (g 2D =T 171 (x - 2) 2 <x2 o 6) -
xd — S’ 4 §£L‘ — L

2 9 20

No a v stvrtom kroku budeme potrebovat hodnoty:

1 2
3 3 1 1
3 2
— _2 e ) dp = —
! 1
(f4790):/ ‘T4d$:gv
0
1
1 1 1 1
4
= —ldg== - — = —_
(f4vgl) /OI <'5C 2> x 6 10 157
1
1 1
4 2
— _ Nde = —
(f1,92) /om <$ $+6> T =165

1
3, 3 1 1
4 3 2
- _2 Y~ \dr =
(/4,95) /0 v <x TR 20) * 7 14007

podla ktorych méame

(f1,90) (x)_(f4,91) (m)_(f4,92) (z (f1,93) (z) =

94(x) = fa(z) — 90 91 g2(w) — 3
(90, 90) (91, 91) (92, 92) (93,93)
1 4 1 12 1 3 3 1 9 2 1
4 2 3 2 4 3 2
(=) (P )2 (P -2 S ) =t 2 S - S
T 55 <:r 2> 7 <x T+ 6> <:U 21’ + 533 20) T z° + 733 7x+ 70
Tym sme nasli ortogonalne polynémi gy, ..., g4, aby sme ich mohli normalizovat dopocitame eSte

1 2
9 2 1 1
4 3 2
(94, 94) /0 <x x° + R + 70) T = 100

Takze systém polynémov:
1 1 3 3 1 9 2 1
{1, 2\/3(1‘—2), 6\@(1:2—3:4—6), 2O\ﬁ<x3—2x2+5$—%>, 210 <x4—2x3+7x2—7x+70>}

je ortonormalny na [0, 1]. Grafy funkcii zo systému (51) st na obrazku 26.
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Obr. 26:

3.7 Ortogonalizujte Gramm-Schmidtovou metédou funkcie:

folz) = €72, filx) =e 2a, foz) = e 227 f3(x) = e 22°, fy(x) =e 22"

definované na intervale [0, 00).
Riesenie: ozna¢me ortogonalne funkcie, ktoré sa budeme snazit vypocitat, ako go, g1, - .-, g4. Podla Gramm-

Schmidtovej metody - s vyuZitim toho, Ze skalarny sacin funkcie F' s funkciou G je

(F,G) = /000 F(z)G(x)d,

mame postupne:7

(90, 90) = /Ooo e fdr =1,
(go,fn:/OOOe Cpdz = 1,
takze
g1(2) = fular) - g;gg; o(@) = e Fr—eF —eF(z—1)

Dalej budeme potrebovat hodnoty:
o o

(91,91) = / e ¥ (x— 1)2dx = / e_gc(av2 —2z+1)de=2-2+4+1=1,
0 0

(90, f2) = / e Tz?dx = 2,
0 .

(91, fo) :/ e_m(x—l)xde:/ e % (z® —2)dr =6 — 2 =4,
0 0

pomocou ktorych (a predchédzajicich) méme

(f2,90) (f2,91)
(90, 90) (91,91)

VIS
SIE

g2(x) = fa(x) - go(x) — -

—

2 T x
J:Q—Ie e 2(x—1)=e 2(2® — 4z + 2).

gi(z) =€~

Tpri tychto vypoctoch je uzitocné si uvedomit, %e pre kazdé prirodzené &slo ¢ plati jednoducha formulka

/ e “zldxr =q! .
0
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Dalej pomocou:

8

(f3,90) = / “Tg3dx = 6,
0

(f3,91) /OOO (x —1)dz = 24 — 6 = 18,
(f3,92) = /OOO (2% — 4z + 2)dx = 36,
(92, 92) /OOO (2% —da 4+ 2)%dr =4
mame
g3(2) = fu(w) — F290) oy g0 oy g2 oy 2 [2% — 6 — 18(z — 1) — 9(a® — 4z + 2)] =

90 g1 2
(90, 90) (91,91) (92, 92)

e 3 (acS — 922 + 18z — 6) .

No a nakoniec eSte:

(f1,90) = /0 h e Trtdr = 24,
(f1,91) = /Ooo e Tzt (x — 1)dz = 96,
(f1,92) = /OOO e %xt(2? — 4z 4 2)dz = 288,
(f1,93) = /Ooo e "zt (23 — 92 + 18z — 6)dx = 576,
(93,93) = /Ooo e (23 — 922 + 18z — 6)*dx = 36,
takze
) = ) = (i)~ )~ G )~ st =

e 2 2% — 24— 96(x — 1) — 72(2% — 4z + 2) — 16(2® — 922 + 182 — 6)] = e~ 2 [2" — 162% + 7227 — 962 + 24] .

TakZze sme vykonali ortogonalizéciu zadaného systému funkcii najdenim funkcii go, g1, 92,93, 94. Ak eSte

vypocitame
oo
(94, 94) = / e % (xt — 1623 + 7227 — 962 + 24)d = 576,
0
tak moézeme normovat ortogonélne funkcie go, ..., g4 a dostdvame ortonormdlny systém:
s _w 1 = 1 _as 1 =
{6_2,6_2(:1; - 1), 56_5(.%2 — 4z +2), 66_5(3:3 — 92% 4 18z — 6), ﬂe_f(ﬂc4 — 1623 + 7222 — 96 + 24)} .
(52)
Funkcie tohoto systému st zobrazené na obrézku 27.
3.8 Najdite priemet vektora v = (1,1, —1,0,1) do smeru vektora u = (0,2,0, 1,2).
3.9 Najdite rozklad vektora v = (1,1,0,—1,2) na vektor kolmy a vektor rovnobeiny s vektorom u =

(2,-1,1,0,-2).
3.10 Ortogonalizujte Gramm-Schmidtovou metédou polynémi

fo(fL‘) =1, fl(x) =, fg(l‘) = $2a fg(l‘) = x?,’ f4(aj) = lA? f5(l') =

definované na intervale [—1,1].
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Obr. 27: Grafy funkcii systému (52) - tieto funkcie si (a# na faktor e=*/2) tzv. Laguerreove polynomy.
Vyjadrujui sa cez ne, napriklad, radidlne ¢asti vlnovych funkcii staciondrnych stavov elektronu v atéme vodika.
Tieto funkcie sa podobaju na tie, ktoré sme skumali v predchadzajucom odstavci a ktoré si zobrazené na
grafe 25.

3.3 Fourierov rad

"X definicia fourierovych koeficientov: uvazujme funkciu f definovana na intervale [—I,1] (I > 0),

ktord mé po c¢astiach spojita prvi deriviciu. Fourierovymi koeficientami tejto funkcie sa nazyvaju ¢isla

l
w =7/ f@)da,

1 l
an, = l/_lf(x)cos<nl7m>d:n,n:1,2,3,...

1 l
by = l/ f(x)sin(nlﬂ>d:r, n=123,... . (53)
1
v’ (Désledok Riemannovej lemmy): plati, ze
lim a, =0 lim b, =0

v Fourierove koeficienty parnej a neparnej funkcie: nech funkcia f je

* parna, potom
YvneN: b,=0

* neparna, potom

VneNyg: a,=0.

" definicia fourierovho radu: fourierovym radom funkcie f (zavedenej vyssie) sa nazyva (funkcionélny)

% + g [an cos (Zﬂ) + b, sin (?)} . (54)

" bodova konvergencia fourierovho radu: fourierov rad (54) funkcie (s po ¢astiach spojitou prvou

rad:

derivaciou v intervale [—[,1]) konverguje v kazdom bode intervalu [—I,1] a pre jeho sucet plati:

v ak f je spojita v xo € [—1,1], tak

3 3 s (52 i (152 - st @
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v ak f ma v zp bod nespojitosti (len prvého druhu) tak

% 13 ancos (P72 4 by sin ("770)] — Lz £ O ~ S0 Z0) (56)

n=1

kde vyznam pouzitich symbolov je:

f(xo+0) = lim f(z),
f(@o—=0) = lim f(z).

% samozrejme, vztah (55) je Speciadlnym pripadom vztahu (56).

"M minimalna vlastnost fourierovych koeficientov: uvazujme tzv. trigonometrickiyj polyném stupia

N:
Tn(x) = % + Z [oan cos (nlﬂ> + By sin <mlra;)} (57)
n=1

a funkciu (zase definovani na intervale [—1, [] s po ¢astiach spojitou prvou derivaciou) f. Cisla ag, a1, o, .. ., an, B1,

st Tubovolné. Zavedme stredni kvadraticki odchylku funkcie f od trigonometrického polynomu (57)

vztahom l

A (1Tv) = 7 [ @) = Ty da. (5%)
Toto A% (f, Ty) ma zmysel beznej vzdialenosti. Je isto zaujimavé sa pytat pre aky vyber &isel
g, 1,02, ..., N, b1, B2, ..., BN je tato vzdialenost minimélna. Odpoved je: prave vtedy ked ¢Eisla
g, 1,2, ...,anN, B, B2, ..., BN st zhodné s fourierovymi koeficientami (53) ag, a1, ag, ...,an, b1, b2, ..., by
funkcie f.

Tuto vlastnost Fourierovych koeficientov aj dokdzeme. Uvazujme funkciu A? tak ako je uvedena
vyssie. Mame dokéazat, Ze nadobuda minimum vtedy a len vtedy ked koeficienty «g, ..., B, si rovné
Fourierovym koeficientom funkcie f. Nutnou podmienkou na extrém diferencovatelnej funkcie je, ze
vietky jej parcidlne derivicie st rovné nule (funkcia ma v bode extrému nulovy gradient). Vypocitame

vzorovo jednu konkrétnu derivéciu:

ON? 2

(%q:—l/_ll[f(x)—TN(x)]cos(ﬂlw {/ () cos ( )dx—/_llTN(x)cos(Tlm) dx}:

2
—7 {la1 —lal} =0 = a1a7.

Rovnako samozrejme ukazeme, Ze:

ap = ag, - - -, fn = bn.

Treba este ukazat, 7e v najdenom bode sa dosahuje minimum funkcie A2. To Tahko zistime, na zaklade

toho, ze:
82A2 82A2 82A2
—F >0 0
> 0, > 0, 97

2 2
Oag Oa;

>0, i=1,23,....n,

a zmiesané parcidlne derivacie (vietky) funkcie A? st nulové (zase kvoli ortogonalnosti trigonometrick-

¢ho systému funkcii).
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I Parsevalova identita: medzi funkciou f a jej fourierovymi koeficientami 53 plati nasledovny zauji-

mavy vztah:

1/ 2 @% - 2 2
l/_lf(x)dx=2+;l[an+bn]. (59)
3.11 Najdite rozvoj funkcie
[ 0 pre ze€[-m0)
flz) = { 1 pre xz¢€][0,7] (60)

do Fourierovho radu.

Riegenie: podla (53) vypocitame Fourierove koeficienty zadanej funkcie. V nagom pripade je [ = 7 a teda:®

1 s
ag = / 1d1‘=1,
™ Jo

1 s
anp = / cos (nz)dx = 0,
T Jo
1 [ . 1 11—-(=1)"
b, = 77/0 sin (nz) dx = e (D)™ —=1] = = (n )
Takze Fourierov rad zadanej funkcie je
1 1—(-1)" 1 2 X sinf(2k + 1)z
- 4+ = 61
2+; — sin(nz) = 2+7Tk20 k1 (61)

Pre nazornost niekolko ¢astoénych suétov tohoto radu je zobrazenych na obrazku 28.

1 AN 1
0.8 0.8
0.6 0.6
0.4 0.4
0.2
YT s T T s

Obr. 28: VIavo: 6-ty ¢iasto¢ny stucet radu (61) (6-ty v zmysle sumac¢ného indexu k), v pravo: 12-ty ¢iastoény
stcet v porovnani so su¢tom celého radu, t.j. funkciou (60).

Vysledky, ktoré sme tymto ziskali mozeme eSte pouzit aj nasledovne: napiSeme si Parsevalovu identitu

(59) v nasom pripade

alebo inak

¢o je celkom zaujimava sumacnd formulka.

8vo vypolte vyuZzijeme to, ze pre prirodzené &islo n plati

cos(nm) = (—1)".
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3.12 Najdite rozklad funkcie
fx)=1-2% =xe€[-1,1] (62)

do Fourierovho radu.
Riesenie: v tomto pripade méame [ = 1 a podla (53) mame Fourierove koeficienty (funkcia je parna, preto

vietky by, st nulové!)

! 4
apg = / (1—2H)dr = -,
. 3

1 1 , 4 (C1)"
an = /_1(1 — %) cos(nmx)dr = 2/0 (1 —2*)cos(nrz)der = --- = S
Takze Fourierov rad funkcie (62) je
2 4 (=)
372 Z 3 cos(nmx). (63)

Pre nazornost na obrazku 29 sme zobrazili dva ¢iastocné sucty radu (63).

-1 -0.5 0.5 1 -1 -0.5 0.5 1

Obr. 29: VTavo: 1-vy Glastoény siucet radu (63), v pravo: 4-ty ¢lastocny stucet v porovnani so su¢tom celého
radu, t.j. funkciou (62). Rychlost konvergencie tohoto radu je "tchvatnd" .

Aplikiciou Parsevalovej identity (59) v tejto situdcii dostaneme dalSiu zaujimavu sumacna formulku,

1 o 4 o
8§ 16 1 s 1
l—aPdr=c 4=y s =y
/_1( =) 9+7T4n:1n4 90 ot

menovite

3.13 N4ajdite rozklad funkcie:

2z+1) =z €[-1,-1/2)
flz)=4 1 z €[-1/2,1/2] (64)
2(—z+1) = €(1/2,1]
do Fourierovho radu.
RieSenie: v tomto pripade je [ = 1, dalej funkcia je parna a preto b, = 0 a:
—-1/2 1/2 1 3
- / 2(:c—|—1)dx+/ 1d:v+/ 21— )dz = °,
1 —1/2 1/2 2

~1/2 1/2 1
anp = / 2(z + 1) cos(nmx)dz + / cos(nmx)dx + 2(1 — x) cos(nmx)dx =
~1/2 1/2
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Takze Fourierov rad uvazovanej funkcie je

3 + 4 i [cos (%) — cos(mr)] cos(nmx). (65)

4 n2q?
n=1

Porovnanie ¢iasto¢nych suc¢tov tohoto radu s funkciou (64) je na obrazku 30.

J=y \ [ \
0.8 0.8
0.6 0.6
0.4 0.4
0.2 0.2
= il -0.5 0.5 1 =l -0.5 0.5 1

Obr. 30: Druhy ¢iastoény sucet (vlavo) a Siesty ¢iastoény sucet radu (65) v porovnani s funkciou (64).

3.14 Néajdite rozvoj neparneho predizenia funkcie:

fl)=2(1—-=2), zcl0,1] (66)
na interval [—1, 1] do Fourierovho radu.
RieSenie: jednd sa o rozvoj neparnej funkcie, preto: a; =0, ¢ =0,1,...,n a sinusové koeficienty su:
2 1 : 4 n
by, = 1/, z(1 — ) sin(nrx)dr = ﬁ(l —(=1)™).

Vzhl'adom na spojitost neparneho prediZenia uvedenej funkcie mame teda:

4 K- (=) 8 = sin((2k + 1)7x)
z(l—2x)= 3 Z 5 sin(nmz) =3 Z Ok 1 1) , Vo e [-1,1]. (67)
k=0

Rozdiel medzi funkciou (66) a 10-tim ¢iastoénym saétom radu (67) je zndzorneny na grafe 31.

0. 0001

0. 000075
0. 00005
0. 000025
- 0. 000025
- 0. 00005

Obr. 31:
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3.15 Najdite rozvoj funkcie:

1
fla)=(1—a*)(2*+ 16 (68)

do Fourierovho radu v intervale [—1, 1].

Riesenie: jedna sa zjavne o funkciu parnu a preto vSetky sinusové koeficienty (b,,) st rovné nule. Mame:

ay = 2/1(1—x2)($2+1)dx7
LR 167 20’

(192 — 17n27?)

= 1 — 22)(2? 1cosmrac x=(-1)"
o = 2 [ (=) + ) cosuma)da = (-1)

8rint
Takze, vzhladom na spojitost funkcie (68) plati v intervale [—1, 1] rovnost:
1 T (192 — 17n%7?)
2\(,.2 _
(1 —2%) (2 + 5) =T n:1(—1)” e cos(nmx). (69)

Porovnanie funkcie (68) a niektorych ¢iasto¢nych suctov jej fourierovho radu (pravé strana (69) je na sérii

grafov 32.

0.5 1

-1 0.5 0.5 1

Obr. 32: Funkcia (68) a (zlava hore doprava a dole) 1-,2- 3- a 4-ty ¢iasto¢ny suset jej fourierovho radu (69).
Vidimeze k spravnemu popisaniu priebehu funkcie pri krajnych bodoch +1 treba viac ¢lenov radu.

3.16 Rozlozte funkciu

#(z) = sin?(z)
do Fourierovho rada v intervale: (a) [—m, 7|; (b) [=37,37]; (¢) [-7/2,7/2]; (d) [-7/4,7/4].
Riesenie: ujasnime si, ze plati: -

sin?(x) = 575 cos(2z).

Preto mame:
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(a) v intervale [—7, 7] o¢akavame rad (jedné sa o parnu funkciu preto sinusové koeficienty su nulové!):

a o0

0

5 + E ap cos(nx).
n=1

Takze vidime, Ze nenulové su prave koeficienty:

1 1
ap=1, ag = —=.
0 2 2
(b) v intervale [—3m, 37| oCakivame rad:

a > nx

0
o + Zancos (?) .
n=1
Takze vidime, Ze nenulové su prave koeficienty:

aozl, CL6:—§.

(c) v intervale [—7/2,7/2] o¢akavame rad:

ao

[e.e]
5 + Z an cos (2nx) .

n=1

Takze vidime, ze nenulové s prave koeficienty:
ag = 1, a] = —5

(d) v intervale [—7/4, 7/4] otakavame rad:

o0

ao

5 + 2:1 an cos (4nx) .
-

Takze vidime, ze nas rozklad funkcie sin?(z) sa na tento rad previest neda - musime sa vratit k

integralnym vzorcom a vypocitat Fourierove koeficienty vSeobecnou metoédou:

3 | oo

g [/ 8 (1 1
an = 7T/0 sin?(z) cos(nx)dx = - <2n sin (%) + 5 08 (T)) , n=1,3,4,5,....

Vidime teda, Ze nekone¢ne vela Fourierovych koeficientov je nenulovych.

3.17 Rozlozte v intervale z € [—m, w| do Fourierovho radu funkciu:

f(z) = cos(wx), (70)
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kde w je redlny parameter.

Riesenie: jednd sa o parnu funkciu, preto sinusové koeficienty sa nuly a:

2 [T i
ay = / cos(wz)dx = 2s1n(7rw)7
7 Jo w
2 [T 1 (7
anp = / cos(wz) cos(nx)dxr = / {cos[(n + w)z] 4 cos|[(w — n)z|}dz =
T Jo T Jo
1 (sin(rw + nm) n sin(mw —nm)\  2(—1)" wsin(rw)
m w4n w—n o w?2—n?’
TakZe mame, Ze pre x € [—m, 7| plati rovnost:
sin(mw) = 2(—1)" wsin(mw)
= . 71
cos(w) 5 + ; 2 cos(nx) (71)

Tuto rovnost - Fourierov rad funkcie 70 - mozno upravit nasledovnym velmi zaujimavym spésobom:

2w sin(mw) [ 1 cos(a) cos(2z)  cos(3w) cos(dr) }

COS((U.’L‘) - 202 12 — 2 22 _ )2 32 — 2 42 — 2 e

s

Podelenim oboch stran funkciou sin(7w) méame:

cot(wz) =

2w [ 1 cos(x)  cos(2x) n cos(3z)  cos(4x) n
T |2w? 12 —w? 22?32 —w? 422 T
Finélne poslednt rovnost vycislime v bode x = 7 a dostéva tzv. rozklad funkcie kotangens na parcidlne

zlomky:

T |w n2 — w?
n=1

cot(mw) = - [1 = 2“’] . (72)

Pripadne moézeme eSte vykonat nasledovi substituciu:

Z=Tw
a mame:
TSP (73)
cot(z) = = — —_
z m2n? — 22

Defini¢nym oborom tohoto vztahu je zjavne mnozina:
R\ {0, 7, £27, 37, ... }.

Vztah (73) mozno pouzit na rézne zaujimavosti. Jednu si ukdzeme. Vztah zderivujeme - rad derivujeme ¢len

po ¢lene, ¢o ide urobit v kazdom z kde je stcet definovany. Dostavame:

1 1 2. n?n? 4 22
) :*72*22 2 _ 22"
sin®(z) z (nm? — 22)

n=1

Teraz pouzijeme kratky vztah:

n2n? 4 22 1 1

(nm2 —22)2 (24 nm)? + (z —nm)?’

a mame findne (po zmene znamienka v celej rovnici):

1 > 1 1 > 1
R N e 2 T i

n=1 _
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3.18 Rozvinte do Fourierovho radu v intervale [—m, 7] funkciu

f(z) = zsin(z). (75)
Riegenie: funkcia (75) je parna a preto vSetky sinusové koeficienty sa nulové a
2 K
ag = / zsin(z)dr = 2,
T Jo
2 [T 1
ap = — [ xsin(z)cos(z)dr = —=,
™ Jo 2
2 [T 2(—1)"t!
ap = 7T/0 xsin(z) cos(nx)dz = (anl
Takze pre kazdé x € [—m, ] plati rovnost:
1 o 2(—1)nt!
xzsin(z) =1-— 3 cos(z) + Z (112—)1 cos(nz). (76)

n=2

ZapiSeme pre tento pripad Parsevalovu identitu:

2 [T 5 212 — 3 - 4

s

Predchadzajucu rovnost este prepiSeme do tvaru:

3.19 Najdite rozvoj zadanych funkcii do ich Fourierovych radov. Zapiste v zadanych pripadoch Parsevalovu

identitu.
a) f(x) =z, x € [-m, 7] b) f(z) =23, € [-1,1] ¢) flx)=lz|, z € [-1,1]

d) f(z) = cos?*(z),x € [-m, 7] e) f(x) =cos*(zx),x € [-7/2,7/2] f) f(x) =¢", x€[~1,1]

3.4 Fourierove rady - komplexna forma

" eulerove vzorce: pre kazdé realne (komplexné) ¢islo x plati:

1T —ix 1T —IT
cos(z) = % sin(z) = % (77)
alebo aj inverzné vztahy:
' = cos(x) + i sin(z) e = cos(x) — isin(z). (78)

"M komplexna forma fourierovho radu: uvazujme funkciu f definovanu na intervale [, [], komplexnou

formou jej fourierovho radu sa nazyva rad

Z e T (79)

k=—o00

kde ¢isla ¢, su

1 t _ikmx
ck = / flx)e” T da. (80)
21 )
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v’ Zdvovodnenie vztahu (80): je zaloZené na Eulerovych vztahoch a na formule pre Fourierove koe-

ficienty (53) funkcie f. TotiZ mame rozvoj f do jej Fourierovho radu:

n7rT - NTT s NTT S NTT

—|— Z [ancos< ) + by, sin (nﬁg:)] —|— Z
ao - (42 bp, PRus:s Gnp bn _jnnT _jkmz
54—2 5 iy e I+ 7—1—@5 e —00+Z[Ck6 U tege ’],

n=1

takZze pre k > 0 mame:

! !
o = 11 f(a:)dle f(z)elda

an by 1 ¢ krx o krx _ikre
C = ? — 7/5 = j . f(:c) |:COS (l) — 781N <l>:| } dox = / f 1o dx

an, by 1 ! kmx o kmx ikmx
S ?—i-z? = 2l{/lf(:c) {cos (l) + isin <l>]}d$: 2l/lf(:n)e T de

3.20 Najdite rozvoj funkcie:

flz) =z, € [-mmn]
do komplexnej formy Fourierovho radu v intervale [—, 7].
Riegenie: V naSom pripade je | = 7 a podla (80) mame
1 ™
o= — xzdr =0
2 J_,
a pre k # 0:
1 (7 , 1 1 , 1 i
Ck xe_’kxd:v - —_*.1‘6_“%‘ + ‘/e—zk’x _
ik ik

27 J_, 27 e

1 —ikm ’ikﬂ:| 1 1 2 |: fik‘:r} r=n _
ik [7”3 tme 77 B N

1 L P R T DALY
Z,kcos(lmr)—i—%ﬂ{:2 [e e ]— zk( )Y = —(=1)".

3.21 Rozlozte do Fourierovho radu v intervale [—m, 7] (do komplexnej formy) funkciu:
f(z) = sin®(x). (81)

Riesenie: vyuzijeme priamo Eulerove vzorce a dostaneme Fourierove koeficienty uvedenj funkcie bez vypoctu

integralov:
i —iz\ 3
sin®(z) = <H> _ —é(em _ 3¢ 4 3¢ _ o Bim) (82)
Ked toto porovname so vSeobecnou formou:
[e.e]
sind(z) = Z cpe’e,
k=—00
tak vidime, Ze nenulové si len koeficienty:
1 3 3 1
C_3:§ C_1:—§ Cl:g ng—g.
Malou tpravou vztahu (82) dostaneme rychle aj realnu formu Fourierovho radu, menovite:

1
sin®(z) = Zsin(m) 1 sin(3z).
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3.5 Vlastné vektory a vlastné Cisla samozdruzenych matic

V tomto kratkom paragrafe uvedieme skuto¢nosti, ktoré davaji do suvisu predchadzajuci text o ortogonal-
nych rozvojoch s tlohami o vlastnych vektoroch samozdruzenych matic. Budeme uvazovat, ze méame vek-
torovy priestor C" - usporiadané n-tice komplexnych ¢isel. V tomto méame skalarny sucin, ktory vyhovuje

podmienkam (u,v,w su vektory, A je komplexné ¢islo, \* znamena komplexné zdruzenie &isla A):
(u,v) = (v, u)" (u, v+ Aw) = (u,v) + A(u, w).

Tieto dve vlastnosti spolu davaju, ze
(Au,v) = A (u,v).

Slovne sa hovori, Ze skalarny sacin je
e linedrny v druhom argumente
e antilinearny v prvom argumente’
Nech teraz mame komplexni maticu H typu n X n, ktord je samozdruzena, t.j. plati
(H')* = H.

Posledna rovnost sa ¢asto zapisuje v tvare
H' = H.

Samozdruzenost matice H znamend to isté ako, ze pre kazdé 2 vektory w, v plati
(u, Hv) = (Hu,v).
Postavme teraz ulohu na vlastné ¢isla (€) a vlastné vektory (v) matice H:
Hv = ev.
Ukézeme, ze platia 2 podstatné tvrdenia o vlastnych ¢islach a vlastnych vektoroch matice H:
v’ vlastné ¢isla matice H sa realne
v vlastné vektory matice H tvoria ortogonalnu bazu v C"

Obe tieto tvrdenia sa Tahko doké&Zu: zatneme s prvym. Nech teda e je vlastné &islo matice H. DokaZzeme,
ze plati € = €*, ¢o je to, Co potrebujeme. Nech vlastnym vektorom zodpovedajucim vlastnému &islu € je v.

Potom méme

€*(v,v) = (ev,v) = (Hv,v) = (v, Hv) = (v,ev) = €¢(v,v) = € =¢
Nech teraz platia rovnosti
H’Ul = €1V1 HUQ = €212

a €1 # eg. Poc¢itame podobne ako vysSie (s vyuzitim toho, Ze Cisla €1, €g su redlne):

€1(v1,v2) = (e1v1,v2) = (Hvy,v2) = (v1, Hvg) = (v1, €2v2) = €2(v1,v2) = (€1 — €2)(v1,v2) = 0.

9y casti literatiry sa to zavadza naopak - ale to je len vec oznacenia
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Ale ked7e predpokladame, 7e €1 # €9, tak z poslednej rovnosti mame, ze
(’Ula UQ) = 07

¢o prave znamend, ze vektory vy a vy st vzajomne ortogonélne. Teraz ak je pravda, ze matica H ma vSetky
vlastné &isla (ktorych je m) navzajom rozne (hovorime, Ze vlastné &isla st nedegenerované) tak prislusné
vlastné vektory musia podla predchadzajaceho byt linearne nezavislé a su teda bazou v C™. Co ale v pripade,
ze matica H mé degenerované (viacnasobné) vlastné &isla? No v tedy ale z definicie st vlastné vektory
zopovedajice jednomu a tomu istému vlastnému ¢islu linedrne nezévislé - a teda podl'a Gramm-Schidtovho
algoritmu mo6zu byt ortogonalizované - tym sa vraciame k predchadzajicemu pripadu.

Kazdy vektor U € C" teda vieme (ortogondalne) rozlozit do bazy vlastnych vektorov matice H:

i=1

—~

Vi, U)

,Uivvi)

V;.

—~

3.22 N4ajdite vlatné ¢isla a vlastné vektory samozdruzenej matice
0 1
H = . .
RieSenie: zapiSme podmmienku na vlastné ¢isla a vektory v tvare
Hv=XM = (H—-Xv=0.

Teda méame riesit homogénnu stustavu - ak chceme netrividlne riegenie, tak potom musi byt determinant

sastavy rovny nule - a to je prave podmienka na ¢isla A; v naSom pripade:

det<:;\ _Z/\>:)\2:1:0 = M =+1 A =1

K vlastnému ¢islu 1 méame teda vlastny vektor:

() G)-() - o
— 0 Y ] - =Y
vlz(_gzx), x # 0.

A pre vlastné ¢islo —1 analogicky dostavame:

(o) ()-2() = 23
—i 0 Y Y —ix = —y
U_1:<ii)’ x # 0.

Priamim vypocétom overime, Zze vektory v; a v_; st ozaj ortogonélne:

v tvare

a teda mame

(vi,v_1) =2" x4 (—iz)" - (iz) =2" -z —2" -z =0.
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3.6 Fourierov integral (transformaécia)

I definicia fourierovej transformacie: uvazujeme funkciu f definovanu a absolutne integrovatelna na

| i@,

—00

R - t.j. existuje integral

Takejto funkcii priradujeme jej Fourierovu transformaciu
. 1 oo .
fo) = o= [ s (83)
—0o0
" spidtna fourierova transformécia: plati rovnost:

1 < W
NF@JJWcM (34)

Y4 parsevalova identita:

[ it@par= [ iw)Pde. (85)

—0o0 —0o0
3.23 Vypocitajte Fourierovu transforméciu funkcie (h > 0):

e ={ o 2ol (36)

Riesenie: priamim vypoctom podla (83) mame

fr(w WAy = L 1 e v=h ! [e‘i“’h - 1] .

1 4 —iwT
= —-—— e —_— e
) h/ 27 /0 hvV2m —tw [ ]x:O hwv 21

N&jdime eSte kvadrat absolutnej hodnoty funkcie fh (tento udava, pokial si fj, predstavime ako nejaky signal,
jeho spektralnu hustotu)

. 2 1 Ciwoh o 1 iwh  —iwh 1
= — wh__ 1:| |:Zw —_— 1j| = [1 1 — e w } = —F5 5 o 1 - ==
fh(w)‘ 2mh2w? [e ¢ SET e ¢ wh2w? [1 = cos (wh)]

77]‘}],2(,4)2 S184 9 .

Funkcie (86) a kvadraty modulov ich Fourierovych transformacii si , pre niektoré vybery h, zobrazené na

obrazku 33.

3.24 Vypocitajte Fourierovu transformaciu funkcie (7" > 0):

i) = { 20 o T (87)

RieSenie: podla (83) méame

~

! ! —iwagy — L Tcos:U cos(wx) — isin(wz 3v—L Tcosxcoswx x =
friw) = o= [ cost@e e = 2= [ con(e) eos(e) — isinfun))do = —= [ cos(w) costur)da =

1 T - 1 Sin[l‘(l + w)] Sin[m(l _ w)] =T
W2 /_T {cos[z(1 4+ w)] + cos[z(1l — w)]} dz = Ner- [ 4 o - ]

1 [sin[T(1+w)] | sin[T(1—-w)]] [2sin(T)cos(Tw) — wsin(Tw) cos(T')
V2r [ 1+w * 1-—w ] N \/; 1— o2 :

x=—T

(88)
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0.2 0.4 0.6 0.8 1 : ‘ 10 20

Obr. 33: VIavo funkcie (86) pre h = 0.6, 0.5, 0.4 a v pravo zodpovedajice |fx|2.

Pri T — oo méame ¢isty kosinusovy signal, ktorého perioda je 27 a teda jeho (uhlova) frekvencia je 1 - preto
funkcia fT(w) pri 1" rasticom nad vSetky medze musi byt "lokalizovana" v okoli bodov w = £1. Naozaj:
2 sin(T") cos(Tw) — wsin(Tw) cos(T') T + cos(T) sin(T)

li — ~T (T>1).
min:lll s 1—w? V2T ( > )

Grafy funkcii fT pre isté vybery 7' st na obrazku 34.

Obr. 34: Funkcie (88) pre hodnoty 7' =4, 10, 20.

3.25 Najdite Fourierovu transforméciu funkcie

e x>0

kde v > 0.

Riesenie: priamim vypoctom podla (83):

R 1 [ . 1 [ , 1 e~ (ytiw)z 1 1
W) = — e e Wy = / e~ (Vtiw)z gy — — - = —
f< ) \/27r/0 V27 Jo V2T v+ ww 0 V2 +ww
takze
f@)| = o=
W) =——-s.
V2T v2 + w?
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3.26 Najdite Fourierovu transforméciu funkcie

[ eMsin(Q) t>0
ro={ 5 , (90)
kde v, Q st kladné konstanty!'®
Riegenie: Podl'a (83) méme
R 1 00 eiQt _ efiQt )
w) sm (Qu eVt = —— / et - e~ Wit =
H \/ 2T / ) \V2r Jo 21
+i(Q—w))t —y—i(Q4w))t 1
( THiQ=w))t _ e(ﬂ,i(gw))t} PSS T -ttt il B
21/ 27 2ivV2r | —7+i(l—w) —y—i(Q+w) o
1 [ 1 1 ] 1 2i€) 1 Q
2121 |7V —i(Q—w) yH+i(Q+w)] 222+ (02 —w?) + 2w V21 Y2+ (92 — w?) 4 2w

Dalej najdeme este modul funkcie f(w):

f(w)( = & = ¢ (91)
TV 2+ - W)t A2 Al 292(wR + Q)+ (W - Q2)2

Pozrime sa trocha na priebeh funkcie | f(w)], zrejme je definovans pre vietky hodnoty w, jej derivacia je

. 1 Q
—_ = —— 4 2 4 2 Q2 ]
= e oy o e e (- 2)
Takze q
—wf(w)’ =0 & wo [ +uwi—2* =0
w=wo
wp je teda

WOZO alebo wo = \/§22_f}/2 )

pricom zrejme druh& moznost nastava len pre €2 > ~. Mame teda, Ze:

e pri 2 > v je vw = 0 lokdlne minimum funkcie ’f(w)’ avw=14/92—12 je lokalne maximum tejto

funkcie
e pri ) <~ funkcia ‘f(w)) ma lokalne maximum v bode w =0
Naviac je zrejme

lim
r—+oo

f(w)) ~0.

Grafy funkcie (90) a modulu jej Fourierovej transformécie (91) st na obrazkoch 35.

3.27 Najdite Fourierovu transforméciu Gaussovej distribucie so stredom v bode xg a so Sirkou o:

1 _(1*18)2
f(w)zgme 202 (92)

Riesenie: Najprv pre nézornost, na obrazku 36 st znédzornené niektoré konkrétne Gausssove distribicie.

10takato funkcia popisuje pohyb tlmeného linearneho oscilatora, ktory sa zacal v Case t = 0
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Obr. 35: V lavom stlpci st zobrazené funkcie (90) odhora dole pre hodnoty: v = 1 a postupne = 2,1,1/2;
v pravom stlpci st moduly ich Fourierovych transforméacii (az na nasobok v/27). Poucenie je takeé, Ze pre
privelké tlmenie () nemozno sledovanim f(w) dobre ur¢it hodnotu €.

Dalej uz v nasej veci mame podla (83):
1 © (z-zg)?

flw)=— e 2?2 e “dr=lr—zo=y|l= — /oo 6_%6_iwydy = |2 ==
2m0 J_ 2ro J_o V20

e—iwxo o] 5 /3 e—iwxo o] 5
7 / e 7 eT W20, — 7 / e ” [cos (w\/iaz) —isin <w\[202>] dz = |nepérnost| =
™ —00 s —00

efiw:co o] Qefiwxo o]
/ e~ cos (w\/ﬁaz) dz = |parnost| = L / e~ cos (ﬁwaz) dz.
\/§7r —0 m 0

Teraz pomocou nejakych tabuliek integrélov alebo nejakého matematického software zistime, ze pre kazdé

o0 2
/ e cos(az)dz = ﬁe*%.
0

readlne « je



2 4 6

Obr. 36: Tri Gaussove distribucie - pre v8etky je zo = 0 - omu odpoveda poloha maxima (piku) v z =0 -
hodnoty o pre krivky sa postupne : 1,2, 3 pre krivku s najvicé8ou, strednou a najmengou hodnotou v lokdlnom
maxime.

a mame: f ) .
. e~ WwTo w202 —wTo 2.2
flw) = 6\2%624 _ ¢ 5 e 2 . (93)
T V2

Vidime, ze pre zg =0a o =1 je

f(z) = f(2).

3.28 Najdite Fourierovu transforméciu funkcii:

sin(x), x € [-T,T] 1—l|z|, z € [-1,1] -
) f(x)_{o,xgé[—T,T] ) f(x)_{ 0, x ¢ [~1,1] ) f(x)_{o,xe(—oo,O)
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