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Predslov

Clovek v nekonetnom procese poznivania prechidza postupne od pozorovania novych
javov k ich §tudiu. Snazi sa pochopit’ ich zdkonitosti, precizne ich sformulovat’ v mate-
matickej reci a éiselne ich kvantifikovat’. Tento proces modelovania je komplexny a in-
terdisciplindrny. Skibuje v sebe pricu i dovtip 8pecialistov z réznych odvetvi i vednych
disciplin. Numerickd matematika je pevnou sucast'ou tohto procesu. Nestoji vSak ani na
jeho zaciatku ani na konci. Treba ju chapat’ ako jedno ohnivko ret’aze vedicej od problému
k jeho rieSeniu. Logicky by mala nasledovat’ az po kvalitativnej i kvantitativnej analyze
daného problému, no v skutoénosti tomu tak nemusi byt. Casto sa nové neznime dlohy
rieSia najprv numericky a az potom sa vytvori teoreticky zaklad pre ich ucelené stadium.
Velakrat sa numerickd matematika chape ako sihrn vzorcov i postupov na ¢iselné rieSenie
danych tloh a to podotknime bez toho, aby sa pochopili vzajomné suvislosti numerickych
metéd so samotnou podstatou problému. Takito nevedomost’ modze viest’ k tomu, Ze
mnohokrit overend vypoCtova schéma zlyha na novej dlohe a Eiselnym vystupom budud
fyzikalne neredlne hodnoty. Z tohto dévodu sa na numerickd matematiku nemoéozeme po-
zerat’ ako na Ciernu skrinku, ktord zahrkoce a vyda vysledky, ak jej dime patriéné vstupné
dita. Je preto potrebné zoznamit’ sa uz i s klasickymi pribliznymi metédami a spravne
sa medzi nimi orientovat’. Treba ich pochopit’, ved’ v nich sa ¢asto skryva ideové bohat-
stvo, ktoré sa po istom zovSeobecneni d4 aplikovat’ na rieSenie novych ovela zlozitejSich
problémov. Dalej si treba uvedomit), 7ze o vhodnosti resp. tspesnosti danej numerickej
metody pri rieSeni konkrétneho problému rozhodujt i iné ¢initele ako napr. pouzitd datova
§truktura, architektira pocitaca atd’.

Nechceli sme podat’ vyklad numerickych metéd ako suchy receptar, ale v mnohych
pripadoch sme sa snazili o ich vysvetlenie z hladiska matematickej analyzy ¢i linear-
nej algebry. V texte sa okrem tvrdeni a ich dokazov nachadzajd i rieSené ilustracné
priklady. Uloh, ktorych rieSenie je ponechané na Citatela, pravdupovediac nie je vela.
Nase skusenosti ukazujui vhodnost’” kombinacie praktickych a teoretickych cviceni. Pri
tabuli si §tudent moze overit’, ¢i zvladol teoreticky zdklad podany na prednaske a pri prak-
tickom cviceni zas moze do chuti experimentovat’ s roznymi prikladmi. Zaroven sa pritom
vyuziva hravost’ a chut’ mladej generécie pracovat’ pri pocitaci. Vysledky prikladov sa daju
vizudlne znizornit’, ¢o zndsobuje efektivnost’ price i §tidia. Ved’ predsa dobry obrizok je
ovel'a presvedCivejSim a nazornejSim agrumentom ako tabulka c¢isel. V tomto smere maju
dnesni Studenti ovel’a lepSie moznosti ako sme ich svojho ¢asu mali my. Je to podmienené
obrovskym rozmachom vypoctovej techniky v poslednych rokoch. Zamerne sme neuvadzali
naprogramované algoritmy. Tu sme prenechali vol'nost’ cvi¢iacemu vo vol'be prikladov i
samotného programovacieho jazyka. Vhodnymi alternativami si MATHEMATICA alebo
MATLAB. S rozsirené, existuji k nim prirucky a skryvaji v sebe uz implementované
obrovské mnozstvo algoritmov.

Publikacia je napisand na zdklade sktisenosti autorov z prednasok i cviceni z numerickych
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metéd. Svojim obsahom predstavuje zdkladny kurz numerickej matematiky. Je veno-
vand Studentom druhych resp. tretich roénikov réznych studijnych odborov univerzitného
smeru. Predpokladé sa znalost’ zdkladného kurzu matematickej analyzy a linedrnej alge-
bry. Stcasne predpokladame aspon zakladné vedomosti z tedrie algoritmov a programova-
nia kvoli lepSiemu pochopeniu uvadzanych algoritmov. Latka je rozdelend do desiatich
kapitol tak, Ze jednotlivé Casti sa daju Studovat’ nezavisle na sebe. Na zaciatku sa Citatel’
obozndmi so zdkladnymi pojmami z reprezenticie ¢isel a pocitacove] aritmetiky. Tre-
tia kapitola sa zaoberd rieSenim roznych typov rekurentnych relicii. V d’alsich dvoch
Castiach sa pojedndva o interpoldcii funkcie polynémom resp. splajnom a o aproximacii
pomocou metédy najmensich §tvorcov alebo linedrneho krigingu. Siesta kapitola opisuje
zdkladné iteratné metddy rieSenia systému linedrnych algebraickych rovnic. Potom pre-
jdeme k rieSeniu nelinedrnych rovnic typu f(x) = 0. Osma kapitola sa zaoberd num-
erickym vypoctom integralu pomocou Newtonovych-Cotesovych vzorcov a ich zloZenych
tvarov. Posledné dve kapitoly vyzaduja isté vedomosti z teérie obycajnych i parcidlnych
diferencidlnych rovnic a si venované zakladnym technikdm ich numerického rieSenia.

Bratislava, december 1998 Autori



Kapitola 1
Uvod

Numerickd matematika je ndstrojom na rieSenie matematickych problémov, ktoré vznikaji
pri rieSeni uloh v réznych vednych a technickych disciplinach. Obvykly postup pri rieSeni
redlnych problémov je priblizne nasledujuci:

1. Formuldcia problému v reéi prislusného odboru: (fyzika, chémia, bioldgia, ... ).

2. Formulicia matematického modelu. Matematicky model moéze mat’ napriklad tvar
hladania minima, funkcie, h'adania korena rovnice alebo systému rovnic, diferencial-
nej rovnice atd’.

3. Formulicia zjednoduSeného matematického modelu (ak je pévodny matematicky
model prili§ komplikovany, nahradime ho jednoduchsim - napr. nelinedrnu rovnicu
nahradime linedrnou).

4. Numerické riesenie (obvykle nevieme najst’ presné) problému sformulovaného v bode
2 resp. 3. Musime preto pouzit’ nejaki metédu, ktord ndm umozni néjst’ priblizné
rieSenie problému a pripadne odhadnut’ chybu tohto priblizného rieSenia. Tento
problém vznikd vlastne uz pri tych najjednoduchsich 1ilohdch. Napr. ak mame
vypocitat’ hodnotu y := sin(z) pouzijeme rozvoj do Taylorovho radu s tym, ze
uvazujeme iba kone¢ny (dostatotne velky) pocet s¢itancov.

5. Implementécia numerickej metédy (volba vhodného algoritmu, ditovej Struktiry,
pocitaca, programovacieho jazyka).

6. Reprezenticia vysledkov - vizualizicia vypocitaného rieSenia, interpretacia v reci
povodného problému resp. prislusného odboru.

Po vykonani fizy 6 sa moézeme vratit’ spat’ do niektorej z faz 1 az 5 a modifikovat’
formuléciu, resp. rieSenie problému.

Ozrejmime si situdciu na niekol’kych jednoduchych prikladoch.

Priklad 1.1 Vypocitajme objem Zeme.

Aby sme zostrojili presny matematicky model, museli by sme presne poznat’ matematické
vyjadrenie plochy, ktora tvori povrch Zeme. Potom by sme mohli integrovanim ziskat’
hodnotu objemu Zeme. To vSak nie je mozné. Preto zvolime zjednoduSeny model -
teleso Zeme budeme povazovat’ za gulu s polomerom r = 6378 km. Potom pre objem V
dostavame V = 4.%#7"3.

Ked' toto ¢islo budeme pocitat’ (napr. na kalkulacke alebo pocitaci) dopustime sa
niekol’kych zjednoduSeni resp. nepresnosti: nepozname presne hodnotu «, ¢islo % nahradi-
me ¢islom 0,333 ... 3, ndsobenie ¢isel vystupujicich vo vyraze 4.%7”“3 sa nevykond presne,
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ale dostaneme iba zaokrihlent hodnotu. Nakoniec teda vznikne otazka, ¢i je vypocitand
hodnota dostatoéne presna na 1ucely, na ktoré ju potrebujeme. O

Priklad 1.2 Vzt'ah medzi napitim U a pridom I v elektrickom obvode je

Iza(ebU—l),
c=dl + U,

pricom a, b, c,d st dané zname konstanty. Dosadenim prvej rovnice do druhej dostavame

pre U nelinedrnu rovnicu
c=ad (ebU —1) + U,
napr.

12 =14,3 (¥ -1) + U.

T1to rovnicu nevieme presne vyriesit. Musime pouzit’ nejakd numerickd metédu (napr.

Newtonovu metédu alebo metédu bisekcie). Dostadvame

U =~0,299 .
S niektorymi inymi modelmi sa zoznadmime v nasledujicich kapitolach. O

Tieto predndsky sa venuju predovsetkym bodu 4, t.j. budeme hovorit’ o zdkladnych
numerickych metédach na rieSenie niektorych matematickych problémov.

K tomu, aby bol nejaky matematicky problém numericky rieSitelny, je rozumné pred-
pokladat’ (resp. vyzadovat’), ze jeho rieSenie existuje (pripadne je jediné) a Ze je stabilné
vzhl'adom k datam ulohy. Predpokladiame, ze pojmy existencie a jednoznaé¢nosti rieSenia
su Citatelovi dostatoéne zndme.

Pojem stability si ozrejmime najprv na niekolkych prikladoch.
Priklad 1.3 Systém linedrnych algebraickych rovnic
2:171 + 6.T2 =8

2z1 + 6,000001z2 = 8,000001

mé presné rieSenie vektor (1,1).

Systém linedrnych algebraickych rovnic
2:171 + 6.T2 =8
211 +5,999999x, = 8,000001
m4 rieSenie (7,—1).
To znamend, ze mald zmena v koeficientoch vyvolala velkd zmenu rieSenia. Dovod je v

tom, ze priamky, ktorych reprezenticiou je prislusny systém (ich priese¢nik je rieSenim)
su “takmer rovnobezné”. O

Priklad 1.4 Systém Ax = b, kde



001 -1 0 0 0 0,1
0 01 -1 0 0 1
A=| 0 o0 01 -1 0 |,b=] 0,1
0o 0 0 01 -1 1
O 0 0 0 01 0,1

m4 riesenie = (1;0;1;0;1)%.

Ak zvolime b = (0,1;—1;0,1; —1;0,101)7 potom riesenim systému A& = b je vektor
Z = (101;10;2;0,1;1,01)”. Mals zmena jedného prvku pravej strany vyvolala teda velki
zmenu riesenia. U

Priklad 1.5 Uvazujme kvadratickd rovnicu

22— 4z +4=0.

Jej korene sty = ro = 2. Kvadratickd rovnica z? — 4z + 3,999 = 0 m4 korene

ry = 2,01 a 7o = 1,99. Mald zmena koeficientov (o 1072) vyvolala teda velki zmenu
riesenia (o 1072). O

Priklad 1.6 Nech postupnost’ {2}, , je dand rekurentnym vzt'ahom

Zn+1 = G2,
pricom a > 0, z5 > 0 st dané. Ak
a>1, zp=0,potom z, =0 n=1,2,...,
a>1, zy #0, potom z, = a"zg = 00, a teda lim z, = oco.
n—0o0

To znamend, ze uloha vypocéitat’ ¢leny postupnosti z, je nestabilnd, lebo mald zmena
vstupu sposobi vel’kil zmenu rieSenia. Pritom v pripade 0 < a < 1 tento jav nenastane. O

Priklad 1.7 Nech
fi:R=>R fi(z)=0 VzeR,
fo:R—=R, fo(z) =esin(nz) VzeR,

kde ¢, n st nejaké kladné ¢isla. Plati f{ =0, f3 = encos (nz).
Ak teraz ¢ je malé a n velké (napr. € = 107%, n = 10%) potom rozdiel funcii f, fo je
maly

max |fi — fo| <& =107,

ale rozdiel ich derivécii fi, f4 je velky

max | f] — f3| = |encos (nz)| = |cos (nz)| = 1.



10 Kapitola 1 UVOD

To znamend, 7ze tloha “zderivovat’ danu funkciu” je v uvedenom zmysle vo vSeobecnosti
nestabilna. O

Priklad 1.8 Nech f; € C([0,1]), i = 1,2 a nech
|fi(z) — fo(z)| < e Vz e [0,1].

Potom

‘/01 fi(z)dz —/01 folz)dz| < /01 |f1(z) — fo(z)|dz < e.

To znamend, ze mald zmena integrovanej funkcie vyvold mald zmenu hodnoty urcitého
integrdlu na intervale [0,1]. Uloha “integrovat’ spojitd funkciu definovand na [0,1]” je
teda stabilna. O

Pod pojmom stabilita rozumieme teda vlastnost’ “mald zmena vstupnych dat vyvola
mald zmenu rieSenia”. Problémy, ktoré nie si stabilné si vyzaduji vel'mi §pecidlne num-
erické met6dy (ak sa vobec daji uspokojivo riesit’).

Ked’ze v d'alsom texte sa budeme zaoberat’ predovsetkym numerickymi metédami a ich
realizdciou na pocitaci, bude vhodné najprv sa zaoberat’ otdzkou reprezenticie redlnych
Cisel v pocitaci a pocitacovou aritmetikou.
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Kapitola 2

Reprezentacia ¢isel pri roznych bazach

Obvykly desiatkovy zapis redlnych ¢isel pouziva ¢islice 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9. L'ubovolné
celé (kladné) ¢islo mézeme pomocou tychto éislic zapisat’ v tvare

apln—1 - - . 6100,
kde a; € {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}, i =0,...,n, a, # 0. Napr.
3721 =1-10°+2- 10" +7-10% + 3 - 10°.
Cislo z intervalu (0, 1) zapisujeme v tvare
0,b1by -,
kde b; € {0,1,...,9}. Tento rozvoj vSak uz moze byt’ nekonetny. Napr.

0,254 =2-10"' +5.1072+4-1073

1 = k
F=0.338- = 3310

Kazdé redlne ¢islo moézeme teda zapisat’ v tvare

+ (Z ar10F + > bkw—’“) , kde a, # 0.
k=0 k=1

Skratene +anan_1---aiag,b1bobs--- . Pritom prvd suma je celd Cast’ a druhd suma je
zlomkova cast’.

Doteraz sme reprezentovali kazdé ¢islo pri zaklade 10. To isté moézeme urobit’ pri
Tubovol'nom inom zdklade 3 (kde (3 je kladné celé ¢islo). Pri reprezentécii Cisel v poéitacoch
sa pouzivaju obvykle bazy =2, =8, § = 16.

Pri zdklade (8 reprezentujeme redlne ¢islo v tvare
n o
+ (Z axB+ ) bkﬁ_k> ;
k=0 k=1
kde S je kladné celé &islo a

ar€{0,1,....,8—-1} k=0,...n

an #0
be€{0,1,....8—1} k=1,....
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Skratene zapisujeme [ay, - - - ag, bibs - - ] 8.

Napr. pri baze g = 2
10,125 = [1010,001],.

Jednoduchy algoritmus na prevod éisel medzi dvojkovou a desiatkovou stustavou si
ukdzeme na priklade.

Priklad 2.1 Vyjadrite &islo 254,125 v dvojkovej sustave.
Riesenie: Najprv zoberieme celu ¢ast’ a postupne delime, dole pi§eme zvySok

254:2 = 127 :2= 63 :2= 31 :2

0 1 1

= 15 :2= 7 :2= 3 :2
1 1 1

= 1 :2= 0
1 1

Zvysky zapiSeme “odzadu”
254 = [11111110]s.

Teraz vezmeme zlomkov1 Cast’, vynasobime 2 a celd ¢ast’ “odtrhavame”:
0,125 x 2 = 0,250 x 2 = 0],500 x 2 = 1],0.

Skratene zapisané 0,125 = 0, 0015.
Spolu teda 254,125 = [11111110, 001],. O

Priklad 2.2 Vyjadrite ¢éislo [1101,11], v desiatkovej stistave.
Riesenie:

[1101,11]p =1-23+1-22+0-2' +1-20+1.271 +1.272=13,75 . O

Priklad 2.3 Vyjadrite ¢islo % v desiatkovej sustave.
Riesenie:

1:7 = 0,142857

1x10 — 10:7=1

3x10— 30:7=4
2x10— 20:7=2
6x10— 60:7=8
4x10— 40:7=5
5x10— 50:7=7

1 O
Priklad 2.4 Vyjadrite &islo % v osmickovej ststave.
Riesenie:
1:7 = 0,1g
1x8 —» 8:7=1
1 O
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Priklad 2.5 Vyjadrite ¢islo % v Sestndstkovej sustave.
Riesenie:
1:7 = 0,249
1x16 — 16:7=2
2x16+— 32:7=4

4x16— 64:7=9
1 O

Priklad 2.6 Nech k € N, a; € {0,1,...,9}, 1 < i<k, a1 # 0, A = 0,103~ ag.-
Vyjadrite &islo A v tvare zlomku v desiatkovej stustave.

Riesenie: Plati
O,alag---ak = A,

aiag - ag,a102 A = 10k A.

Od¢itanim rovnic dostaneme
aijag - ap = <10k - 1) A,

teda

A=0020 0
10 -1

2.1 Pocitacova reprezentacia realnych cisel

Standardny zipis redlneho éisla je celd Gast), desatinnd Giarka!, zlomkovd ¢ast’, napr.
37,256 alebo 0,000289. Iny Standardny sposob je tzv. normalizovany vedecky zapis t.j.
0,37256 x 102 alebo 0,289 x 1073. (Prv4 &islica za desatinnou éiarkou je nenulové.)
Tato reprezenticia sa tieZz nazyva normalizovany zapis s pohyblivou radovou &iarkou v
decimélnom systéme

x==20,dy -+ dydpyq1--- x 10",

kde di #0, d; € {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}, n je celé ¢islo. Ind¢ povedané
1
z==2r x 10", kde — <r < 1.
10
V systéme so zakladom (3 je to podobne
t=4rxpg", kdef l<r<i,

napr. pre g =2
1
T =+r x 2", kde§§r<1.

Cislo r sa nazjva normalizovand mantisa, n je exponent. V pripade 3 =2jer =1 a
postupnost’ {r;} je vlastne postupnost’ bitov reprezentujica dané &islo.

Kedze kapacita kazdého pocitaca je koneénd, obrazom vSetkych redlnych cisel je iba
konetnd mnozina - tzv. mnozina pocitacovych ¢isel. Tato mnozina vznikne tak, Ze

1V potitatoch sa pouziva desatinnd bodka.
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Obr. 2.1. Mnozina M(2,3,—1,1)

uvazujeme &sla vo vedeckom zépise s mantisou dizky najviac ¢ pri zdklade 8, pricom
exponent sa moéze pohybovat’ v hraniciach L <[ < U, kde L,U € Z.

Mnozina pocitacovych cisel je teda mnozina

M(/BataLaU) = {i(oaa'laﬂ"'at)x/gl;al #O,G'LE{O,].,,,B—].},LSZSU}
U {0}

(Napr.: B=2,t=24,L = —126,U = 127 alebo 8 = 2,t = 63, L. = —1022, U = 1023.)

Priklad 2.7 Funkcia n! rastie velmi rychlo. Uz pre n = 70 nadobtida hodnotu vaésiu

ako 10190 a to pre niektoré poéitae znamend “overflow”. Navrhnite postup ako vypoéitat’
!

(2) = m pre hodnoty n = 70, k= 35.

Riesenie: Zrejme plati

(70) _70-69-68-...-36

35 1.2:3-...-35
_ 7069 68 36
35 34 33 7771

~ 1,12186278 E 20.

Vypocéitana hodnota lez{ v paméat'ovom rozsahu pocitaca. O

Priklad 2.8 Vypiste explicitne a zakreslite na redlnej osi mnozinu M(2,3,—1,1).
Riesenie: (kladnd ¢ast- obrazok 2.1.) O

Podobn4 situdcia je aj pre ind volbu 8,t, L, U. Vidime teda, Ze mnozina M je “nepra-
videlne rozhddzand” na ¢iselnej osi.

Ked’ze mnozina redlnych &isel tvori zaklad pri budovani celej matematickej analyzy a
algebry, snazime sa kazdéme realnemu ¢islu priradit’ “Go najbliz§ie” ¢islo z mnoziny M.
Obvykle sa to robi jednym z nasledujtcich spésobov:

Tr = (O,CL]_ SR ¥Y0 T -..) X /Bl — (O,a]_ "'a/t)/Bl — flgut(x)

alebo

z=(0,a1 - apapsr - +-) x Bt —> fIO(z),
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pricom
(O,al---at)ﬂl ak At <,3/2

fl%"ound(x) — (0,a1--'at)ﬂl + (0,0---01) lgl ak a1 > 3/2.
———

t miest za des. Ciarkou

Zobrazenie fI§* sa nazyva useknutie, fI;°"® sa nazyva zaokrihlenie na t desatinnjch
miest. (Premyslite si, ¢o to znamend v pripade 8 = 10,t = 3.)

Pozrime sa teraz akej chyby sa dopustime, ak nahradime &islo z &islom fI§%!(x), resp.
o).

cut _ round _
Veta 2.1 Oznacme g1 = 1t ;(f) L ey = 14 w(x) L. Plati

Bl < g <0,

1.o— 1 o—
_5/6) t+1 < €9 S 5/8 t—|—1_

DOKAZ: Urobime pre €1, pricom uvazujeme z > 0. Ozna¢me v = 8 — 1. Pre absolitnu
chybu plati

z— fIf"(z) = (0,a1---aapir---) B — (0,01 -+ ap)
= (0,0---0as11as42+)3 < (0,0 0yy---)3"

= (0,0---0111---)8" = 48 (8D 4 g~ 42 4 g (43) 4 )

- 1 (B-1)p"""!
_ l o—(t+1) _
- ’Y/B /8 1 _ ,8_1 - E
B
_ ,Bl_t-

Pre relativnu chybu teda dostavame

_ fjcut [—t [—t —t

0< z — fIf*"(z) < g < p = B :IB_H'I.
T (0,a1a2---)B" = (0,10---)8"  p-1pt

Ostatné pripady sa dokazu analogicky. O

Poznamka 2.1 Nie je pravda, Ze kaZdé Cislo, ktoré md koneénu mantisu pri nejakom
zaklade md konecni mantisu aj pri inom zdklade. Napr.

0,119 = 0,000110011001100 - - -5,

1
5 =0,333333 10 = 371 =0,15.

To znamend, Ze ak zaddme na vstupe (napr. na termindl) éislo 0,1, toto cislo nebude v
skutocnosti v poéitaci reprezentované presne! O
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2.2 Aritmetické operacie s pocitacovymi cCislami

Na priklade si ukdzeme sc¢itanie dvoch pocitacovych éisel pri zaklade g = 10,t = 3:

253 +0,1 =0,253 x 103 +0,1 x 10°
= 0,253 x 103 40,0001 x 103
= (0,253 + 0,0001) x 103.

Vysledok opericie bude teda
fl13(253,1) = 253,
pricom fl3 znamend bud fI§* alebo fi5ound.

Neplati teda
z>0,y>0=>z+y >z

Dosledok 2.1 Pre pocitacové operdcie neplati asociativny zdkon. Napr. v pocitacovej
aritmetike pre t = 3

(253 —253) +0,1 = 0,1
253+ (—253+0,1) = 0. O

Vo vSeobecnosti ak w znaéi jednu z aritmetickych operécii {+, —, X, :} a @ jej po¢itacovi
verziu, tak
awb= fli(a wb)
(pricom a, b st pocitacové Eisla).
Ak a,b € R, potom
a b= fl (flia) w fli(b)).
(Na vykonanie presnej operédcie w pouzijeme tzv. rezervny register.)

Zaujima nés teraz chyba, ktorej sa dopustime, ak urobime opericiu @ s aproximdaciou
operandov namiesto operdcie w s povodnymi operandami.

Nech x7,yr si presné &isla a nech z4,y4 sd ich aproximicie. Pre nejaké “malé” e,n
plati teda
TT =1TA+E, Yr =ya+.

Zrejme

TTWYr —TAWYA = TTWYr —TAW YA+ TA W YA — TA W YA
= (rrwyr—zawya) + (x4 wya— fli(za w ya)).
Druha zatvorka je vlastne iba chyba zaokriihlenia, ktorti sme uz analyzovali vo vete 2.1.

Prva zatvorka je chyba, ktorej sa dopustime, ak nahradime operandy zr,yr operandami
TA,y4 a aritmetickd operdciu pocitame presne.

Budeme teraz skumat’ (relativnu) chybu pre jednotlivé aritmetické operdcie.

NASOBENIE. Pre absolitnu chybu plati

sryr —zays = zryr — (er —€)(yr — 1)
= Zryr — Tyt +E€Yr +NTT — €N
= eyr +nxr — en.
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£

Za predpokladu, ze , \yﬂT—‘ su “malé” pre relativou chybu dostavame

z7
TTYT — TAYA Eyr + Ty — €
Rel(aays) = |"TVL AU — |\ ST
c €
< _+l+ Nl ‘zRel(wA)+Rel(yA)-
T yr IrTyr

PREVRATENA HODNOTA. Pre absolitnu chybu plati

1 T 1 1 _Xr—e—xr €

zr xo 7 Tr—€ xr(TT —¢) __xT(xT—e)

a pre relativnu chybu (za predpokladu, ze Rel (z4) je “mald”)

Rel (i) = “'”T(;IT‘E*E) & &t
T A 7 xrr — €& XT || X — €
= l ————— ~ Rel .
Rel (z4) 1= Rel (2) Rel (z4)

SUCET ¢isel s rovnakym znamienkom. Nech zp > 0, yr > 0 (rovnako by sme skiimali
pripad zp < 0, yr < 0). Pre absolitnu chybu plati

(xr+yr) — (wat+ya)=(zr+yr)— (zr —e+yr—n) =c+n.

Pre relativnu chybu

e+ le| In|
Rel (x4 + = < +
(w4 +ya) T + yr rzr+yr T +Yr
€
< u—{—m:Rel(:I:A)—FRel(yA).
T yr

Ak by sme nepredpokladali, ze z7,yr maji rovnaké znamienka, potom by sme
nemohli predchddzajicu nerovnost’ napisat’, lebo ak z7 > 0, yr < 0 potom

E+n

Rel(eatya) = |40

bl

pri¢om toto ¢islo moéze byt’ I'ubolne velké aj ked’ |e + n| je malé (v pripade zp =~
—yr).

Priklad 2.9 Nech
7 = 0,996, zq = 1,0,

yr = —0,994, y4 = —0,99 .

Potom pre relativne chyby dostaneme

—0,004—0,004| __ 0,008 _
Rel(za+ya) = ‘ 0,996—0,094 ‘ = 0,002 =4,
4
Rel(va) =355 =5 <0,005,
Rel(ya) =555 < 0,005 .

Teda relativna chyba vstupnych hodnét je menej ako 0,5 % a relativna chyba vystupnych
hodnét je 400 % . O
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2.3 Sirenie chyby pri s¢itovani

Nechn € N, n > 2 a {z;}]—; st dané redlne &isla v pocitatove] reprezenticii pre dané g, t,
t.j. x; = fly(x;) pre vdetky i, pricom kvoli skrateniu zdpisu piseme fI; miesto fI5oumd.
Nasou tlohou je skimat’ Sirenie zaokrihl'ovacej chyby pri scitovani.

Oznacéme

m
Om(T1y...,xp) = Z Ty.
v=1

Séitovanie je dané rekurentnym predpisom 2
tpl(.’El,...,:En) = T,
Ok(T1,- 3 Tn) = Pk—1(T15- -+, Tn) + Tg-

7 vety 2.1 vyplyva nasledujice vyjadrenie pre 'ubovol'né ¢islo x
1
fli(z) =z(1+¢), pre nejaké |e| < 1 := Eﬂl_t.
Takze mozme pisat’
flt(Qon(‘Tla---rTn)) = fl (flt((»on 1(.T1, mn)) +$n)
= (fl (‘Pn—l($1a cee 7'7"71)) + wn)(l + €n)
( (flt(‘Pn 2(371, . a$n)) + wn—l) + wn)(l + En)
= (
(

fl
(flilen—2(21,.-. 20)) + Tp—1) (1 + n—1) + z0) (1 + €n)
flln—2(z1,...,2n)) + Tp—1) (1 + en—1)(1 + &n) + zn(1 +€n)

=$1H 1+¢€,) -I—ZmuH 1+¢,)
v=2  p=v

= -'If'l(1 + 7)2) + Z .'17,,(1 + nu),
v=2

pricom sme oznaéili rezonancné faktory

n

147, = H(1+su).
p=v

Skisme teraz odhadnut’ velkost’ rezonanénych faktorov. Plati

-7 S eu S T,
1—71 < 1+eu < 1+7,
n
(1 _ 7_)n+1—u < H 1 4+ Eu < (1 + T)n—i—l—l/’
(1 _ T)n+17u < 1 +n, < (1 + T)n—l—lfu.

?Uvedomte si, ze s¢itovanie je bindrna opericia. Ak chceme séitat’ viacero &isel, tak to musime robit’
postupne. Najprv sé¢itame prvé dve, potom k vysledku pripocitame d’alsie.



2.4 DOSLEDKY POCITACOVEJ ARITMETIKY 19

7 tohto odhadu vidime, 7Ze rezonanéné faktory 1 + 7, mo6zu byt’ tym vacsie, ¢im je index
v men§i. V praxi to znamend, Ze prvy séitanec méze zanaSat’ najvacsiu chybu. Z tohto
hladiska by bolo asi najlepSie, ak z1,...,z, najprv usporiadame podla velkosti tak, ze
zalneme Cislom s najmensou absolitnou hodnotou a ako posledné bude ¢islo s najvacsou
absolitnou hodnotou. Poznamenajme viak, ze tdto rada nemusi byt’ vzdy najlepsia. Cisla
Z1,.-.,Ty, mOZu mat’ rézne znamienka a jednotlivé chyby sa mézu navzijom kompenzovat'.

2.4 Dosledky pocitacovej aritmetiky

Detailné poznanie pocitacovej aritmetiky ndm moéze pomoct’ vyhniut’ sa chybam pri pro-
gramovani niektorych logickych a aritmetickych operacii.

1. Testovanie na rovnost. Obvykle nie je rozumné napisat’ podmienku typu

if (z =1y) then
alebo if (gi(z) = g2(x)) then .

Pretoze ak ¢isla z, y vznikli nejakymi vypoctami, potom sice moze algebraicky platit’
T =y, ale “pocitacovo” to nemusi platit’. Preto je rozumnejsie napisat’

if (jJz —y| <¢e) then
resp. if (|gi(z) — g2(x)| <€) then .

1 000 000
2. Vysledok vypoctu 1 000 000 + ( > 1) nemusi byt’ 2 000 000 (ale 1 000 000)
k=1
napr. v pripade 8 = 10,¢ = 6), ak pocitame nasledujicim spésobom

s=1 000 000
pre k=1 az 1 000 000 s=s+1
vystup s

Ak v8ak s¢itame “od konca”, t.j.

s=0

pre k=1 az 1 000 000 s=s+1
s=s+1 000 000

vystup s

dostaneme spravny vysledok.

3. Prikaz y := vz2 + 1 — 1 neddva pre “m%lé” x presné vysledky. LepSie je napisat’
. . L oz
algebraicky ekvivalentny prikaz y := T

4. Vypoéet y := z — sinz je pre malé z opat’ nepresny (lebo z =~ sinz). Presnejsie

vysledky dostaneme, ked’ rozvinieme funkciu z — sinz do Taylorovho radu, ktory
usekneme po dostatocnom pocte clenov

) [ A
:1:—sm:1::x—<x——+———+...>.
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. Prikaz y := cos

2 2

. N . ., N s
x—sin” r pre x ~ 7 neddva presné vysledky. Rozumnejsie je napisat

Yy 1= cos 2z.

. Prikaz y := Inz—1 pre r = e neddva presné vysledky. Presnejsie je napisat’y := In ¢.

. Uvazujme kvadraticku rovnicu

ar?+br+c=0 kdea#0, b<O0.

. . i P
Pre jej korene plati r1 9 = TM
Ak 4ac < b2 potom b ~ VB% — 4ac a vypodet koreiia ry — %@ je nepresny.

. - o . . — bt /B2—dac .

Preto je rozumnejSie vypocitat’ najprv koren r1 = W a potom koren r9 zo
3 _c . _ c

vztahu r1r9 = oy by re = arr”

. Uvazujme systém linedarnych algebraickych rovnic

ery +x2 = 1,

r1t+x0 = 2.

Pocitajme pomocou Gaussovej eliminaénej metédy

e 1] 1 e 1 1 e 1
1 1] 2 0 1- 2-1 01

Dostavame teda
Ty = )

M =

r1 =

™

Ak € je “malé”, potom % je “velké”, a teda pri vypoclte v pocitatovej aritmetike
dostavame

—

Iro = —1:1,

m

13
l—zy 1-1
rT = = =
3 €

0.

Ak prehodime poradie rovnic v pévodnom systéme, potom

11 2 1 1 2 1 1
e 1 1 0 1—¢ 1-—2¢ 01

a teda
1-—2¢
T =
2 1—6’
1-2 2—2e—-1+4+2 1
ry = 2—,’171:2— 8: £ * 8:

1—¢ 1—¢ 1—¢
Pre malé € dostavame pri vypocte v pocitacovej aritmetike
Tro = 1, Il = 1,

¢o je dobra aproximécia spravneho vysledku (lebo lim zo = 1, lim z; = 1).
e—0 e—0
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9. Niekedy sa zavddza ako charakteristika strojovej presnosti ¢islo “strojové €”. Je to
najmensie ¢islo (pocitacové), pre ktoré plati (v pocitacove] aritmetike)
flt(l + 6) > 1.
Plati
e =gttt v aritmetike s usekdvanim
e =1B "l v aritmetike so zaokrdhlovanim.

10. Kedze systém M(t, 8, L,U) obsahuje iba konetny pocet Cisel, mozeme dostat’ ako
vysledok aritmetickych operécii s ¢islami z mnoziny M(t,3, L,U) &islo, ktoré je
vidsie ako najvicsie ¢islo z tejto mnoziny (t.j. &islo (0,88---6)8Y) tzv. overflow
- niekedy hldsi chybu, niekedy “NaN” resp. mensie ¢islo ako najmensie (v abs.
hodnote) &islo t.j. ako 0,18V = BU~1 - vtedy systém hlasi chybu underflow prip.
“NaN”'

11. NajmenSie celé ¢islo m, pre ktoré plati

flilm +1) #m +1
je ¢islo m = [t

12. Pri deleni ¢islom, ktoré je “algebraicky kladné” mozeme dostat’ “delenie nulou” -
hlési floating zero divide, resp. “NaN”.

13. Vypocet funkénej hodnoty. Nech f : R — R je spojite diferencovatelnd funkcia (napr.

polyném). Ked’ napiseme

y=f(z)
dopustime sa chyby jednak tym, Ze x je zaokrihlené a tym, Ze aritmetické opericie
sa nevykonaju presne. Vypocitame vlastne hodnotu modifikovanej - pocitacove;j
funkcie f v bode z 4 namiesto f (z7). Chybu, ktorej sa dopustime, mézeme odhadnit’
nasledovne

A ~

flar) = f(za) = (f(zr) — f(24)) + (f(z4) — f(24))-

Druhd zatvorka zavisi na presnosti aritmetickych operacii - tU sme uz analyzovali.
Prvi zatvorku mozeme pomocou vety o strednej hodnote napisat’

flzr) — f(za) = f(€)(zr — za) & lezi medzi 7,2 4.

Velkost’ chyby teda zavisi na velkosti derivicie f medzi z7, 4.

o0
1 .
Priklad 2.10 Harmonicky rad Z — je divergentny. Jeho ¢iastoéné sucty sa daju
T

n=1

rekurzivne vypocitat’ podl'a predpisu

1
s1=1, sp=81+—; n=2
n

Pouzitim pocitacovej aritmetiky sa harmonicky rad stane zdanlivo konvergentnym. Urcte
minimalnu hodnotu indexu n tak, aby

1
Sn+1 = flzound (377. + E) = Sn-
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Vypocéitajte priblizne st¢et harmonického radu pri pouziti fI5°4"¢ a

lim [s, —Inn]|=C =~ 0,5772 (Eulerova konstanta).

n—,oo
Riesenie: Hladdme n také, aby

1
— < 4,999 -107%,
n
teda n > % =~ 2001. Pre odhad stié¢tu harmonického radu dostaneme

9001 ~ In2001 + 0, 5772 ~ 7,601 + 0,5772 ~ 8,178 .

Skutocne bude platit’
— fjround 1 _ ~
s2002 = fl} (82001 + m) = 89001 ~ 8,178 . g

Cviéenie 2.1 Nech a = 10% +2,b = 10° — 1.

(a) Vypocitajte na 10 desatinnych miest
(i) ((a+b)(a—10))
(i) (a? —v?)2.
(b) Aké velké st relativne chyby v pripade (a)?
Cviéenie 2.2 Navrhnite spésob vypoétu s malou zaokrihlovacou chybou pre

Tsinz

flz) =

1—cosz’

pricom |z| < 1.
Cvicenie 2.3 Nech zy > —1. Postupnost’ z,, pre n > 0 je definovani vzt'ahom

Tppq = 27T [\/1 +27ng, — 1] .

Preformulujte rekurziu tak, aby jej vypocet bol ¢o najpresnejsi.
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Kapitola 3

Rekurentné relacie

Budeme sa zaoberat’ vypoétom ¢lenov postupnosti danjch rekurentnymi reliciami!. Naj-
vBeobecnejsia definicia rekurentnej relacie (explicitnej, nelinedrnej p-teho radu) je

Yn+p = F'fl-l-P(ynayn-l-la"'ayn-‘r-p—l)a n € Z7 (31)
kde Fj : R? — R su dané funkcie, p je dané kladné &islo.
Linearna rekurentna relacia p-teho radu ma tvar
Yn+p = Ep—l,n+pyn+p—1 + Bp—Z,n—I—pyn—l—p—Z +...+ i’O,n+pyn + an+p, (3.2)
kde 5i’n+p; 1=0,...,p—1; apyp, n=0,1,... st dané ¢isla, pricom 50,n+p #0.
Ak ar = 0 pre k € Z, potom hovorime, ze relicia (3.2) je homogénna.
Ak koeficienty I;i,nﬂ, nezavisia na n potom mozeme pisat’
Yn+p = 5;u—lyn—f—p—l + 5p—2yn-|—p—2 +...+ Eoyn + Qnpyp- (3-3)
Hovorime, 7e (3.3) je linedrna rekurentnd relicia p-teho rddu s konstantymi koeficientami

(nehomogénna). Ak ar = 0 pre k € Z, potom je homogénna.

Priklad 3.1 y,11 = yn + 1, n € Z je nehomogénna linedrna rekurentnd reldcia prvého
rddu s konStantnymi koeficientami. O

Priklad 3.2 y,19 = yn+1+Yn, n € Z je homogénna linedrna rekurentnd reldcia druhého
raddu s konStantnymi koeficientami. O

Priklad 3.3 yn+3 = nYn+2Ynt1 — Yn + 1, n € Z je nehomogénna nelinedrna rekurentnd
reldcia tretieho rddu s premennymi koeficientami. O

Dalej sa budeme zaoberat’ linedrnou rekurentnou reléciou (LRR) prvého rédu a druhého
raddu s konStantnymi koeficientami.

3.1 Linearna rekurentna relacia 1. radu

Linedrna rekurentnd reldcia 1. rddu ma tvar
Yn = bnyn—l + ap, n €. (3.4)

O rieSeni tlohy (3.4) v explicitnom tvare hovori nasledujica veta.

1 . . - . . - .
V literatire sa niekedy pouZiva pomenovanie diferen¢né rovnice.
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Veta 3.1 Nech b, #0 pre n € Z, nech ¢ € C, ng € Z. Potom postupnost’

n
- (& Ano+1 Ang+2 an )
n = % + no+1 + no+2 Tt H b (35)
[Io Il o)
1=ng i=no 1=ng
spl’ﬁa
Yn = bnYn—1+an, 1> ng, (3.6)
Yng = C.
DOKAZ: Pouzijeme matematickd indukciu.
Pre n = ng je tvrdenie trividlne.
Nech je tvrdenie pravdivé pre n. Dokazeme jeho platnost’ pre n + 1:
Yntl = bpy1Yn + anp1
n
an,
IT b [T i | i=ne
1=ng 1=ng
n+1
_ [ Ang+1 an An+1 .
ol R e e i =y .Hb,. O
H bz' H bi H bi t=no
i=no i=no i=no
Priklad 3.4 Linearna rekurentnd relicia y, = qyn,—1 ma riesenie y, = cq”. O

Priklad 3.5 Nech na zaciatku sporenia mame v banke yy kortin. Nech roény trok je r%,
pricom turoky sa pripisuji mesacne a nech sa mesacne plati d koriin poplatkov. Oznac¢me
11 sumu, ktori budeme mat’ v banke na konci 1. mesiaca, potom na konci n-tého mesiaca
bude teda na ucte
r ,
Yn = Yn—1 + ~=Yn—1 —d  korin.

12
Ak oznaéime a = 1+ {5,b = —d dostdvame teda linedrnu rekurentni reldciu 1. rddu s
kon§tantnymi koeficientami
Yn = ayn—1 +b. (3.7)
Riesenim je
Yn =ayn—1+b =a(ayp—2+b)+b
=a’yp—2+ab+b =a*(ayn_3+b) +ab+b

=adyp_3 +a’b+ab+b =...
=a™+ba" ' +a" 2+ ... +a+1) =atyy+ b

1—a>

t.j.
1—a"
l1—a

Yn =a"yo +b (3.8)
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(za predpokladu, ze a # 1).

Pozrime teraz na stabilitu reldcie (3.7) v pocitacove] realizdcii. Kvoli jednoduchosti
predpokladajme, ze &isla a,b patria do mnoziny pocitacovych cisel, Yy je zaokrihlena
hodnota hodnoty 3. V skutotnosti budeme poéitat’ namiesto

Ynt1 = aYn + b
hodnoty
Yot1 =aY, + b+ Ry, n=20,1,2,... .

Clen R, reprezentuje zaokrithlovacie chyby pri vypocte. Skiimajme teraz akumulovani
chybu, t.j. Y41 — ynt1. Zrejme plati

Yni1 —Yn+1 = a¥Yn+b+ Ry — (ay, +b)

a(Yn, —yn) + Rup1

a(a(Yn-1 —Yn—1) + Rn) + Ropa

a®> (Y 1 —yYn 1)+ aRp + Ryyy

2(a(Yn—9 — Yn—2) + Rn_1) + aRn + Rnp1
3 (Yn—2 — Yn—2) + a®Ry_1 + aRy + Ry

4]
a

= " (Yo—w)+...+a’R,_1 +aR, + Rny1 .
Teda
Ak |a| <1la |Ry|<R pren=12,...,potom |Y, —y,| <c Vn.
Ak |a| > 1, potom |Y,, —y,| = 00 pre n — oo.
Ak |a|=1aak R, > Ry >0 Vn, potom |Y,, — y,| = oo pre n — oo.

V nasom pripade |a| = 1+ {5 > 1, a teda chyba rastie do nekonecna. O

Priklad 3.6 V sklenenej nadobe je tekutina, ktord ma v Case %y teplotu yo. Nech okolité
prostredie mé teplotu y a nech c je tepelnd vodivost’ skla, z ktorého je nddoba. Oznacme
yn teplotu tekutiny v éase t, = tg + nh, kde h > 0 je malé. Podl'a Newtonovho zakona
plati

yn-l-l_yn:Ch(g_yn,) n=01,2,...,
t.j-

Yn+1 = (1 — ch)y, + chy, n=20,1,2,...,
alebo inak zapisané

Yn+1 = ayp + b,
kde a =1 — ch, b = chy.
Fyzikilne zrejme plati, ze “v nekonetnom cCase” bude teplota tekutiny rovnakid ako v

okolitom prostredi. Skiimajme, ¢i to plati aj pre nasu postupnost’ y,. Zrejme

Ynt1 = ayn+b=a(ayn_1+b)+b=a’yp_1+ab+b=
= ="y +b(a"+a" T+ tat1) =
1—qant!

1—a
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b chy

To znamend, ze ak |a| < 1, potom y, — =, = T=(=ch) = Y ¢o je v sulade s fyzikdlnou

realitou.
Ak |a| > 1, potom y,, — oo, o je v rozpore s fyzikdlnou realitou.

Ked’ze ¢ > 0,h > 0 podmienka |a| < 1 znamend |1 — ch| < 1, t.j. ch < 2. Casovy krok
h je teda potrebné volit’ tak, aby h < % O

Poznamka 3.1 Ak pozndme hodnoty yo, y1, potom mdzeme konstantu ¢ vypocitat’ z rovnosti
Y1 — Yo = ch(§ — yo)- O

3.2 Linearna rekurentni relacia 2. radu
s konStantnymi koeficientami

Uvazujme najprv homogénnu linedrnu rekurentni reldciu

Yn+2 + blyn—|—1 + b2yn =0. (39)

Hladajme rieenie (3.9) v tvare

Hladdme teda také z # 0, aby platilo
22 b2 4 by =0, tj. 2"(2% 4 bz +by) = 0.
Ak je ¢islo z korenom polynému
p(z) = 22 + bz + by, (3.11)
potom postupnost’ (3.10) je rieSenim (3.9). Teraz si dve moznosti:
i) Ak polyném p md dva rozne korene z1, z3, potom {27}, {20} st dve riesenia (3.9).

it) Ak polyném p méa dvojndsobny koreni z, potom {z"} je rieSenim (3.9). V tomto
pripade je druhé riesenie rovnice (3.9) postupnost’

Y = n2" L. (3.12)
Plati totiz
(n42)2" T 4 bi(n + 1)2" + bonz"! = nz" (22 + bz + by) + 2"(22 + by) = 0,
lebo z je korefiom p aj p'.

Plati teda nasledujiice tvrdenie.

Veta 3.2 Nech b1,ba € R. Potom existuji dve linedrne nezdvislé postupnosti spfﬁajdce

(3.9).
DOKAZ: Stac¢i dokazat’ linedrnu nezdvislost’, lebo existenciu sme uz ukdzali.

Pripad i). Nech {21}, {2} s linedrne zdvislé. Potom existuje a tak, ze z' = azf, pre

n €L, tj. 20 =z, 2t = azd, €o je spor s tym, ze z1 # zs.
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Pripad ii). Podobne ako v pripade i), ak {z"}, {nz""'} st linedrne zavislé postupnosti,

potom 2% = 0,2! = 20 =1, &o je spor. -

Désledok 3.1 Mnozina vsetkijch postupnosti spl’ﬁajdcich (3.9) je linedrny vektorovy priestor
s dimenziou aspon 2. O

Veta 3.3 Dimenzia linedrneho vektorového priestoru vsetkyjch postupnosti spl;iajdcich (5.9)
je 2.
DOKAZ: Staci ukdzat’, ze dimenzia je najviac 2.

Nech X,Y st dve linedrne nezavislé postupnosti spiflajflce (3.9). Ukdzeme, ze ak Z je
postupnost’ spliiajica (3.9), potom existuji di,ds také, ze Z = d1 X + d2Y. Definujme
di,dy takto: Vektor (di,ds) € R? je rieSenim systému dvoch linedrnych algebraickych

rovnic o dvoch nezndmych
di1zo + d2yo = 2o,

diz1 + doyr = 21,

Ty Y di\ _ [ =
() (5)=(2)

7 konstrukcie bazy X,Y vyplyva, ze problém m4 prave jedno rieSenie. Definujme teraz

U=d X +drY.

t.j.

Ukdzeme, ze plati U = Z. Zrejme z (3.13) vyplyva, ze zp = ug, 21 = u1. Preto zo vztahov
(3.13) a (3.9) vyplyva

zg = —b1z1 — bozg = —b1u1 — boug = ug,
atd. matematickou indukciou. Podobne z_1 = u_1. O
Veta 3.4 Nech by, by, A, B € R,ng # n1 € Z. Potom ezistuje prdve jedna postupnost’ {yn }
spliiagica (3.9) a navyse yp, = A, yn, = B.

DOKAZ: Kazda postupnost’ Z spiflajﬁca (3.13) sa d4 pisat’' v tvare Z = d1 X + doY, kde
X,Y je baza skonStruovani v texte pred vetou 3.2. Koeficienty di,ds zvolime tak, aby
platilo

dll'no + d2?/no = A,

d1Tp, + doyn, = B,
210 2" d\ [ A
( 2 2yt d |\ B (3.14)
2y ngz™0 1 iy _ (A
( 2 npgm! ) ( d | \ B’ (3.15)

Matice systémov (3.14), (3.15) st zrejme reguldrne, ¢im je veta dokdzand. O

t.j. v pripade )

a v pripade ii)

Uvazujme teraz nehomogénnu rovnicu

Ynt2 + blyn-l-l + boy, = an42- (3'16)
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Veta 3.5 (princip superpozicie)

i) Nech V' je nejakd pevne zvolend postupnost’ spl’ﬁajdca (3.16). Potom kazdd postup-
nost’Y splriajica (3.16) sa dd napisat’ v tvare

Y=U+V,
kde U je vhodnd postupnost’ spliiajica (3.9).
ii) Naopak nech V spliia (3.16) a U spliia (3.9), potom
Y=U+V
splria (3.16).
DOKAZ:

i) Nech Y spiiia (3.16). Dosadenim dostdvame, ze U = Y — V spiiia (3.9).
i1) Této cast’ sa dokdze dosadenim. O

Kazdd postupnost’ spiiiajticu (3.16) mézeme teda dostat’, ak vieme riesit’ (3.9) a ak
pozname aspon jednu postupnost’ spiﬁajflcu (3.16). Teraz sa zameriame na hladanie
nejakej postupnosti spiiajicej (3.16). Najprv budeme uvazovat’ dva Specidlne pripady
pravej strany a,.

Pripad 1: Nech a, je polyném. Potom hl'adidme rieSenie v tvare polynému.

Priklad 3.7
Yn+2 = Ynt1 — 2Yn = 20° + 2, (3.17)

t.j. apyo = 2n? + 2. Hl'addme postupnost’ y, v tvare y, = An? + Bn + C. Dosadenim do
(3.17) dostdvame A = —1,B = —1,C = -3, t.j.

Yn = —n?—n—3. O
Pripad 2: Nech a,, = cq". RieSenie hl'addme v tvare
Yn = dq".
Po dosadeni dostdvame

dq" (q2 +big + bg) = cq" 2.

Oznaéme p(q) = ¢ + biq + bs.

Ak p(q) # 0, potom d = cg?/p(q).

Ak p(q) = 0, potom hladdme riesenie v tvare y, = dng" '. Po dosadenf
dostavame

dng""'p(q) + dg"p'(q) = cg"*?,
a teda

ak p'(q) # 0, potom d = cg®/p'(q).
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ak p'(q) = 0, potom hladdme rieenie v tvare y, = n2aq" 2. Po dosadeni
dostavame

n’dg"*p(q) + 2ndq" " 'p'(q) + ¢ 'd(4q + b)) = cg"?,
t.j. d =cq®/(4q + by). O

V dvoch Specidlnych pripadoch teda vieme najst’ asponn jednu postupnost’ spiﬁajﬁcu
(3.16). Vseobecny pripad riesi nasledujica veta.

Veta 3.6 Nech {a,} je dand postupnost’ (komplexnych) éisel, nech ng € Z, an, # 0. Nech
Z je rie§enie rovnice
Znt2 +bizpy1 + b2z =0

spl/ﬁaju’ce 29 = 1,2z_1 = 0. Potom postupnost’Y = {yn}7>,, 1 definovand pomocou

P
Yno+p = Z Zp—jOno+j (3.18)
j=0
spl’ﬁa

Ynt+2 + 01Ynt1 + b2yn = ang2, (3.19)
yno—l — 07 yno — a'ng- (320)
DOKAzZ: Staci dosadit’ (3.18) do (3.19), (3.20). O

Priklad 3.8 Nech
Yn+2 — 5yn+1 + Gyn = 0. (3.21)

RieSenie hl'addme v tvare y, = az™. Dostaneme
22 —52+6=(2—2)(z—3) =0,

21:2, 22:3.

Vseobecné rieSenie je teda
Yn = d12" + dy3".

Hl'adajme teraz riefenie (3.21) spliajtce

vo=1y=1. (3.22)
Teda
d120 +d230 =1
di2 +dy3 =1.
Odtial’ vyplyva d; = 2, d; = —1. RieSenie tlohy (3.21), (3.22) je teda postupnost’
Yn = 2n+1 —_3n, O

Priklad 3.9 Urcte y, tak, aby

Yn+2 — 2Yn+1 + Yn =0, yo=1, y1 =0.
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Riesenie: RieSenie hl'addme v tvare y,, = az™. Odtial

22—-224+41 = 0
(z—1)?% = 0 dvojndsobny kore.
Vseobecné rieSenie je teda
Yn = di + don.

Koeficienty di,dy maju spiflat’

(19)(5)-()

t.j. dy =1, do = —1. RieSenie je
Yn =1—n. O

Priklad 3.10 Urcte y, tak, aby

Yn+2 +Yn = 0. (323)
Riesenie: RieSenie hl'addme v tvare y, = az™. Plati

22 +1 0,

z1 :’i, z9 = —1.

Vseobecné rieSenie je
dii"™ + dg(—i)n.

Redlnu bazu priestoru postupnosti spiflajl'lcich (3.23) dostaneme pomocou partikuldrnych

() Y no_ (__\n
rieSeni takto: y, = # a Yy, = #, éize
]-a 07 _13 03
0, 1, 0, —1, O

Priklad 3.11 Vyrieste
Yn+2 = Ynit1 + Yn-
Riesenie: RieSenie hl'addme v tvare y, = az™. Teda
2—z—-1 = 0,

Z12 =

Vseobecné rie§enie je

Yn = di <l+§>n+d2 (1_@)"

2 2

Priklad 3.12 Nijdite y, tak, aby

Yn+2 — 0Yn+1 + Yyn = 0, yo=1, y1 =2.
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Riesenie: RieSenie hl'addme v tvare y, = az". Potom
2 —
z©—6z4+9=0,

teda
(z—3)2=0.

Vseobecné rieSenie méa tvar
yn = d13" + d2n3n_1.

Koeficienty di,dy maju spiflat’

(9)(5)-(2)

t.j. dy =1, do = —1. RieSenie je

Yn = 3" _ 371.—1

Priklad 3.13 Vyrieste

10
Ynt2 = 5 Ynt1 = Yn, yo = A, y1 = B.

Riesenie: RieSenie hladame v tvare y, = az™. Odtial

1
z2—§Oz+1=O,

teda

1
2123, 2225.

VSeobecné rieSenie je

Yp = d13" +do3 ™.
Koeficienty di,dy maju spiflat’

(3 1)(5)=(5)

t.j. dp = 338_’4, dy = QA%. Riesenie je

W= =

B-A A-B

gl—n.
8 8

Yn

Ak A # 3B, potom je rieSenie nestabilné, t.j. mald zmena implikuje velkd chybu.

Priklad 3.14 Urcte y, tak, aby

V5 —1
Ynt2 = —Ynt1 +Yn, Yo=1, y1 = 5

Riesenie: RieSenie hl'addme v tvare = az". Teda
n

22 4+2-1=0,
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teda
L= 79T 2T Ty g
Plati
L < <1 3 < < -1
2 Z1 ; 2 z9 .
VSeobecné rieSenie je
v5—1\" Vv5+1)"
Yn = d1 ( 2 +doy | — 5 .

Ak hl'addme rieSenie Spifl&jﬁce zaCiatotné podmienky, tak dy =1, dy = 0.
Ak dy = ¢ # 0 prevlada 27, t.j. nestabilita. O

Priklad 3.15 VyrieSte nehomogénnu ilohu

Ynt2 — Ynt1 — 2yn = 20° + 2, (3.24)
Y% =0, y1 =1 (3.25)
Riesenie: Jedno riesenie nehomogénnej rovnice je y, = —n? —n —3 (pripad 1). Vseobecné

rieSenie prislusnej homogénnej 1lohy je
d12" 4+ do(—1)",

lebo
22 —2—-2=
ma rieSenie
z1 = 2, z9 = —1.
Vseobecné riesenie (3.24) je
d12" + dy(—1)" —n? —n — 3.
Riesenie (3.24), (3.25) je

yp=3-2"—n? —n—3. O

Priklad 3.16 Najdite y, tak, aby

Yn+2 = 2Unt1 +yn = 1, Yo =9, y1 =8.
Riesenie: RieSenie hladdme v tvare y, = az". Cize
2 —224+1=(z—-1)%*=0.
Vseobecné rieSenie homogénneho problému je z, = d; + dan. RieSenie homogénneho

problému spiflajﬁce 2.1=0,2=1jez, =14+n.

Aplikujme vetu 3.6 pre ng =1 = a,, Vn; p = n — 1. Plati

n—1 n—1 n—1

Yn =Yign—1= D 2Zp—j-l =D [(14+n—-1)—j]=> (n—j) = —

3=0 j=0 j=0
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Potrebujeme eSte napasovat’ zaciatoéné podmienky. RieSenie hl'addme v tvare
1
Yp = di +don + §n(n +1).

Pre di,do dostdvame rovnice

dy =5
di+do+1 =8=dy =2,

a teda )
yn=5+2n+§n(n+1). O

3.3 Gronwallova lema

V tomto odseku sa budeme zaoberat’ spojitou i diskrétnou verziou Gronwallovej lemy. Spo-
jitd verzia hovori o tom ako z urcitej reldcie (nerovnosti) medzi funkciou a jej derivéciou
sa d4 dostat’ odhad pre samotni funkciu. V diskrétnej verzii si odvodime odhad ¢lenov
¢iselnej postupnosti spiflajl’lcej rekurentné nerovnosti. S aplikdciami oboch verzii Gron-
wallovej lemy sa mo6zme stretnit’ pri ziskavani apriérnych odhadov rieSenia obyc¢ajnych
diferencidlnych rovnic, parabolickych parcidlnych diferencidlnych rovnic atd’.

Lema 3.1 (Gronwallova) Nech r(t),h(t),y(t) si spojité redlne funkcie definované na
intervale [a,b], pricom r(t), h(t) > 0.

(i) Ak plati
t
y(t) < h(t) +/ r(s)y(s) ds pre a<t<hb,
a
potom
t ¢
y(t) < h(t) —|—/ h(s)r(s)exp (/ T(T)dT) ds
a S
je splnené pre vsetky t € [a, b].
(ii) Ak v pripade (i) navyse plati r(s) = C a funkcia h je neklesajica, tak
y(t) < h(t)eCt=) pre a<t<b.

t
DOKAZ: (i) Oznatme z(t) :/ r(s)y(s)ds. Potom existuje 2’ a plati
a

2'(t) —r(t)z(t) < h(t)r(t).

t
Oznatme teraz w(t) = z(t) exp (— / r(s)ds). Z poslednej nerovnosti vyplyva
a

w'(t) < h(t)r(t) exp (— /atr(s)ds>.

Pretoze w(a) = 0, integrovanim dostaneme

w(t) < /at h(s)r(s)exp (— /as ’)"(T)dT) ds,
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teda

/ h(s)r(s)exp (/t (T)dT) ds.

Pomocou y(t) < h(t) + z(t) dostaneme napokon pozadované tvrdenie.
(12) Jednoduchym vypoétom mdme

Lema 3.2 (diskrétna verzia) Nech {A;},{a;} si postupnosti nezdpornijch redlnych éisel
aq>0. Ak pre i € N plati

i—1
a; < Ai+3 a5, (3.26)
j=1
potom
-1
a; SAz’+quZqu, i EN.
j=1
DOKAZ: Pre i > 2 definujme
( - - - kn—l_l
ZZZ - Y A, pre0<n<i-—2,
Jj=lki=1ka=1 kn=1
S(n,i) =< izl
Z Aj pre n =0,
j=1
L 0 pren > ¢ — 2.

Ak pouzijeme rekurziu (7 — 1)-krdt v (3.26), dostaneme
i—1
a; < A; + QZ ¢"S(k,i).
k=0

Matematickou indukciou vzhladom na n a pouzitim faktu, Ze (;) = 0 pre z < y, sa da
dokazat’

S(n,z'):i_zlAjC_l_j), n > 0. (3.27)
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Takze moézme pisat’

i—1 i—j—1 i—1—
a; <Ai+qd Aj|l1+ qu< L )

i1 [ i—j-1 g ik
—A+qY 4 1+ Y %H(l— K )]

j=1 k=1 : =1

1—1
<A;+gq z Ajeq(i_j)
j=1

i1
<A +e”) Ajg. O
j=1

Priklad 3.17 Ukdzte, Ze rieSenie u(t) parabolickej diferencidlnej rovnice tvaru

du(t)
dt

- G,’U,(t) = f(t)a te (OaT)’ (328)
u(0) = wuy
je ohranicend funkcia, t.j. 3C > 0: |u(t)| < C pre t € [0,T].

Riesenie: Integrovanim diferencidlnej rovnice (3.28) a pouzitim Newtonovho-Leibnitzovho
vzorca dostaneme

t
u(t) — ug = / lau(s) + f(s)]ds .
0

t
Ozna¢me h(t) := / |f(s)|ds + |ug|. Potom
0

t
w()] < h@) + lal [ fus)|ds -
0
Pouzitim spojitej verzie Gronwallovej lemy 3.1 dostaneme pre rieSenie v odhad
t
lu(?)| < h(t) + |af / h(s)e! *ds .
0

Za predpokladu, ze f € C([0,T]) existuje konstanta M > 0 takd, ze

max h(t) <M .
0<t<T

Potom

t
lu(t) < M+ |l M/eHds
0

t
< M—I—\a|M/ers
0

< M +a|MTe! = C . O
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Cvicenie 3.1 Nech A = (a;;)nxn je dand Stvorcovd matica. Jej determinant sa dd
rekurentne vypocitat’ pomocou rozvoja podla niektorého riadka. Analyzujte vypoctovia
zlozitost’ tohto rekurentného vypoétu, t.j. vyjadrite pocet operdcii (s¢itovani, ndsobeni)
ako funkciu n.

Cvicenie 3.2 Dokazte (3.27) pomocou matematickej indukcie vzhladom na n.

Cvicenie 3.3 V rovine je danych n priamok vo vS8eobecnej pozicii, t.j. Ziadne dve nie
su paralelné a ziadne tri sa nepretinaju v jednom bode. Nech a, je potet podoblasti, na
ktoré je rovina tymito priamkami rozdelend. Zrejme a9 =1, a1 =2, a9 =4,a3 =7,....
N3§jdite rekurentnu reldciu pre a,, a pomocou nej odvod’te explicitni formulku pre a,,.

Cviéenie 3.4 Lucasova postupnost’ je dani rekurentnou relaciou
Ly = Ly—1+ Ly—o, n>2

so zadiatotnymi podmienkami Ly = 2,L; = 1. Odvod’te explicitnii formulku pre L,, pre
n > 0.

Cvigenie 3.5 Dani je rekurentni relicia
an = 20,1+ 1, n>1

so zaciatoénou podmienkou ay = 0. N§jdite explicitny vzorec pre a, ak n > 0.
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Kapitola 4

Aproximacia funkcii

Predstavme si, ze naSou ilohou je opisat’ rozlozenie pédneho zneéistenia danou chemikéliou.
K dispozicii mame meracie pristroje. Jednotlivymi vrtmi odoberieme vzorky pody, ktoré
potom podrobime analyze. Problém spoéiva v tom, Ze nie je mozné aby sme takto “zmapo-
vali” celd oblast’ (na to nikdy nie je dost’ penazi ani ¢asu). Takze nakoniec sa musime
uspokojit’ len s koneénym poctom merani. Nasou ulohou je vSak ziskat’ dostatoéne presny
opis znecistenia celého tzemia. Musime teda nejakym sposobom “prediiit’ ”namerané
hodnoty na celu oblast’. Samozrejme toto prediienie, pri zachovani nameranych hodnét,
sa dd urobit’ mnohymi sposobmi (linedrnou aproximdiciou, polynémami, exponencidlnou
funkciou,...). Vhodna volba zdvisi od konkrétnej situicie i fyzikdlnej intuicie. V tejto
kapitole si rozoberieme niektoré moznosti.

4.1 Interpolacia polynémom

Uvazujme nasledujicu tlohu: Nech su dané éisla z;,y; € R pre ¢ = 0,1,2,...,n, pricom
x; # xj pre ¢ # j. Hladdme polyném p stupia najviac n, pre ktory plati

p(z;) = yi, 1=20,1,2,...,n. (4.1)
Motivacia:

a) v; si namerané hodnoty nejakej veli¢iny zdvislej na nezdvisle premennej z, chceme
cez ne prelozit’ funkciu

b) y; = f(x;), chceme jednoduchsie, resp. priblizné vyjadrenie f.
Oznagcenie: P,, zna¢i mnozinu vSetkych polynémov stupna najviac n.

Veta 4.1 Nech z;,y; € R pre i = 0,1...,n, pricom x; # x; pre i # j. Potom ezistuje
prave jeden polyném p € P, tak, Ze plati (4.1).

DOKAZ:

Jednoznaénost: Nech py, ps € P, spinaji (4.1). Potom polyném r = p; — p, spiia
repP,, r(r)=0 ¢=0,1,...,n,apretor=0,t.j. p1 = po.

Existencia: Hl'ad4ame polyném p v tvare

n
p(z) = Z a;z’.
i=0
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Zo vztahu (4.1) dostaneme systém n + 1 linedrnych algebraickych rovnic pre n + 1
neznamych, ktoré moézeme zapisat’ takto

1 xg a:% N 11 ag 20
1 z 22 z? a
1 ... 1 1 yl
= . (4.2)
1 2 )
Tn Ty ... Ty an Yn

7 jednoznacnosti, ktoru sme prave dokdazali vyplyva, ze matica tohto systému m3d
nenulovy determinant a z toho dostaneme existenciu pre l'ubovolné hodnoty

Yo,Y15---5Yn- O

Poznamka 4.1 Polyndm p z vety 4.1 sa nazyjva interpolacny polyndm.

Poznamka 4.2 Uvedend matica sa nazyjva Vandermondova matica a pre jej determinant
plati det = 1_[(:10Z —zj).
i£]
Vypocet koeficientov a; zo systému linedrnych rovnic v predchadzajicej vete je dost’
nepohodlny. Preto uvedieme iné tvary interpola¢ného polynému, ktoré sa pohodlnejsie
pocitaju.

Oznactme

I (z) = (x—zo)(x —z1) ... (z —zj_1)(@ — Tj41) ... (z — zp) ’ (4.3)
(zj — zo)(xj — x1) ... (x5 — zj—1)(zj — Tjq1) ... (Tj — n)
pre j =0,1,...,n.
Zrejme lj € P, l](.’L'Z) = 6ij, 1,7 =0,1,...,n.

Polyném
n
p(z) =) yilj(z) splia pe Py (4.4)
=0

a naviac

a preto (podla jednoznac¢nosti z vety 4.1) ide opét’ o interpola¢ny polyném. Tvar (4.4) sa
nazyva Lagrangeov tvar interpola¢ného polynému.

Priklad 4.1 Nech zg = 0,21 = —1,22 = 1,90 = 1,91 = 2,2 = 3. N4jdite polyném
druhého stupia tak, aby

p(xZ) = Y, 1=0,1,2.
Riesenie: Dosadenim hodnét do (4.4) mame

(4 1)(z—-1) (z —0)(z — 1) (x —0)(z+1)
p(e) (OO D (R ) 5 ) | S ) R G YE R D
1 3,
:1+§m—l—§x. O

Oznacéme teraz

0,n-1
p Y

€ P,_1 polyném Spiflajﬁci pgboﬂfl) () =i, i =0,1,...,n—1,

pgﬁ) € P, 1 polyném Spiflajﬁci p(nlﬁ) (z4) =y, i =1,2,...,n.
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Pozrime sa teraz na polyném

1 0,n—1 1,n
p(z) = p—— [(:z;n — :z:)pgk1 )(:1:) + (z — xo)pshl) (m)] ) (4.5)
n

Platipe P, a

plzo) = P (o) = Yo,

p(wn) = pgl_,q) (37n) = Yn,

o On—1), o (tn),, .

plzi) = (Tn — Ti)pp2q SESZZ)—ZE)IZ To)py 1 (T4) oy i=12...m—1,

a preto je to opit’ interpola¢ny polyném. O

Oznacme este py € Py, polyném spiﬁajl'lci pe(xi) =y = f(z;), 1=0,1,...,k. Zrejme
P =DPn-

Plati
po = f(zo),
_ f)—f(®a) (.. _ _ _
pi(z) = f(wo) + == (¢ — @0) = po(z) + c1(z — 20),
p2(z) =pi(z) + c2(z — z0)(z — 1),
P(z) =pn_1(z) +en(z —z0) (T —21) ... (T — TYy1),4
pricom pre koeficient ¢;, k = 1,2,...,n dostidvame

flzr) — pr—1(zk)
(:Ek — x())(.’Ek — .’El) . (.’Ek — .’Ek_l) )

Cr =

Ako vyzerd koeficient pri " 7 Ozna¢me

flzo,...,zn 1] koeficient pri 2" ' v polynéme pgoinl_l),

flz1,. .., zn] koeficient pri  z"~! v polynéme pgﬂ),

flzo,- .., zn] koeficient pri  z" v polynéme pslo’n).
Zo vztahu (4.5) vyplyva

1
flzoy---yzn] = pra— (flz1,---yzn] — flzo, ...y 2n—1]) - (4.6)
n
Teda
flmo] = f(zo),
floo, 1] = g (f(@1) — f(x0)),
flzo,z1,m2] = £ 1 75 (flz1, z2] = flzo, 21])-

Cisla flzo,z1,...,2,] sa nazyvaji Newtonove pomerné diferencie. Interpolaény polyném

v Newtonovom tvare je teda

p(z) = flzo] + (z — m0) flmo, 1] + (= — m0) (z — 71) f[T0, 71, T2]

(4.7)
+...+(z—z0)(z—x1)...(x — 2p_1) flzOs - - -, Tna)-
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Lema 4.1 Pre pomerné diferencie plati

f[xo,...,xn]zzﬂ'

F=0 1] (2 — m3)

s

S
ol
> O

DOKAZ: Pouzijeme princip matematickej indukcie vzhladom na n. Pre n = 0 plati f[zo] =

f(zo). Nech tvrdenie plati pre n. Dokdzme ho pre (n + 1). Pouzijeme pritom rekurenciu
(4.6).

f[xo,...,xn+1] _ f[331;...,$;+1] :f[:vo,...,a:n]
n+1 — 20
_ 1 ’il floe) i F(zx)
Tnitl — X0 n+1 oy
k=1 H (Iﬂk — xz) k=0 H(ivk . :Ifz)
o A
= 1 f(xn—kl) . f(mo)
Tp+1 — T0 H(wn+1 — ;) H(xo — )
=1 i=1
= ﬁ (zp—a;) F It TETAO
iz
n+1 n —
[[@—a) Il@ne—20 = @ -2
i=1 i=0 =
n+1
f ()
- Z n+1 .
k=0 H (xk _ .’BZ)
iz
Schéma vypoétu Oznacme D" f[z;] = f[zi, Tit1, - . ., Tigr|. Vypolet z;, f(xi), fl@i, Tiv1],

D?f[x;], D3 f[z;], D*f[z;],... je schematicky znizorneny na obrazku 4.1.

ALGORITMUS NA VYPOCGET DT f[x]
Vstup  z;,d; = f(z;)) i=0,1,2,...,n
1. Pre:=1,2,...,n
2. Prej=n,n—1,...,1
dj = (dj —dj—1)/(zj — zj-i)
3. Vystup d; = f[zo,. ..,z
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i f(zi) flzi, Tiva] D2 f[;] D3 fz] D* f[]

Obr. 4.1. Newtonove pomerné diferencie

ALGORITMUS NA VYPOCET HODNOTY p(t) (VARIANTA HORNEROVEJ SCHEMY)
P6vodnd Hornerova schéma je

n
V(t) = Eaiti = (((ant + apn—1)t + an—2)t + ...+ a1)t + ag
1=0

Vstup a;,1=0,...,n;t,n
V =an
prei=n—1,...,0
V =Vit+a;
vystup V
ALGORITMUS NA VYPOCET NEWTON
Vstup n, t, z;, d; = f[zo,...,z;] i=0,...,n
1. p=d,
2. Prei=n—-1,n—2,...,0
p=pt—zi)+d;
3. Vystup p(= pn(t)) Koniec
Pozrime sa teraz na chybu, ktorej sa dopustime, ked’ nahradime f pomocou p.

Veta 4.2 Nech z;,y; € R,i =0,1,...,n;2; # xj pre i # j. Oznaéme I; najmensi interval
obsahugiici zo,x1,...,Tn,t. Nech f € C"t1(I;). Potom ezistuje & € I; také, Ze

F#) = p(0) = (6= m)(t = @) - (1 = ) D E),

(n+1)

kde p je interpolacny polyném spliiajiici p € Py, p(z;) = f(z;), pre i =0,1,2,...,n.
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DOKAZ:

a) Nech ¢ je Tubovolny, ale pevne zvoleny bod taky, ze ¢t # z; pre i = 0,1,2,...,n.
Oznacme

E(z) = f(z)—p(2),
P(z) = (z—=0)...(x—=n),

G(z) = E(z)-— ME(t), xz €I

P(t)
Funkcia G mé (n + 1) spojitych derivécii na I;. Plati

Gz) =0, i=0,...,n, G(t)=0,

t.j. G mé aspon(n 4 2) korefiov v I;. Preto G’ m4 aspoii (n+ 1) korenov v I;, G(+1)
m4 aspon jeden koreni v I, t.j. 3¢ € I; : G (€) = 0.

Plati
_ ey _ gty ey _ PTHE _ 1)y (1)
0=G"(&) =E"(¢) o0 E(t) = f"77(6) 0 E(t),
a teda f(TH-l) ©
E(t) = ) P(t).

Takze dostaneme
FD ()

G(x) = f(@) ~pla) () Ty

Odtial’ vyplyva pozadovana rovnost’ pre x = t, lebo G(¢t) = 0.

b) Nech t = z; pre nejaké i, potom teda f(t) —p(t) = f(z;) —p(z;) = 0 a plati tvrdenie
vety. O

Désledok 4.1 Pre vsetky t € I plati odhad

£ = p(8)] < max

(n—l—l) (t—xo)(t—xl)...(t—xn)
o]l oy -
4.1.1 Chybova formula pomocou diferencii

7 vety 4.2 vyplyva
1

1O = pn®) = oy /O - st =) (= ). (48)
Z lemy 4.1 dostaneme
[P B (O B f (@)
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Odtial’ vyplyva

10 =3 f@) [T - + flao,. .. ,2a, 8 [[(¢ — )
k=0 z:g g =0
1=0
Porovnanim s (4.8) mame
0,1t = g SO,

Preznacme t = x,,+1,n + 1 = m. Dostidvame
1 rom)
flzo, - zm] = m'f &), Yeel,, .

Poznamka 4.3 Neplati vo vSeobecnosti

n—,o

Vo max |f(z) — pa(z)| — f(2).
z€[a,b]
Kontraprikladom je Rungeho funkcia f(z) = ﬁ,—5 < z < 5. Konvergencia sa da

niekedy dosiahnut’ pomocou Specidlnej volby uzlov xy,x1,...,T,. O

4.2 Hermiteova interpolacia

Uloha: Dané zi, Yi Yy €R, 1=0,1,2,...,n; z; # z; pre i # j. Hladdme taky polyném
p € Popt1, pre ktory plati

p(z:i) = i, p'(wi) = yé, 1=0,1,2,...,n.

Veta 4.3 Nech z;,y;,y; € R, i = 0,1,...,n, z; # x; pre i # j. Potom existuje prdve
jeden polynom h € Py 1, pre ktory plati

h(zi) = yi, K(z:) =y (4.9)
DOKAZ:
Jednoznacnost: Nech hi,hy € Poniq spinaji (4.9). Potom r = hy — ho spiia r(z;) =

(z;) = 0prei =0,1,2,...,n, a teda z;, 1 = 0,1,...,n si dvojnisobné korene.
Preto r = 0.

Existencia: Vzt'ahy (4.9) urCuju systém 2n + 2 rovnic o 2n + 2 nezndmych. Existencia
vyplyva z jednozna¢nosti tak ako vo vete 4.1. O

Oznacme
hi(z) = [1 = 2lj(z)(z — z:)] 1F (@),

hi(z) = (z — 2;)l3(x),
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o f(zo)

flzo, o]

o f(zo)

flzo, zo, 1,1, 22]

1 f(z1)
z1 f(z1)
z2  f(z2)
zy  f(z2)

Obr. 4.2. Schéma

pricom [; st uréené vzt'ahom (4.3). Plati

Preto

h(z) = Z yihi(z) + Z yihi(z) (4.10)

spina (4.9). Vztah (4.10) sa nazyva Lagrangeov tvar Hermiteovho interpolaéného polynému.

4.2.1 Newtonov tvar Hermiteovho interpola¢cného polynému

Podobne ako pri interpola¢nom polynéme sa aj Hermiteov interpolaény polyném da vy-
jadrit’ pomocou pomernych diferencii v Newtonovom tvare

po(z) = f(20),
pi(z) = f(zo) + f'(z0)(x — o),

pa(z) = f(xo) + f'(wo)(x — o) + flwo, z1](z — z0)?,

p3(z) = f(zo) + f'(z0)(z — zo) + flz0, T0, 21](% — 20)* + f,(gl) (x — z0)%(z — z1),

pal®) = flwo] + flzo, 30)(w — 20) + flwo, 70, 31)(x — 20)?
+f 20, z0, 71, 21 (x — 30)*(x — 71)
+ .o 4 flwo, 0, 1,21, - ., Tp—1, Tp—1, Tn)(z — 30)% ... (3 — Tp—1)?

+F120s T0y - - Tr—15 T 15 Ty T} (T — 20)2 - - . (T — 1) (2 — ).
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Tu sme pouzili oznacenie napr.
flzo, o] = f' (o),

flzo, zo, 21] = g5 (flz1, 20] — flwo, o))

Priklad 4.2 N3jjdite Hermiteov interpolaény polyném tak, aby platilo
pV(o) = f9D(z0), 0<j<k,

pre dany bod zg.

Riesenie: Pouzijeme Taylorov rozvoj funkcie f v bode zy a dostaneme

f'(20) F®) (o)

p(z) = f(zo) + T(ZE —z0) + ... + —(z — xo)*.

k!

4.2.2 Chyba Hermiteovej interpolacie

Veta 4.4 Nech si splnené predpoklady vety 4.3 a f € C?"*2(I;). Potom 3¢ € I

Fe2()

m(x —z0)?...(z —z,)2

f(z) = h(z) =

DOKAZ:

a) Nech z je l'ubovolny, ale pevne zvoleny bod taky, ze z # z; pre i = 0,1,2,...,n.

Oznacme
Qn(z) = (z —20)?... (z — z,)?,

Funkcia 9 ma 2-ndsobné korene zy ...z, a jednoduchy koren z. To je spolu 2n + 3
korefiov. Vieme, 7e 1) € C?"+2)(I;). Preto 1(*"+2) m4 aspoii 1 koreii. Teda existuje

¢ € I, také, 7e (212 (£) = 0. Preto

0= ¢(2n—|—2) (f) — f(2n+2) (6) _ (2n + 2)!]‘.(3:) — h(.’l}) ]

Odtial vyplyva f(z) — h(z) = %Qn(w)

b) Nech z = z; pre nejaké i. Potom teda f(z) — h(z) = f(z;) — h(z;) = 0 a tvrdenie

vety plati.

4.3 Splajny

O

Doteraz sme pri interpolacii pouzivali polynémy vyssich radov. Zvol'me teraz iny pristup.
Rozdel'me dany interval na vicsi pocet podintervalov a na kazdom z nich pouZime inter-

poléaciu polynémammi niz§ich radov.
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Definicia 4.1 Necha =z9 < z1... < xp, =0b, y;,i = 0,...,n sd dané &isla. Hovorime,
Ze funkcia s € C([a,b]) je linedrny interpolacény splajn, ak s(x;) = y;, 3|[l'i—1,-1'i] € P.

Splajny sa pre svoje vlastnosti pouzivaju pri rieSeni réznych tloh. NajdolezitejSie vlast-
nosti si ukdzeme v d’alSom texte.

Veta 4.5 (aproximdcia linedrnym splajnom) Nech a = 29 < z1... <z, = b, y; €
R, i=0,1,...,n, y;i = f(z;), kde f € C*([a,b]). Nech s je prislusny linedrny interpolacny
splagn. Potom existuje C' > 0 také, Ze

Vz € [a,b]  |s(z) — f(z)| < Ch?,

kde

h = max |zi — zi1].

DOKAZ: Zrejme plati pre z € [z;_1,z;]

T —Tj-1

s(z) = flwia1) + (f (i) — f(zi-1)).

Ti— Ti-1
Dalej pomocou vety o strednej hodnote pre nejaké ¢ € [zi—1, ;] mdme

flzi) — f(@i1)

Ty — Ti—1

= f'(6).

7 Taylorovho rozvoja dostaneme

£) = o) + o) - zi) + 710} E =T

pre nejaké 0 € [z;_1,z]. Teda
Fle) — s(z) = (@~ zit) [Fmi) — £ + £(0) C =i

oy 2
= (5 =z ) " () (w1 — &) + fr(0)E=Ti=)
pre nejaké 7 € [z; 1,&]. Odtial’ vyplyva

|f(z) = s()| < Ch?. m

Definicia 4.2 Howvorime, Ze redlna funkcia s : [a,b] — R je kubicky splajn, ak S|[w¢71 2] €
Py a s € C%[a,b]). Hovorime, Ze s je kubicky interpolacny splajn, ak s(z;) = wvi,

1=0,...,n.

n+ 1 interpolicia,

n — 1 spojitost),

n — 1 spojitost’ 1. derivécie,
n — 1 spojitost’ 2. derivacie,
teda spolu 4n — 2. Este treba predpisat’ 2 podmienky.

Koeficientov je spolu 4n. Podmienok je
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Konstrukcia kubického splajnu
s € P3 na [m,,:cH_l] = §" € P na [z;,xzi41]-
Oznaéme s"(z;) = M;, h; = z;41 — z;. Zrejme

1
s"(z) = iy (it1 —2)M; + (2 — z;) M1 na [z, ;1]
1

(s" takto definovand je spojitd). Integrovanim dostaneme
1
s(z) =

E [(-Ti—f—l — .’I,')SMZ' + (ZE — .’IIZ')3MH_1:| + C,'(.’IIZ'+1 — .’IJ) + DZ(.’E — .’I,'Z)
%
M3 platit’

L hiM; 1 hiM;
s(zi) = yi, s(@it1) =Yiq1 = Ci = % =, D;= Yirl Dl

h; 6
t.j. na [z;, Ti41]
s(z) = GLhZ [(zit1 — )M + (z — 73)> M ]

+7- [(®iv1 — 2)yi + (2 — i) yiv1]

— ¢ (i1 — 2)M; + (3 — 2) M ] -
Zatial mame spojitost’, interpola,cm'l vlastnost’, spojitost’ 2. derivacie. ES§te zostdva
zabezpecit’ spojitost’ 1. derivicie. Na [z;, z;11] plati
1

1 1

s'(z) = o (—($i+1 — )’ M; + (z — -Ti)QMz‘-}—l) + h_i(yi-}—l — 1Y) — E(Mi+1 — M;)h;.

Na [z;_1,z;] plati
1 i — Yi— 1

S’(.T) = 2hi_1 (—(.’IIZ - LE)QMZ'_l + (LE — .Ti_l)QMi) + % — E(MZ - Mi—l)hi—l-
M3 platit’ spojitost’. Teda po tprave

hi 1 hi+h; 1 hi _ Yl — Y Yi—Yi1

M;_ —M; M; — =1,2,. —1
g it 3 Z+6 o hi hi—1 P Sl

Este moézeme predpisat’ chybajice dve podmienky

Sl(a;()) = y()a Sl(xn) = y:za

t.j.
%QMO +%QM1 _ylhoyO yé’
hn hn ! Yn — Yn—1 )

_G_M" 1 -|——3—M =Un— T,
Méame teda n + 1 rovnic o n + 1 nezndmych

h h - !
_3(1 —GQ M, ylhoyo —yh
ho hoth:i h1 y2h—y1 _ylh—yo
6 3 6

hi  hithy he ! 0

6 3 6

hnfz hn 2+hn 1 hnfl
2 3 6
hp—1 hn_—1 M. yl _Yn—Yn—-1
6 3 n n hn—1
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Prislusnd matica je symetrickd diagonalne dominantnd, a teda reguldrna.

Priklad 4.3 Rozhodnite, ¢i funkcia

B+ pre a<z<0

f(f):{ 3

z2—z pre 0<xz<bh

je kubickym splajnom.

Riesenie: Funkcia f je po Castiach kubickym polynémom, pricom plati f(0) = 0,

lim f'(z) = 1 a lim f'(z) = —1. Prva derivicia teda nie je spojitd, t.j. f nie je
z—0_ z—04
kubickym splajnom. O

Priklad 4.4 Pre ktoré hodnoty a,b, ¢, d, e bude funkcia

a(z —2)? +b(z —1)3 pre z € (—o0,1]
flz) = c(z —2)? pre z € [1,3]
d(z —2)? +e(z —3)3 pre z € [3,00)

kubickym splajnom? Uréte hodnoty a,b,c,d,e tak, aby funkcia f interpolovala body
(0,2), (3,2), (4,6).

Riesenie: Vyrazy (x—1)% a (z—3)3 spolu aj s ich prvymi i druhymi derivdciami v nadpéjacich
bodoch sa rovnaji nule. To znamend, Ze na hodnotach b, e nebude zilezat’. Ostatné cleny
z definicie funkcie f obsahuji vzdy (z — 2)?. Teda ak a = ¢ = d, tak f bude kubickym
splajnom.

Interpola¢né podmienky implikuju

da—b =2
c =2
4d +e =6.
Odtial’ dostaneme a =c=d=2,b=06,e = —2. O

Vlastnosti aproximécie kubickymi splajnami
Nasledujiica veta vyjadruje vlastnost’ minimalnej krivosti'.

Veta 4.6 (minimdlna krivost’) Nech
9 €C%([a,b), ¢'(a) =y g'(b) =uyn,
9(zi) =i, i =0,1,...,n.

Nech s je prislusny kubicky interpolacny splajn.
Potom

[ @ras [ @) e

a

"Krivost’ krivky f(x) je dand jej druhou derivéciou f(z).
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DOKAZ: Ozna¢me k(z) = s(z) — g(z). Plati

b b b b b
/ g (x)dx = / (s" — k")2dx = / s"dx — 2/ K"s"dx + / k" dz.
a a a a a

Ale
b nolormig n-1 Tit1
[swian = 3 [ swtan = Y (W - [ wsvas)
e i=0 7% i=0 i
n—1 n—1 Tit1
= Y WsER - [ K=o,
i=0 i=0 Ti
lebo .
Zi+1 ,
/ Kde = k(z41) — k() = 0
;
a navyse
n—1 n—1
SRS = 3 K (@) (@) — K (0:)s" (@)
i=0 1=0

=0. O

Pozndmka 4.4 Viastnost’ minimdlnej krivosti majui aj tzv. prirodzené kubické splajny,
ktoré spliiaji s"(zq) = s"(z,) = 0 a vtedy teda staci, aby g € C2([a,b]) a g(z:i) = ui
pre i = 0,1,2,...,n. Potom pre prirodzeny kubicky splajn s tieZ plati tvrdenie predchd-
dzajicej vety.

O kvalite aproximacie funkcie kubickymi splajnami hovori d’alSia veta. Jej dokaz tu
neuvadzame.

Veta 4.7 (aproximaénd vlastnost’) Nech f € C*([a,b]). Nech T, je postupnost’ deleni
intervalu [a,b], t.j.

%::a::v(()n) <x§")<...<x(721<$,(1"):b.

n

Oznadéme

Tn| = max ‘an) — g™ ‘ .
| n| 1<i<n 2 1—1

Nech sy, je kubicky interpolacny splajn prislichajici funkcii f pri deleni T, t.j.

8n € 02([0',1)]7) 8”'[%?,55?4.1] € b,

s'(a) = f'(a), s'(b) =f'(b), s(zi)=f(zi)
pre i =0,1,...,n. Potom ezistuji také konstanty C; (j =0,1,2), Ze

max ‘f(j)(x) —sgj)(w)‘ <Cj |7;1|47j max f(4)(:(;)‘

z€[a,b] z€[a,b]

pre 5 =0,1,2.
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Cvicenie 4.1 Na interpoldciu funkcie e~ na [0, 2] bol pouzity polyném 20-teho stupiia.
Aky je odhad chyby interpolicie?

Cvicenie 4.2 Ukazte, Ze maximalna chyba linedrnej interpoldcie je ohranicend ¢islom
M (g — z1)% kde M = max |f"(z)|.

T1<c<T2

Cviéenie 4.3 Rozhodnite, ¢i funkcia f je linedrnym splajnom, pric¢om

T -1 <z <£0,5
f(z)=4¢ 0,54+2(z—0,5) 0,6 <z <2
z+1,5 2 <z <4

Cviéenie 4.4 Nech st dané body 0 = zo < z1 < 20 < ... < ZTp_1 < xp, =1pren >1
a hodnoty y; € R, 4 = 0,1,...,n. Nech s € C([0,1]) je linedrny interpolaény splajn a
funkcia g € C1([0,1]) splha g(z;) = vi, i = 0,1,2,...,n. Dokdite, ze plati

/1(51(33))26155 < /1(gl(:13))2dac .
0 0

Cvicenie 4.5 Zostrojte kubicky splajn s uzlovymi bodmi {0, 1, 2, 3}, ktory je kvadraticky
na [0, 1], kubicky na [1,2] a kvadraticky na [2, 3].

Cvicenie 4.6 Navrhnite hodnoty parametrov a, b, ¢, d tak, aby s bol kubicky splajn taky,
ze hodnota

2
[ " (@)
0
je minimdlna, kde

3+z— 923 0<z<l1
s(z) = ) 5
a+blx—1)+c(lz—1)*+dz—1) 1<z<2

Cvicenie 4.7 Nech s je kubicky splajn s uzlovymi bodmi #; < ts < ... < t,. Predpok-
ladajme, 7e na intervaloch [t1, 5], [t3,t4] sa s redukuje na linedrny polyném. Co mozeme
povedat’ o splajne s na intervale [to, t3]?

Cvicenie 4.8 Predpokladajme, ze s(z) je interpolaény splajn m-tého stupiia na intervale
[@,b] s n uzlovymi bodmia =t <te < ... <ty =0b.

a) Kolko podmienok je potrebnych na jednoznaéné uréenie splajnu s na [a, b]?

C

)
b) Kolko podmienok je definovanych z interpolatnych podmienok v uzlovych bodoch?
) Kolko podmienok sa dé ziskat’ zo spojitosti derivacii?

)

d) Kolko dodatoénych podmienok je este potrebné ziskat'?
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Kapitola 5

Metéda najmensich Stvorcov

Myslienka metédy najmensich §tvorcov (MNS) spociva v tom, Ze hl'adant funkciu (dand
spojite alebo diskrétne) aproximujeme polynémom tak, aby bol “sti¢et §tvorcov odchyliek”
¢o najmensi.

V d’alsom budeme uvazovat’ zvlast’ spojiti a diskrétnu verziu MNS. Symbolom P,
oznatujeme mnozinu vietkych polynémov stupiia najviac n (< n). Vsetky dvahy budeme
robit’ na intervale [—1, 1.

5.1 Spojitd verzia MNS

Majme dantd funkciu f € C([—1,1]). NasSou tlohou je néjst’ polyném p € P, tak, aby
platilo

1 1
[ G-pras< [ (f-ads  VaeP. (5.1
~1 -1
Pozndmka 5.1 Namiesto nerovnosti (5.1) by sme mohli vyzadovat’ nerovnost’

1 1
[ r=plds< [ \f—dds Vg€ P

Zddvodnite, preco je volba (5.1) vihodnejsia. O

Priestor P, je kone¢norozmerny podpriestor linedrneho priestoru C([—1,1]). Predpisom

(t.9)= [ 11 fg d (5.2)

mozeme zaviest’ v C([—1, 1]) skaldrny siéin a predpisom

o) = ([ 7-aras) (5.3

metriku.

Nerovnost’ (5.1) moézeme teraz prepisat’ do tvaru

P*(f.p) <p*(f,a) Vg€ P,
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¢o je ekvivalentné s nerovnost'ou
p(f,p) < p(f,q) Vg€ P

Hladdame teda taky prvok p z priestoru P,, ktory je najblizSie k danému prvku
f € C([-1,1]) v zmysle metriky (5.3).

Nech ¢;,1 = 0,1,2,...,n je nejakd baza priestoru P,. Potom ku kazdému ¢q € P,
n

existujd ag, a1, ...,an € R také, Ze ¢ = »_aip;. Hladdme teda ag,a1,...,an € R také,
=0

1 n 2 1 n 2
/ (f—Zaicpi> dxg/ (f—Zbigoi> dr Vby,...,b, € R
-1 i=0 -1 i=0

Ak oznacime

aby

1 n 2
F(G'Oa'-- 7an) :/ (f - ZG’ZSOZ> d$a
=0

-1

potom hladdme bod minima funkcie F : R*t! — R t.j. také ao,...,an € R*T1 ze
F(ag,...,a,) < F(bo,...,b,)  Vbg,...,b, € R*TL (5.4)

Upravme teraz vyraz, ktorym je dand funkcia F

1 n 2
F(G,(),...,G,n) :/1 (f_zaz@z> dz
- i=0
1 n 1 non 1
:/ dex—ZZai/ f(pz-dx-l—ZZaiaj/ pipjdx
-1 i=0 Y1 i=0 j=0 -1
=u—2a’-d+a’ - Ca,

pricom sme oznacili

1
C e RTDX(n+1)  maticu s prvkami ¢;; = / wipidz = (i, ;) = cji,
-1

1
d e R*t! vektor s prvkami d; = / foidz = (f,v;),
-1
a € R*T! vektor s prvkami ag,aq,...,ay,
1
L ER islo / F2dz = (f, f).
-1

Zderivujme F' podla a;

oF

n
— =2 0 — d; =0,1,...,n.
da; (jgoczga] z) ; 3 Ly ;1

Nutnéd podmienka pre (5.4) je teda
Ca =d. (5.5)

Lema 5.1 Matica C je regulirna.
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DOKAz: Dokaz vyplyva zo skutoénosti, Ze C je Gramova matica. O

Staciondrny bod funkcie F dostaneme teda rieSenim systému (5.5). Ukdzeme teraz, ze
takto vypocitané a je bodom minima'. Na to aby staciondrny bod a bol bodom minima
pre F treba vypocitat’ Hessovu maticu druhych parcidlnych derivicii F. T4 sa zrejme

n

rovnd matici 2C. Tato je vSak pozitivne semidefinitnd, lebo pre kazdé z = Z a;p; plati
i=0

n n
0< (z,2) = > ciej(wi, p))
§=0i=0
= (ala s ,an)C(al, s aan)T'

Pretoze C je regulirna a pozitivne semidefinitnd, je i pozitivne definitnid. Teda a bol
bodom minima pre F.

Priklad 5.1 Zvol'me bazu

pi=x' i=0,...,n. (5.6)
Potom
1 T
cij = o'zldr = / " dz
-1 -1
5.7
0 i+ 7+ 1 je parne (57)
= zﬂ% i+ 7+ 1 je neparne
prei,j =0,...,n. O

Priklad 5.2 Nech {¢;}} je bdza, ktora dostaneme aplikdciou Grammovej-Schmidtove;j
ortonormalizdcie na bdzu danti pomocou (5.6). Potom C = I. V tomto pripade nemusime
1

systém (5.5) riesit’. Koeficienty d; si dané takto d; = / f©idx. Su to vlastne Fourierove
-1
koeficienty prvku f pri baze ¢;,i =0,...,n

n

Pn = Z(fa (;51)(»51

=0

Polynémy @; sa nazyvaji Legendrove polyndmy a sd tabulované, resp. existuju podpro-
gramy na ich vypocet. Prvych pat’ je

Po = \/7 p1= \/726 902—\/73:10 - 1),
9
P3 = f(f)m — 3z), @4—[(35]2 — 3022 + 3). O

YAk {pi}1 je ortonormélna biza vzhladom na (5.3) potom C =T a

F(ao,...,an) = p—2a" -d+a”
p+@—d)f - (a—d)—-d"-d.

Zrejme
F(ao,...,an) 2 F(do,...,dn),

a minimum sa nadobida pre a = d.
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Poznamka 5.2 Bdza z prikladu 5.1 je nevhodnd, lebo matica C je vel'mi zle podmienend,
systém (5.5) sa pri tejto bdze pre n > 6 vel'mi t'azko numericky riesi. O

Poznamka 5.3 Ortonormdlna bdza md navyse ti vijhodu, Ze pri zvySovani stupria polyndému
nemusime prepocitavat’ koeficienty

DPn+1 =Pn + (fa (ﬁn—l—l)‘ﬁn—i—l- O

O konvergencii MNS hovori nasledujtca veta.

Veta 5.1 Nech f € C([-1,1]), pn € P, je aprozimdcia funkcie f pomocou MNS, t.j. nech
plati (5.1). Potom

Jim p(f,pn) = 0.

DOKAZ: Zrejme
p(fip1) > p(fip2) > ... > p(fipn) > ... .

Nech € > 0. Podl'a Weierstrassovej vety sa kazda spojitd funkcia na uzavretom intervale
da rovnomerne aproximovat’ polynémom s I'ubovolnou presnost’ou, t.j.

Ve>03IneN3IQeEPR, Vzxe[-1,1: |f(z)— Q)| <

S

PodTa (5.1) plati

1/2

o <otr.@) = [ (1-ara] " < ((E)Q 2) = 0

5.2 Diskrétna verzia MINS

Majme dané z;,y; € R, i =0,...,n. Predpokladdme, ze y; st hodnoty nejakej funkcie f
v bodoch z; (napriklad namerané hodnoty veli¢iny zdvislej na ¢ase). Nezndmu funkciu f
chceme aproximovat’ polynémom p € P, tak, aby stucet Stvorcov rozdielov f(z;) — p(=z;)
bol ¢o najmensi, t.j.

n

S - p(e))? <3 (i - a(a)’ Vg € P
1=0

1=0

Ak by m > n, potom moézeme danymi bodmi (z;,y;), ¢ = 0,...,n prelozit’ hl'adany
polyném, takze sa dopustime nulovej chyby. Preto budeme d’alej predpokladat’ m < n.

Zaved'me teraz skaldrny sucin v priestore P,, predpisom
n
(f,9) =) f(zi)g(z:) (5.8)
1=0
a metriku vzt'ahom

n 1/2
p(f,9) = (Z [f (i) —9(%)]2) - (5.9)
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m
Polyném p hladdme opat’ v tvare p = Za,«pi, kde ¢; je bdza P,,. Budeme teda
1=0
minimalizovat’ funkciu

Priklad 5.3 Aproximujte body (z;,y;) prei = 0, ... ,n linedrnou funkciou pomocou MNS.
Riesenie: Ak m = 1, bazové funkcie su ¢ € {1,z}. Skaldrny si¢in na mnozine dit bude

n

((Pra (ps) = Z <Pr(33i)<Ps (xz)

1=0

Algebraick sistava rovnic bude mat’ tvar

n
> i
dow Y x ' > ziy;
=0 i=0

=0

n
n+1 Z:Ez

Riesenie je
n n
n > @it ) Y
1=0

Y omiy - S0 _I_'I
=0 n

n n
2y D m
i=0 i=0

a1 = (n )2 ’ RS
> i
2 1=
Soat - L
=0 n+1
Hl'adand priamka je dand y = ag + a1z. O

5.3 Totalna metdda najmensSich Stvorcov

Pri predchidzajicom vyklade diskrétnej verzie MNS sme minimalizovali sumu §tvorcov
n

vertikdlnych odchyliek Z(yZ — p(z;))? od polynému daného stupiia. Pri totélnej metéde
i=0

najmensich Stvorcov predpokladame, Ze z; ani y; nie si presné hodnoty. Budeme sa

zaoberat’ iba linedrnym pripadom. NaSou tlohou bude njjst’ taky polyném stupna < 1

(t.j. priamku), aby stucet §tvorcov vzdialenosti bodov (z;,y;) pre i = 0,...,n od tejto
priamky bol ¢o najmensi.
Konstrukcia: Nech z;,y; € R, =0,...,n. Hladame takd priamku p v tvare
re+sy—c=0, (5.10)

aby suéet §tvorcov vzdialenosti bodov (z;,y;) od priamky p bol minimdlny.

Ak priamka (5.10) prechddza bodom (g1, g2), potom ¢ = g1 + sgz. Priamka (5.10) je
teda dana rovnicou

r(z—q1) +s(y — @) =0, (5.11)
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kde (G1,d2) je bod leziaci na p a (r, s) je smerovy vektor normily k p.

Vzdialenost’ d bodu (g1, ¢2) od priamky (5.10) je dani vzt’ahom

2o ratse—c®  [rla—a)+sle-a)"

72 4 52 2+ s2

Mame teda ndjst’ také ¢isla 7, 8, §1, g2, aby funkcia

n 2

[r(zi — q1) + s(yi — ¢2)]
D(TaSaCI1,Q2):Z 2 2
i~ r“+ 8

nadobidala minimalnu hodnotu, t.j.
D('F7 S, 61762) < D(’rasaqlaQZ)'
Najprv urcime qi, go.
Lema 5.2 Pre lubovolné r,s € R také, Ze 2 + s*> # 0 a pre vsetky q1,q2 € R plati

.D(?", 3761,@2) < D(T,S,Ql,q2),
1 n

1 n
kd g = ———— - (o = -,
€ q1 n_i_l;:()xza q2 n_l_liE:Oyz

DOKAZ: Oznaéme

—{—s(yi—qg), i:O,...,n,
+s(yi — q2), 1 =0,...,n,
=7r(q1 — q1) + s(G2 — q2)-

i=0 i=0 i=0 i=0
Preto
5 1 s 1 o2
(r735q17q2) - m” || - 2—|-82||z+ 6”
1 T
= o (=P + 20" ) + 12e)?)
1
= o (I=1° + W*llel?)
h%(n + 1)
- D G, Gy) + — =/
(rasaQIaQZ) + r2 4 g2
> D(T735617QQ)' =
Vidime teda, Ze priamka p musi prechadzat’ bodom
o 1 " 1 "
(q1,G2) = <n—+1i:0w“ n——l—lgyz> )
¢o je “tazisko” bodov (z;,v;),i =0,...,n.

Teraz nijdeme normdlu (r, s) priamky p.
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Lema 5.3 Nech
To—q1 Yo— Q2
M = :

Tn—q1 Yn— Q2

Nech (7,5) je vlastng vektor zodpovedajici najmensiemu vlastnému éislu matice MT M.
Potom pre vietky r,s € R, 1?2+ 52 # 0 plati

D(7,3,q1,32) < D(r,8,q1, o).

DOKAz: L'ahko vidiet’, ze

D(r,s,q1,32) = i r(os = q) + ol — g2)) = HMil ( ’ )

2 2
=0 r“+s

(LT L
r2+s2\ s ) 22\ s '

. , 1 T . , ., ,
Euklidovskd norma vektora N/ < < > je rovnd 1. Zaujima nds teda

Z linedrnej algebry vieme, ze funkcia g(t) = (M T e, t) nadobiida minimum na povrchu
jednotkovej gule v bode, ktory je vlastnym vektorom zodpovedajicim najmensiemu vlast-
nému &islu matice M7 M. O

Priklad 5.4 Aproximujte body (z;,%;), i = 0,1,2 linedrnou funkciou pomocou MNS i
totalnej MNS, ak je dané
x=41,2,6}, y=4{2,6,1}.

Riesenie: Uvazujme najprv totdlnu MNS. Zrejme (g1, q2) = (3,3). Pre maticu M méame

-2 -1
M=| -1 3|, M'M= 4 -7
5 9 —7 14

Uréime vlastné éisla matice MT M, teda
0=det(MTM — XI) = )2 — 28\ 4 147 = (A — 21)(A — 7).

Najmensie vlastné ¢islo je A = 7. Urcime vlastny jednotkovy vektor k nemu prislichajici,

..
MTM<T>:7<T>, r? 452 =1,
S S

Cize
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1 2 3 4 5 6~

Obr. 5.1. Aproximécia pomocou totilnej MNS - pln4 ¢iara, aproximécia
pomocou MNS - ¢iarkovane. Pri MNS je sti¢et druhych mocnin zvisljch vzdia-
lenosti bodov od néjdenej priamky minimalny. Pri totdlnej MNS sa minima-
lizuje sucet §tvorcov kolmych vzdialenosti bodov od priamky

Dosadenim do (5.11) vidime, Ze aproximicia pomocou totdlnej MNS je priamka (pozri

obrizok 5.1)
1

1
—(-3)+—=Ww-3)=0=y=—z+6.
\/i( ) ﬁ(y ) Y

Vzorce pre MNS st uvedené v priklade 5.2. Po dosadeni konkrétnych hodnét pre z;, y;,
i =10,1,2 dostaneme hladani priamku (vid’ obrézok 5.1)

y:—%w-i-%. O

5.4 Metdda linedarneho krigingu

Predstavme si, ze mame opisat’ rozmiestnenie uréitej latky v istej oblasti. K dispozicii
budeme mat’ len konefny pocet merani v nejakych nahodne zvolenych miestach. Na
zéklade vysledkov merani by sme chceli opisat’ merani velicinu v I'ubovol'nom mieste
oblasti. TakZze na rie§enie tohto problému sa prirodzene nitka metéda interpolicie®. Doteraz
sme pri interpolacii vychddzali len z jednotlivych merani. Casto vSak byvaji k dispozicii aj
iné idaje alebo intuicie o celkovom spriavani sa meranej veli¢iny. Napr. pri vyrobe zliatiny
pozostavajicej z niekol’kych zloziek vieme celkové mnozstvé jednotlivych komponent. Co
v8ak nevieme, je ich priestorové rozlozenie. Pevnost’ zliatiny zavisi od priestorového rozde-
lenia uhlika C'. Vyrobny proces nidm negarantuje uplnid homogénnost’ zliatiny - t4 sa da
zistit’ meraniami v istych bodoch. Takze hoci priemer obsahu uhlika v celej zliatine je
konStantny, tak merania s istym spésobom ndhodné.

Skidsme tito situdciu nejako formalizovat. Nech € je ohrani¢end oblast’ v R¢, meracie
resp. pozorovacie body oznaéme x1,..., %, a merania v nich wi,...,w,. Tieto hodnoty

2 Ak vychidzame z predpokladu, 7e i samotné merania maji isté chyby, tak mozeme pouzit’ i MNS.
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s pre nds len jednou realizdciou ndhodného pola resp. ndhodnej funkcie w(z) v meracich
bodoch.

Najpouzivanejsou charakteristikou ndhodnych veli¢in je ich priemernd (strednd) hod-
nota E[w(z)]. Mieru vazby dvoch ndhodnych veli¢in w(z), w(y) vyjadruje ich kovariancia

Cov (w(z), w(y)) = E[(w(z) — E[w(z)])(w(y) — Elw(y)])]. (5.12)
Rozptyl ndhodnej veliciny vyjadruje vzt’ah
Var [w(@)] = E[(w(z) — Efw(x)])’]. (5.13)

Predpoklady
Budeme predpokladat’, ze ndhodné pole w(z) je staciondrne, t.j.

o E[w(z)] = m pre vietky z. Bez ujmy na vSeobecnosti budeme uvazovat’ m = 0.

e Miera vazby ndhodnych veli¢in v bodoch z,y bude zavisiet’ len od ich vzdialenosti.
Tato sa dé vyjadrit’ pomocou kovariancénej funkcie

R(|z —y[) = Cov (w(z), w(y))-

Nie kazda funkcia moze byt kovarian¢nou funkciou. Na to musi splfiat’ uréité vlastnosti.
Musi byt’ pozitivne definitna, t.j.

/ ) / "Rt — $)pls) ds dt > 0 (5.14)
0 0

pre kazdé ¢ € C([0,00)) a kazdé T > 0. D4 sa dokdzat’, ze postacujicou podmienkou pre
pozitivnu definitnost’ je (pozri [15])

(-1YRY@#) >0 vt>0, j§=0,1,2 R #0. (5.15)

Staéi teda ak funkcia bude kladn4, klesajica a konvexnd - pozri obrazok 5.2. Klesajicost’
funkcie znamend, ze ¢im d’alej su od seba dva body, tym menej sa ovplyviiuju.

Obr. 5.2. Kovarianénd funkcia
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Chceli by sme vyjadrit’ pribliznd hodnotu nidhodného pola w v Pubovolnom bode z*

pomocou wi, ..., w,. Budeme teda hl'adat’ w* v tvare
n
w* =Y \w. (5.16)
=1
Hodnoty A; pre j = 1,...,n musia nejako zdvisiet’ od ndhodného pol'a w. Chceme zacho-

vat’ priemer E[w*| = E[w(z)] = m bez ohl'adu na hodnotu m, teda musi platit’

Dalej chceme minimalizovat’ Var [w* —w(z*)]. O rieSenf tohto problému hovori nasledujica
veta.

Veta 5.2 (metdda linedrneho krigingu) Nech E[w(z)] = 0 pre vsetky x a nech w* je
tvaru (5.16). Potom rieSenie systému

n
> R(lzr —xi)Aj+p = R(jay —z*|) Vk
j=1

Il

(5.17)

M-

A —1
1

J

s vdhami \; a Lagrangeovym multiplikdtorom p, md minimdlny rozptyl

Var [w* —w(z")].

DOKAZ: Jednoduchym vypoétom dostaneme

1 1
EVar [w* —w(z*)] = §E

2
> Ajw; = w(w*)]
J

1 & ~ 1
=3 Z A Cov (wg, wj) — Z)\jCov (wj, w(z*)) + §Var [w(z™)].
kj—1 j=1

Pretoze
Cov (wg, wj) = R(|zx, — z4|),

mame minimalizovat’ vyraz

1 n n .
3 > XeAjR(|zk — x4]) — > AjR(jzj — z*)).
k,j=1 j=1

Nech A je kovarian¢na matica
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D4 sa dokizat’, ze A je symetrickd a pozitivne definitnd (pozri [10] veta 7.1). Oznatme
vektor A s komponentami A; a vektor b so zlozkami R(|z; — z*|) pre j = 1,...,n. Teda
mame minimalizovat’ kvadraticky funkcional

) = %()\T,A)\) — (B0,

Jeho minimum je rieSenim systému (pozri vetu 7.5)

AX = b. (5.18)
Nech B je matica systému (5.17)
R(0) R(|lz1 —z2|) R(z1—z3|) ... R(lz1 —zn]) 1
R(|zo —z1|) R(0) R(lza —z3|) ... R(lza—=zn]) 1
B = | it e e i
R(lzn —z1])  R(len —22f) R(|zn — 3)) R(0) 1
1 1 1 1 0

L’ahko sa overi, ze B je pozitivne semidefinitnd na mnozine vSetkych vektorov diiky n+1
s nulovou poslednou zlozkou, t.j.

(21,20, 0)B(z1, ..., 20,00 = (z1,...,25) A(z1,...,2,)" > 0.

Pretoze B je regularna, je i pozitivne definitnd na mnozine v8etkych vektorov diiky n+1
s nulovou poslednou zlozkou. Takze jediné rieSenie (5.17) méa p = 0. Toto rieSenie zaroven
spliia (5.18), a teda A ma minimdalny rozptyl Var [w* — w(z*)]. O

Veta 5.3 (ekvivalentnd formuldcia) Nech w* je tvaru (5.16) a \j si dané (5.17). Po-

tom
n

Z (|lz* — zj|)j + B, (5.19)

pricom a; Vi, si rieSenim systemu

R(‘:L‘k — ijaj + 08 =wp VEk
(5.20)
=0.

M- 10

Il
—

Q
<)

J

DOKAZ: Vsimnime si, ze (5.17) a (5.20) majd tu istd maticu B. T4 je symetrickd a
reguldrna. Oznac¢me jej inverzni maticu

-1
B = (biaj)i,jZI,...,n+1 -

Plati

n
A] = Ojn+1 + Z b],zR(|$z - .’E*|),
=1

n
fo =bntinir + Y bnyriR(|z — ¥)),
-1
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n
aj = Z bjiwi,
i=1

n
B = bnyriwi.
=1

Odtial’ vyplyva

n n n
w' =Y Awj =Y wj |bjnsr+ Y bjiR(|wi — 27)
j=1 j=1 i=1

n n n
= Y R(lwi —z*|) ) bjawj+ Y bjnyiw;
i=1 j=1 j=1

= ER:R(|:BZ~—:1:*\)0@—I—,6’. O

=1

7 vety 5.3 vidiet’, ze metdda linearneho krigingu je vlastne interpola¢nd metdda. Nam-
erané hodnoty zostavaju zachované. Interpolovana hodnota v 'ubovolnom bode z* sa urci
vzt'ahom (5.19). Podrobnejsi popis metddy i s aplikdciami sa da ndjst’ v [9]. Metéda
linedrneho krigingu sa da modifikovat’ i pre pripad, Ze namerané hodnoty si dané s istymi
chybami merania. Tymto sa tu vSak nebudeme zaoberat’.

Cvicenie 5.1 Dokéazte, ze predpisom (5.2), (5.3) je skutotne dany skalirny siuéin a
metrika v C([—1,1]).

Cvicenie 5.2 Preneste celii tedriu spojitej verzie MNS na interval [a,b]. Ako budi
vyzerat’ Legendrove polynémy na [a,b] ?

Cvicenie 5.3 Overte, ze vzorcami (5.8), (5.9) st definované skaldrny sicin a metrika v
P,.

Cvicenie 5.4 Zopakujte postup zo spojitej verzie MNS pre diskrétny pripad.

Cvigenie 5.5 Aproximujte body (2, 3), (3,7), (7,2) linedrnou funkciou pomocou totdlnej
metédy najmensich Stvorcov.
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Kapitola 6

RiesSenie f(z)=0.
Hl’adanie korenov nelinearnych rovnic

Budeme sa zaoberat’ ulohou:

K danej spojitej funkcii f : M — R, M C R ndjst’ bod x € M tak, e f(z) = 0.

V zivislosti na f moze nasa uloha mat’ viac (pripadne nekonetne vela) rieSeni, jedno
rieSenie, pripadne ziadne rieSenie. My budeme predpokladat’, Zze existuje aspon jedno
rieSenie a budeme sa snazit’ “néjst’ ho”.

Je zndme, ze aj ked’ md f pomerne jednoduchy tvar (napr. polyném) nie je mozné
korene analyticky vyjadrit’ (napr. vyjadrit’ korene ako funkciu koeficientov polynému).
Preto sme odkédzani na pouzitie pribliznych metéd. To znamend, ze sa budeme snazit’
skonstruovat’ postupnost’ {z, }°2,, pre ktord plati z, — Z, pricom f(z) = 0.

Zakladnym nastrojom na konstrukciu pribliznych metéd na riesenie f(z) = 0 su vety o
pevnom bode. Ulohu f(xz) = 0 nahradime 1lohou hladania pevného bodu funkcie g, t.j.
tlohou:

K danej funkcii g ndjst’ T tak, aby T = g(z).

Funkciu g pritom volime tak, aby

z=g(z)= f(z) =0 (6.1)
Priklad 6.1 Ak zvolime g(z) = z — f(z), potom plati (6.1) .

6.1 Veta o pevnhom bode

Veta 6.1 (Brouwerova) Nech a,b € Ria < b, g € C([a,b]), g([a,b]) C [a,b]. Potom
ezistuje T € [a,b] tak, Ze T = g(Z).

DOKAz: Oznatme G(z) = z —g(z). Plati G(a) = a—g(a) <0, G(b) = b—g(b) > 0. Preto
existuje Z € [a,b] :  G(Z) =0, a teda T — ¢g(Z) = 0. O

Veta 6.2 (Banachova) Nech a,b € R,a < b a nech g : [a,b] — [a,b] splia
0 <A<1 Vz,y€lab]: [g9(z) —g(y)| < Alz—yl (6.2)

Potom
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i) existuje prdve jedno T € [a,b]: T = g(Z),
ii) postupnost’ 1 = g(z,) n =0,1,2,... spliia x, — % pre lubovolne zvolené
Ty € [a‘ab];

ii1) plati odhad
_ A"
|z, — Z| < 1_)\|£C1 — Ty (6.3)

DOKAz: 7 (6.2) vyplyva, 7ze g je spojité, a teda podla vety 6.1 existuje Z € [a, b] také, ze
Z = g(z). Jednoznalnost’ vyplyva z (6.2), pretoze 0 < A < 1. Potitajme

1Z — zp| = [9(Z) — g(@n_1)| SANZ —2n_1| S N|T —2p_o| < ... < AT —xz0|.  (6.4)
KedZze A\ < 1, plati |Z — z,| — 0, a teda plati i), 4i).
Dalej

|Z —zo| < |Z — 1| + |21 — 20| = |9(Z) — g(z0)| + |21 — z0| < A|Z — 0| + |21 — 20,
a teda (kedze 0 < \ < 1)

|i‘—]70| < |.’L‘1 —.CC()|. (65)

1-—X
Z (6.5) a (6.4) dostdvame (6.3). O

Poznamka 6.1 Chybu n-tej aprozimdcie mozZeme odhadniut’ aj takto

i A
|Z = zn| < 710 — 2n-1].
DOKAZ: Zrejme

|5E - -Tn—1| < |ZE - i17n| + |37n - xn—l' < )\|j _xn—1| + |5En — Tn—1|,

t.j.
1T — zp 1] < mmn — Tn 1],
a teda N
|j - xn| = |g(f) - g(xn71)| <Az -z, 1] < ﬁ'xn - -Tn71|- g
Metbda postupnych aproximdcii z,+1 = g(z,),n = 0,1,... spominand v Banachovej vete

o pevnom bode je zdkladnou jednobodovou itera¢nou metédou. Tvar funkcie g pritom
rozhoduje o konvergencii metédy - pozri obrazky 6.1 a 6.2.

Konstantu A, ktord vystupuje v (6.2) mézeme odhadnit’ pomocou vety o strednej hod-
note (ak g € C*([a,b])). O tom hovori nasledujica veta.

Veta 6.3 Nech g € C'([a,b]),9([a,b]) C [a,b] a

A = max |¢'(z)| < 1.
[a,b?lg( )|

Potom platia vsetky tvrdenia vety 6.2 a naviac plati

. -i‘_xn—kl N -
T, I (00
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%o % X
Obr. 6.1. Metdda postupnych aproximécii konverguje

DOKAZ: Z vety o strednej hodnote vyplyva
lg(z) — g(y)| < 1g'(©)llz =yl < Az —yl,
¢ize plati veta 6.2. Dalej plati
T — Znt1 = g(Z) — g(zn) = ¢' (&) (Z — ),

a teda

Tt _ g6, (6.7)

T — Iy

kde &, lezi medzi Z,z,. Zrejme &, — T a zo spojitosti ¢’ vyplyva ¢'(&,) — ¢'(Z). Plati
teda (6.6). a

Pozndmka 6.2 Nech |¢'(Z)| > 1. Potom postupnost’ t,11 = g(x,) nekonverguje k Z, lebo
|Znt1 — 2| = lg(zn) — 9(2)| = |9’ (€n)lln — 2] > |20 — 2|

(predpokladali sme, Ze ¢’ je spojitd, preto g'(&,) > 1 pre velké hodnoty n). O

V nasledujtcej vete sa zbavime predpokladu g([a,b]) C [a,b], ktory nie je vidy lahké
overit’.

Veta 6.4 Nech T = g(z), nech g je spojite diferencovatelnd v okoli O(Z) bodu T,
|g'(Z)| < 1. Potom ak xy je dostatoéne blizko T tak plati veta 6.3.

DOkAz: Kedie g € CY(O(%)) existuje taky uzavrety interval I := [T — ¢,% + €, 7e
A= max lg'(z)| < 1. Ukédzeme, ze g(I) C I. Potitajme pre z € I
zE

|z —g(z)| = lg(z) —g(z)| <Az — 2] <|z -z <e,
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y=9g(x) A

Xo %1 %2 X3 X
Obr. 6.2. Metdda postupnych aproximécii diverguje

Preto x € I = g(z) € I, t.j. g(I) C I. Na I su teda splnené predpoklady vety 6.3. O

\/2+\/2+\/r\/7.

Riesenie: Dany vyraz sa da formdalne vypocitat’ pomocou rekurzie
Tp+1 = V2 + g, zo = 0, k> 0.

Zobrazenie f(z) = /2 + z zobrazuje interval [0, 2] do seba, lebo 0 <z <2 =2+ 2z < 2.
Funkcia f je spojite diferencovatelnd a plati

Priklad 6.2 Vypocitajte

1 1
max_|f'(z)] = max <1

z€[0,2] z€[0,2] 2 V2+zx

Banachova veta o pevnom bode hovori, ze existuje jediny pevny bod spiflajlici

z=+v2+z, aleboz? —z —2=0.

Pozitivne rieSenie je x = 2. O

Priklad 6.3 Navrhnite itera¢ni metédu na urcenie nulovych bodov funkcie
f(z) =2 —Inz —2, x> 1

Pouzite metédu postupnych aproximécii a uréte vhodny interval [a,b] C (0,00) tak, aby
iteratnd postupnost’ v iom konvergovala ku nulovému bodu funkcie f.

Riesenie: Prepi$me rovnicu f(z) = z2 — Inz — 2 = 0 do tvaru z = vInz + 2. Funkcia
g(z) = VInz + 2 je spojite diferencovatelnd, zobrazuje interval [1,2] do seba a je v [1,2]
rastica. Dalej

1 1
max_|¢'(z)| = <1

2€[1.2] 2e119 22 /Ing + 2
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Pouzitim Banachovej vety o pevnom bode vidime, Ze postupnost’ {zy }r>0, dand iteracnym
predpisom zx11 = g(xg), xo € [1,2], konverguje k jedinému rieseniu rovnice f(z) = z.
Jednoznaténost’ vyplyva z monotonnosti funkcie g. O

Priklad 6.4 Uvazujme rovnicu z? = 3, t.j. f(z) = z? — 3 = 0. T1to rovnicu prepiSeme
na tvar = ¢g(z) tromi réznymi spésobmi:
A z=zx+22-3, tj gz)=x+22-3,
B: z= =
C: z=

(6.8)

-+
[
Q
—

8
SN

|

3
T
Vo vsetkych 3 pripadoch plati (6.1).

Zvolme zy = 2 a potitajme z,+1 = g(z,) pre kazdy z pripadov A, B, C. Dostdvame

|A B C
x| 2 2 2
| 3 15 1,75
o | 9 2 1,732143

z3 | 87 1,5 1,732051~ v/3

Vidime, 7e vlastnost’ z,, — Z dostdvame iba v pripade C. Pozrime sa teraz na |g'(Z)]

v pripade A : l9'(Z)] =11+22 =1+2V3>1,
v pripade B : lg' ()| = |%—§’ =1,
v pripade C : lg'(Z)| :%|1—i%| 0. 0

Teraz si ukdzeme ako k danej funkcii f zostrojit’ funkciu g tak, aby platilo (6.1) a navyse
boli splnené predpoklady vety 6.2.

Veta 6.5 Nech f € C'([a,b]), f(a)f(b) < 0 a nech ezistuji K > 0, Ky > 0 také, Ze pre
vSetky = € [a,b] plati K < f'(z) < K1. Zvol'me

K —14+¢ —¢
0 M _ .
66(’K+KJ’ E( Kl’K>

Potom g(z) = = + M f(z) splia predpoklady vety 6.2.

DOKAzZ: Najprv ukdzeme, Ze interval, v ktorom volime M, je dobre definovany, t.j.

-1 - K
K—l_g < 78 Kedze 0 < € < KiK. plati 0 < eK +¢eK; < K, ateda eK; < K(1—¢).
- , € 1—¢ —14+¢ —¢
Odtial’ vyplyva [7a < K a teda K < 7

Funkcia f je striktne rastica, ¢ize existuje jediné z € [a,b] : f(Z) = 0.
Pre I'ubovolné £ € [a,b] plati 0 < K < f/(¢) < K; odkial' (kedze M < 0) vyplyva

e—1 <MK, < Mf'(E) <MK < —¢,
e <1+MK, <1+Mf'(¢) <1+MK <l-—e<l,

Cize e < ¢'(€) =1+ Mf'(€) < 1, teda funkcia g je striktne rastica na [a, b].
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Pocitajme
g(z) -z =g(z) —g(Z) =z + Mf(z) - (Z+ Mf(z))
=z —Z+M(f(z) - f(2) = (z—-2)(1+M[f(&)),

kde & lezi medzi z, Z.

Ukdzme g([a,b]) C [a,b]. Presnejsie povedané pre = € [a,Z]| ukdZzeme g(z) € [a,Z].
Podobne sa dokaz robi pre z € [z, b].

9(z) =z = (z —z)(1+ Mf'(&)) <0,

t.j-
7 druhej strany

teda
z < g(x)

plati pre vSetky z € [a,Z], tym skor pre z = a. Tymto sme ukdzali
a<g(a) <g(z) <z
pre z € [a,Z]. Navyse

lg(z) —g(y)| =lz+Mf(z)—(y+Mf(y)| =lz—y+M(f(z)— f(y))
= |z —y|[1+ Mf'(£) <1 —¢llz -yl

t.j. plati (6.2). O

6.2 Newtonova metoda

Teraz si ukdzeme rafinovanejSiu vol'bu funkcie g. Oznacme

g(z) =z — ;:/((?) (6.9)
Postupnost’ z,, bude mat’ teda tvar
Tl = Tp — J{,((‘Z)) (6.10)

Tato metdéda sa nazyva Newtonova metoda. Graficky to znamend, ze x,+1 volime ako
koreni doty¢nice grafu funkcie f, ktord prechddza bodom [z, f(z,)].

O konvergencii Newtonovej metddy hovori nasledujica veta.

Veta 6.6 Nech z € R, f € C*(0(z)), f(Z) = 0, f'(z) # 0. Potom ezistuje také okolie
01(Z), Ze postupnost’ (6.10) spliia x, — T. Naviac plati
. Ip+1— T g (z)

nlggo @n—7F 2 (6.11)
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f(x)

X X X
2 1 0

Obr. 6.3. Newtonova metdda

DOKAZ: Pre funkciu g definovani pomocou (6.9) plati

L '@ f(@) — f(@)f"(z)

@) =0

g (@) =

Teda st splnené predpoklady vety 6.4. Dalej z Taylorovej vety vyplyva

Tus = g(en) = 9(2) + 9'(2) 2 — ) + g" () Loy D

= 7+ 59" (6) (20 — 7)".
Teda pre nejaké &, medzi x,,Z plati

Tn+1 — z 1

o -2 29 ) (612

Limitnym prechodom dostdvame (6.11). O

Jednoduchy priklad kedy Newtonova itera¢nd metdéda nemusi konvergovat’ je znazorne-
ny na obrazku 6.4.

Vidime teda, ze v pripade jednoduchého korenia (predpoklad f'(z) # 0) konverguje
Newtonova metdda rychlejsie ako vieobecnd metéda tvaru z,, 11 = g(z,,). Toto dostaneme
porovnanim (6.7) a (6.12), lebo pre Newtonovu metédu dostaneme

|Zp 1 — Z| < Clzy, — :T:|2

7
kym pre vSeobecni metédu plati
|n+1 — x| < Clzy, — z|.

Nasledujtca veta hovori ako treba modifikovat’ Newtonovu metédu pre pripad p-nasobného
korena.
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f(x)

Obr. 6.4. Zacyklené iteracie

Veta 6.7 Nechp € N, Z je p-ndsobngm koreriom funkcie f € C%(O(z)) a f'(z) je nenulovd
v O(Z) \ {z}. Nech fP)(z) #£0.
Potom postupnost’
z — gz, —p f(zn)
spl,ﬁa _
on =7 lim 2L _ o

n—00 (wn — (E)Q

DOKAZ: Budeme postupovat’ podobne ako v dokaze predoslej vety, preto nazna¢ime len
zichytné body dokazu. Oznatme g(z) = z — p}c,((?). Zrejme f(x) = (z — Z)Ph(z) pricom

h(Z) # 0 a jednoduchym vypottom dostaneme

f'(2) = (z—2)PH (2) +p(z — )P~ h(z),
(z — z)Ph(z)
z —z)Ph!(z) + p(z — )P 'h(z)

9(z) =z=py

oy =D
(@ — 2)W(z) + ph(z)
C(x)

~ T PD)y

Formalne mézeme pisat’

C'(z)D(z) — C(z)D'(z)
D?(z) ’
h*(z)p

"(Z) =1—p—iZl =0, O

gz =1-p

Poznamka 6.3 Prakticky odhadujeme chybu aprorimdcie vypoéitanej pomocou Newtono-
vej metody takto. KedZe

f(zn) = f(zn) — f(z) = fl(fn)(mn - I),
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plati
—flzn)  —f(@n)

T &) T flla,) T

tj. T —Tp " Tpyl— T

Pre relativnu chybu pouzZivame odhad

T —Tn Tn+1 — Tn

z Tn+1 =

Q

ALGORITMUS NEWTON
Vstup f, f', xo, €, 9maz, ier (identifikitor chyby a ukoncenia)

1.:=1

2. men = f'(zg)

3. ak men =0 = ier =2 Koniec
4. 1 =z — f(x9)/men

5. ak |[z1 — x| < e der=1 Koniec
6. ak i > imax = ter =3 Koniec

ind¢ i =1+ 1,20 = 1 chod na 2.

Metdda secnic je modifikicia Newtonove] metédy, kde f'(z,) nahradime pomocou

%, tj. Tp41 = zp — #’(Qn_l) Geometricky to znamend, ze dotyénicu

Tn—Tp—1

ku grafu f(z) nahradime se¢nicou (pozri obrazok 6.5).

f(x)

Obr. 6.5. Metdda secnic

ZjednoduSend Newtonova metdda je dand

Tt I T ()

t.j. f'(z,) sme nahradili f'(z¢). Je to vlastne metéda z,+1 = z, + M f(z,), kde
M = —1/f"(x).

Nasledujica metdéda umoznuje ziskat’ dvojstranny odhad korena, a teda aj chybu
aproximacie.
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Veta 6.8 (Newtonova-Fourierova metéda) Nech funkcia f € C?([a,b]) je takd, Ze
f(a) <0< f(b) a pre vsetky = € [a,b] plati f'(z) > 0, f"(x) > 0. Dalej nech zy = a,z9 = b

Tl = A f'(@)
W,

n=0,1,..., (6.13)

PR f’((z)) n=0,1,... . (6.14)

Potom
i) ezistuje jediné T € [a,b] také, Ze f(Z) =0,
i) Ty, = T, Tpyl < Tp,
Zp — ja Zn+1 > Zn,

Tn+1 — Rn+1

5 Je konecnd.

1) lim

) n—00 (-’En _Zn)

DOKAZ: 1) Spojitost’ funkcie f a f(a) < 0 < f(b) implikuje existenciu Z € (a,b), pricom
f(z) = 0. Striktnd rasticost’ f hovori, Ze z je jednoznatne urcené.

i1) Najprv dokdzeme zp < 21 < T < 71 < zg. Zrejme

o _ f(=o) _ . _ f(b) <
1 0 f’(.’BO) 0 f’(b) 0,
2’1:2’0—f(z0): _f(a)>20.

fixo) 07 1)
Kedze .
0= (@) = f(2n) + ['(@n) (& — 2n) + 3 f"(€0) (& — 20)?

plati pre nejaké &, medzi z, x,, po iprave dostaneme

(@ 2 i
T —Tpy1 = ('T 2 ‘Tn) ;I((fn;’ (6.15)
a preto T — Tp41 <0, CiZe 41 > .
Dalej z vety o strednej hodnote vyplyva
- flzo) - flz) = f(@)
TR TR i) TR T i)
a0+ £(60) D
f'(zo)
_ o fm0) = (&)
= (:E Z()) I(.’,C()) > 0,

lebo f' je rastica. Plati teda
2o <z1 <z <z < T
Indukciou dostaneme

<< .. <zp<r<r, <... <71 < Ty-
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Preto
Tn — Q> T,

zn — B < x.

Limitnym prechodom v (6.13) a (6.14) dostdvame f(a) = f(8) = 0, teda plati i7).
131) Postupne pouzijeme dvakrit vetu o strednej hodnote a pre nejaké &, € (zn,x,) i
0, € (&n,xy) plati

Tptl — Zpgl = Tp — 2p + fl(wn) n — Zn + f’(wn) (zn - n)
— (g — 2 f(zn) — f'(&n) = — 2 V(g — f"(0n)
21" (0n)
< (@n = 7n) J'(xn)
Teda (6,)
Tn+1 — 2n+1 n
= ) S e =
lebo 0, x, — . O

Priklad 6.5 Uvazujme redlnu funkciu f : [0,3;0,8] — R definovani predpisom f(z) =
 — cosz. Pomocou odhadu chyby pre Newtonovu metédu uréte ¢o najmensi pocet
Newtonovych iteracii na vypocet rieSenia f(z) = 0, ak chyba aproximécie ma byt mensia
ako 1078.

Riesenie: Derivovanim dostaneme f'(z) = 1+ sinz, f”(z) = cosz. Na intervale [0, 3; 0, 8]
su splnené predpoklady vety 6.8 a plati

")
f'(2)

Pouzijeme vzt'ah (6.15) a dostaneme

(3_7 - Jf'n)2 f”(gn)
2 f(zn)

1\?"
= <108
(3)

je splnené napr. pre n = 5. K tomuto vysledku sa da dospiet’ logaritmovanim posledného
vzt’ahu. 0

‘ <1, Yy, z € [0, 3;0,8].

n 1\?"
1 — T <@-m)? <...<(F—m) g<_) .

2

Povolend, chyba je 1078, teda

6.3 Urychl’ovanie konvergencie,
Aitkenov A? proces

Nech z,, je postupnost’ zostrojend pomocou

Tp+l = g(:cn)
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Nech 0 < ¢'(£) < 1 na [a,b]. Vieme, Ze vo vSeobecnosti

Tnt1 — T = g(zn) — g(7) = gl(gn)(mn —1I),

t.j.
Tpi1— X
L = Q'(fn),
Tn — T
lim 2% — g(7) = lim T
n—00 T, — T N r, 11—
Tvrdenie: ), := ;==L — ¢'(z) pre n — oo.
Z vypoc¢tu dostaneme
P T —an-1— (T —zn) _ T —2n-1—9g (§n—1)(T — Tn_1)
Y-t~ (@ —2am) (T 2a-1)/9 (Gn2) — (T — 1)
1 —g'(§n—1 1—g'(z _
— - ( n ) N - ( ) :g,(.’E)
1/9'(§n—2) — 1 7@ 1

Pre velké n teda A\, =~ ¢'(Z), a preto Eﬁ;‘”" ~ Ap. Odtial T — z,, = A\ (T — zp—1), a teda

n—1

1
r—x, = (-7_3 - xn—l) + (xn—l - -'En) ~ )\_(-'E - In) + (Infl - xn)a
n

1
(Z — zp) (1 — )\—) N Tp_1 — T
n

Odtial’ vyplyva Aitkenova chybova formula

j_l‘nz

a Aitkenova extrapolacnd formula

(Tn — Tp—1) =t Tn.

Aitkenova extrapola¢nd formula sa piSe obyéajne v tvare

N (wn - $n71)2 o (Axn)2
Ip = Tp — =Ty — ————
(T —Tp_1) — (Tn—1 — Tn_2)

Postupnost’ Z,, obyéajne konverguje rychlejsie nez x,,.
ALGORITMUS
Vstup: zg,g9,¢
1. 21 = g(z0), 22 = g(z1)
S (z2—21)?
2. X9 = T2 — ($2_$1)_(z1_z0)
3. ak |2 — 2| < € = %2 je koren, Koniec
ina¢ zg = Zo chod’ na 1.

(6.16)
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6.4 Metdda bisekcie

Je zalozen4 na tomto postupe: Ak spojitd funkcia f spiiia f(a)f(b) < 0, tak bude mat
medzi a, b koreir. Uréi sa hodnota f((a+b)/2). Ak f((a+b)/2) # 0, tak podl'a znamienka
f((a+b)/2) sa zisti, ¢i bude koren lezat’ medzi a, (a + b)/2 alebo b, (a + b)/2. Postup
sa opakuje, kym sa neuré{ pribliznd hodnota koreiia f(z) = 0 s dostatoénou presnost’ou.
Metéda bisekcie sa niekedy nazyva metédou polenia intervalu.

Veta 6.9 Nech f € C([a,b]), f(a)f(b) < 0. Potom postupnost’ x,, zostrojend metddou
bisekcie konverguje k T € [a,b] pricom f(Z) = 0. Plat{

|zn — | < on

Dokaz ponechdvame na Citatela. O

ALGORITMUS METODY BISEKCIE
Vstup: f,a,b,¢e
1. c=3(a+b)
2. ak (b—c) <e = koren je ¢ Koniec
3. ak f(b)f(c)<0=a=c
indi¢ b=-c
4. chod na 1.

6.5 Viacrozmerny Newtonov algoritmus

Vety o pevnom bode platia aj vo viacrozmernom pripade, t.j. v R?. Pre jednoduchost’ si
uved'me len ich znenia bez dokazov.

Veta 6.10 (Banachova) Nech (X,d) je iuplny metricky priestor a nech pre zobrazenie
f:X — X plati
d(f(z), f(y)) < Ad(z,y), Ve,yeX

pre nejaké \ s vlastnost'ou 0 < A < 1. Potom existuje prdve jeden bod x* € X, pre ktory
flxz*)=x".
Navyse pre Pubovolny bod xy € X plati

Tt = f(zn) — x7, pre n— oQ.

Veta 6.11 (Brouwerova) Nech n € N, M C R" je kompakind a konvexnd mnoZina.
Ak funkcia f : M — M je spojitd, tak md pevny bod, t.j. ezistuje také x* € M, Ze
fla®) = .

Itera¢né metGdy pre rieSenie f(x) = 0, ktoré sme si doteraz opisali, sa daji zovseobecnit’
i pre viacrozmernu ulohu. V tejto ¢asti si odvodime vzorce pre Newtonovu aproximaénu
metédu vo viacrozmernom pripade. Pre jednoduchost’ sa obmedzime na dvojrozmerny
pripad, lebo tam sa daji matice 'ahko invertovat’.

Uvazujme rovnice

f('ray) =0, g(x,y) =0. (617)
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Nech (s,t) je ich rieSsenim. Preved’me lineariziciu takto
s=xz+§  t=y+n,

teda dostaneme

0 =f(s,t) =flz+&y+n) = flz,y)+Efelz,y) +nfy(z,y),
0 g =g Rg

(s,t) (z+&y+mn) (z,y) + &9z (7, y) + ngy(z,y),

kde fz, fy, 9z, gy su prislusné parcidlne derivécie, napr. f; = %. Oznaéme

F:<f>, ,i,:(fx fy>‘
g 9z Gy
<g>zF($,y)+<I’(x,y)<f7>

Zaved'me nasledujice iteracie

Mozeme pisat’

§ =Ty — Tk, N = Yk+1 — Yk»

(0) = e otenm (322 ) (2]

7 jednoduchého vypoétu vyplyva

T T -
( k41 ) _ ( k ) — & Y (zg, yr) F Tk, Yi)-
Yk+1 Yk

V dvojrozmernom pripade sa da inverznd matica 2 x 2 I'ahko vypocitat’ , t.j.

-1
a b _ 1 d -—b
c d ad—bec\ —c a )

Takze napokon dostaneme

teda

Fy(@k, k) 9Tk, Yk) — gy (T, yi) f (Tk, Yk)

Tpt+1 — Tk +
* fe( @k, k) 9y (Tk, Y&) — fy(Tr, Yk ) 9o (k> Yk)
— x5 + fyg_gyf
fa9y = fu82 | 5, 4y

(6.18)
9u (ks Yk) f (ks Yi) — 9(k, Yk) f2 (ks i)

Yk+1 =Yg+
* Jo(r, yk) 9y (h, Yr) — fy(Trs Yr) 9z (T, yk)
— g+ fng:?fx
29y = 992 (2 1)

Pozndmka 6.4 Vo viacrozmernom pripade prislusny systém linedrnych rovnic neriesime
hl’adanim inverznej matice (ako to bolo vo vyssie uwvedenom dvojrozmernom pripade), ale
pouzitim niektorej z metdd na rieSenie systémov linedrnych rovnic.
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Priklad 6.6 Dané si rovnice

flz,y) =1+ ze¥ =0,

g(z,y) =2"+y’—1 =0.
N4jdite vhodné Startovacie hodnoty pre zg,yo a vypocitajte prvi aproximiciu rieSenia
pomocou Newtonovej metddy.

Riesenie: Nakreslime si najprv grafy rieSeni jednotlivych rovnic (vid’ obrdzok 6.6). Za
vhodné startovacie hodnoty pre Newtonov algoritmus mézeme zvolit’ zg = —e !, yo = 1.

-1 -08-06-04-02

Obr. 6.6. N4ért pre ziskanie g, yo. Riesenie f(z,y) =0
je znézornené plnou a g(z,y) = 0 &arkovanou ¢iarou

Pre derivécie funkcii f, g plati
fw = eya gz = 23:’
fy = zéY, 9y = 2y.

Dosadenim do (6.18) dostaneme

+ T eYk (:1:% + y,% — 1) — 2y (1 + xpe¥r)

Tkt = Tk eV 2y, — xyeVk 2z, ’
2y (1 + zpe%) — (2 + yj — 1)et

TakZe pre prvu aproximaciu mame

T1~ —0,371776  y1 ~ 0,921741 . 0

Priklad 6.7 Dané su rovnice
flz,y) =1+ ze¥ =0,
g(z,y) =2°+y*—1 =0.

Transformujte 2-rozmernt tdlohu na 1-rozmernti pomocou eliminicie jednej nezniame;j.
Urcte vhodné Startovacie hodnoty pre zg,yo a vypocitajte prvé §tyri aproximécie rieSenia
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pomocou Newtonovej metddy.

Riesenie: Pretoze 1 4+ ze¥ =0 = x = —e Y, dosadenim do druhej rovnice dostaneme
0=z’ +y°—1=e% +y?—1=h(y).

Pre derivdciu mdme h/(y) = —2e~%¥ + 2y > 0 na intervale [0,5;1]. Pre druht deriviciu
plati A" (y) = 4% + 2 > 0. Dalej vieme, ze h(0,5) ~ —0,38 < 0 a h(1) = e 2 > 0. Takie
funkcia h bude mat’ koreii v intervale [0, 5; 1]. Iteraény predpis znie

h(yk) _
Yk+1 = Yk — hl(yk), T = —€ yk'
Vypoctom dostaneme
(ko 1 v [ 2 | 3 [ 4
zr || -0,367879 | -0,397826 | -0,399882 | -0,399881 | -0,399881
Yk 1 0,921741 | 0,916586 | 0,916563 | 0,916563 0

CviCenie 6.1 Nakreslite graficky rozne pripady x = g(x) zo vzt’ahu (6.8) a demonstrujte
graficky postupnost’ z, 11 = g(zy,)-

Cvicenie 6.2 Nech p > 1. Akd hodnotu nadobida nekoneény zlomok

= ?

Pt oF

Matematicky to zdovodnite.

Cviéenie 6.3 Podmienku A < 1 v Banachovej vete o pevnom bode nemézeme vynechat’.

Ukazte, ze funkcia
T

e
— 5 pre x <0
f(x):{ ! 21 >0
_?+7$ pre x >

nemd ziadny pevny bod, hoci |f(z) — f(y)| < |z — y| pre vSetky z,y € R.
Cvicenie 6.4 Vezmite si kalkulacku. Zvol'te na nej 'ubovol'né redlne ¢islo. Akd hodnotu

ziskate, ak na nej dostatocne vel'akrat stlacéite tlacitko “COS”? Vasu odpoved’ matematicky
zdovodnite.

Cviéenie 6.5 NapiSte algoritmus pre metédu secnic.
Cvicenie 6.6 Dokazte, ze plati (6.16).

Cviéerllie 6.7 Pouzite Newtonovu metédu na odvodenie postupnosti, ktord konverguje k
¢islu 23. Vzorec pre vypocet ¢lenov postupnosti smie obsahovat’ iba aritmetické operacie
+, -, . ,: . Pouzite Startovaciu hodnotu zo = 1 a vypocitajte dve iteracie.

Cvicenie 6.8 Dand je konvexnd funkcia f na intervale [a,b], pricom plati nerovnost’
f(a) <0 < f(b). Aproximicie riesenia rovnice f(z) = 0 zvol'me nasledujticim spésobom?.
Zatneme v bode xy = a. Postupne pre k = 1,2, ... ziskame xj, ako prienik priamky (tetivy)
danej bodmi (zy_1, f(zk_1), (b, f(b)) so stradnicovou osou z. Nakreslite si obrazok a
napiste vzorec na vypocet postupnosti aproximacii {zy}32 .

Cvicéenie 6.9 Modifikujte aproximaénii metédu z predoslého cvicenia pre pripad kon-
kidvnej funkcie?. Ako treba zmenit’ body pri volbe tetivy?

'T4t0 metdéda sa nazyva metéda Regula falsi pre konvexné funkcie.
*Takto ziskand metéda sa nazyva metdda Regula falsi pre konkdvne funkcie.
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Kapitola 7

RieSenie systému
linearnych algebraickych rovnic
iteracnymi metédami

Numerické rieSenie parcidlnych diferencialnych rovnic s danymi okrajovymi resp. i zatia-
toénymi podmienkami vedie ¢asto k rieSeniu velkych systémov linedrnych algebraickych
rovnic. Nezdlezi na tom, akd numerickd metédu (koneéné prvky, koneéné diferencie, alebo
iné) sme na riesenie diferencidlnych rovnic pritom pouzili. Takto ziskany systém linedrnych
algebraickych rovnic m4 vsak $pecidlnu struktiru. Jeho matica je sice velka, no riedka, t.j.
len mal3 ¢ast’ jej prvkov je nenulovd. Okrem toho matica méze byt’ symetrickd. V podstate
sa rieSenie takéhoto systému rovnic da dostat’ priamymi metédami, napr. Gaussovou elimi-
na¢nou metédou. V priebehu eliminicie vS§ak pocet nenulovych elementov matice prudko
narastd. Tymto mdzu nastat’ problémy s pocitatovou paméat'ou. Preto iteracné metddy
predstavuju vhodnu alternativu na rieSenie systémov s velkymi no riedkymi maticami.

Normy
Uvodom si pripomenme niektoré zakladné pojmy z linedrnej algebry, ktoré budeme v d’al-
Som texte vyuzivat'.

Definicia 7.1 Vektorovou normou ||z|| vektora & = (z!,...,z™)T € R* nazgvame redlnu

funkciu jeho zloZiek, pricom
i) || 20, || =0 < =z =0,
i) ||cz|| = || |||, Ve e R, & € R",
i) |l +yl <zl + [yl pre vietky x,y € R.
Uved'me pre nazornost’ niektoré doélezité priklady vektorovych noriem:

Maximova norma: ||z|/, = max |zF|,
1<k<n

1
n v
l,-norma: |||, = (Z |xk|p> pre p > 1.
k=1

Poznamenajme, 7Ze lo-norma sa nazyva euklidovskou normou.

Definicia 7.2 Normou matice A € R"*™ rozumieme redlnu funkciu ||A|| prvkov matice s
vlastnost'ams
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i) ||A]| > 0 pre vsetky A € R**"™, pricom ||A|| = 0 len pre A = 0, t.j. matica A je
nulovd matica,

it) ||cA|l = |c| ||A|l pre vetky c e R a A € R™*",
iii) ||A+ B|| < ||All + ||B]| pre lubovolné matice A, B € R"*",

) ||A-B| < ||A| - ||B]| pre lubovolné matice A, B € R"*".
Casto pouzivanymi prikladmi maticovych noriem si

Maximov : || Ally = y
aximova norma: ||Al/y nlérz;,:;%(n\azﬂ,

n
Riadkovd norma: |A|g = 112%3%;1 |aijl,

n
Stlpcovd norma: | Aljs = lréljagn 2 laijl,

n n
3> laigl?,

i=1j=1

Frobeniova norma: |A|r =

Spektrdlna norma: |[|A||sp, = max/\; (AT.A), kde symbol \; (AT.A) oznacuje vlast-
2

né ¢islo matice AT A.

Definicia 7.3 Howvorime, Ze maticovd norma je suhlasna resp. kompatibilna s vektorovou
normou, ak nezdvisle od vol’by matice i vektora plati

|Az|| < [lA] [l]|.

Nasledujiice kombinacie maticovych a vektorovych noriem st kompatibilné:

o ||Al[5s alebo ||A| g st sthlasné s ||z,
e ||Al||ar alebo | Alls st sthlasné s ||z||1,

o |A||c alebo ||Al|F s sthlasné s ||z||2 .

V d’alsom texte budeme predpokladat’, Ze maticova i vektorovd norma budd navzijom
kompatibilné.

7.1 Metdéda postupnych aproximacii

K najjednoduchsim metédam patri metdda postupnich aproximdcii, ktord si teraz ob-
jasnime.

Uvazujme systém linedrnych rovnic tvaru

Az =b, (7.1)
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kde A je reguldrna Stvorcovd matica a vektor b je pravd strana systému. OznaCme
C=I—-—Aag=>=. Systém (7.1) prepisme do tvaru

z=Cz+g. (7.2)

Postupne pocitajme aproximdicie podl'a predpisu
xy =Cxi_1+g. (7.3)
Tento postup sa nazyva metéda postupnych aproximécii. Ak dany iteraény postup kon-
verguje, t.j. kli)rgo xp = x*, tak limitnym prechodom v (7.3) zistime, Zze &* je rieSenim

(7.2), a teda i (7.1). O konvergencii metédy hovori nasledujica veta.

Veta 7.1 Nech vsetky vlastné éisla matice C si v absolitnej hodnote mensie nez 1. Potom
metdda postupniych aproximdcii konverguje pre lubovol'nid volbu x.

DOKAZ: Pomocou matematickej indukcie dostaneme
y=CFzo+ (I+C+...+C*)g. (7.4)
Plati
(I+C+C*+...+Ct"NHYrI1-0)=1-C*
Vyndsobenim sprava maticou (I — C)~! mdme
I+C+C*+.. . +CF'=a-0)'-cta-o)™!

Ak st vietky vlastné &isla matice C' v absolitnej hodnote mensie nez 1, potom C* gt o

a
I+C+..+C""HYE2¥a-0C)'=4",

o0
tj. » Cck=a-0)™". O
k=0

Veta 7.2 Nech ||C|| je norma matice C a plati |C| < 1, potom metdda postupnijch
aprozimdacii konverguje pre lubovolni vol’bu xg, klim zp =" a x* je riesenie (7.1). Pre
—00

odhad chyby plati
lgll llc|*

lze — || < [IC]*]laxol + :
1-C]

DOKAZ: Zo vztahu ZCk (I —C)~! vyplyva
k=0

I-C)'-(I+C+C*+...+CH = Z C,
1=k+1
teda -
(I-C)'—(I+C+C*+...+CH| < Y |l

i=k+1

o
=l lclr
1=0

_ llej+t
-l
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Pomocou (7.4) dostaneme

lz* —zxl| =|I-C)"'g—(I+C+...+C*)g—Chzy||
<I-C)'g—(I+C+...+CF Ng| +|C¥a|
<|I-C)lg— I +C+...+C gl +|IC|*||zo]

lgl llC|* k
< + |C|*[|azol-

1—|C
Odtial’ vyplyva tvrdenie vety. O

O porovnani presnosti dvoch po sebe idtcich iteracii hovori d’alsia veta.

Veta 7.3 Pre lubovol'né k plati

" =zl < Cl 12" — @p-l]-

DOKAZ: Zrejme

2" — @il = [[(Cz* + g) — (Cap—1 + g)|| < IC] [|&* — p—1]]- O

7.2 Jacobiho iteracna metdda

Jacobiho metdda predstavuje istu modifikdciu metédy postupnych aproximécii. Objas-
nime si, v ¢om spociva.

Nech A je reguldrna matica rddu n x n. Predpokladajme, Ze jej diagondlne prvky su
nenulové. Chceme riesit’ systém linedrnych rovnic (7.1) pre dand pravd stranu b € R™.
Rozlozme si maticu A na tri ¢asti: L (dolnd trojuholnikovi maticu), D (diagondlu), U
(hornu trojuholnikovi maticu), pri¢om plati A = —L + D — U. Teda

ail 0 0 e 0
a1 612 ... Qip 0 a2 0 ... O
a1 a22 ... Q2n . . .
A= 0T D= 0 0 ],
. . . 0
an,1 Qn2 --- Gpn
0 0 ann
0 0 0 0 0 0,1,2 a1,3 e al,n
azgy 0 0 0 0 a3 ... agp
L=-— az1 a3z o|.U=—-]0 0
: 0 . Gn—1,n
ap1 ... ... Gpp—1 0O 0 0 0

Systém (7.1) prepiSeme do tvaru

z=D Y L+U)x+D 'b=Cz+ Db,
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pricom C = D_I(L + U). Této matica je iteraénou maticou pre Jacobiho metdédu, ktord

je dand predpisom

Pre nazornost’ sme Jacobiho iteraénd metédu pre dve rovnice graficky zobrazili na obrazku

7.1.

Tr+1 = Cxp + D 'b.

O jej konvergencii hovori nasledujica veta.

Veta 7.4 Nech A je requldrna matica rddu nxn, pricom jej diagondlne prvky si nenulové.
Ak ||IC| = | D YL + U)| < 1, potom Jacobiho iteracnd metéda dand predpisom (7.5)

Obr. 7.1. Jacobiho metéda v R?

konverguje pre lubovol’ng Startovaci vektor xo ku rieseniu (7.1).

DOKAZ: Staéi pouzit’ vetu 7.2.

Dosledok 7.1 Ak je splnené niektoré z tijchto kritérii:

(i) riadkové kritérium

(ii)

(iii) stlpcové kritérium

tak plati tvrdenie vety 7.4.

n

D lail < laggl,

j=1
G

Zn |ai ]

7.7 < 1’
~ lail
i#j

n

> aigl < lajl,

i=1

i#£]
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DOKAz: Najprv dokdzme (i). Napi§me si prvkové vyjadrenie pre maticu C.

0 a1.2 a13 a1n
ai, ai,1 T ai,1
a21 0 az;3 :
a2,2 a2,2
C=-
Gn-1,1 n—-1n-2 0 an—-1n
ap—1pn—1 77 Qpn-1n-1 an—1,n—1
an,1 Gn n—1 0
Gnn “ang
Takze
n n
Qi,j
max » |c;j| = max —
1<i<n 1 1<i<n o | @i
= i

predstavuje normu matice C. Ak je tdto mengia ako 1, potom plati tvrdenie vety 7.4.
Poznamenajme, zZe (i) znamend riadkovii diagondlnu dominantnost’ matice A.

V casti (7i) je pouzitd len ind norma pre maticu C.
Dékaz casti (4i7) je trochu komplikovanej$i. Najprv si pripomeiime isté fakty z tedrie
matic. Ak M je §tvorcovd matica, MT transponovand matica, tak

(a) [|M]| = || M.
(b) Ak D je diagondlna matica, tak
DMD 'z =)z < MD 'z =D '\z = \D 'z,
t.j. vlastné ¢isla matic DM D™' a M st rovnaké.

Vzt'ah (7i1) vyjadruje, ze diagondla je dominantnd v kazdom stipci matice A, t.j. dia-
gonéla je dominantng v kazdom riadku matice A”. Pouzime teraz uz dokdzant cast’ (7).
Urobme LDU-rozklad matice AT, Plati

AT =L, + D, -U,,pricom L;=UT, D,=D, U,=L".

Ak plati (iii), potom z (i) vieme, ze |D~'(Li + U1)|| < 1, pricom sme pouzili riadkovi
normu || - ||. Dalej

D YL, +U)=D ' UT+LH =D ' rL+U) =[(L+U)D YT .

Teda 1 > ||[(L+U)D )T = |(L+U)D Y| = | DD (L + U)D!|. Odtial’ vyplyva,
ze vietky vlastné &isla matice DD~ !(L + U)D™! st v absoliitnej hodnote mensie ako 1,
Cize i vlastné &isla matice D™ 1(L + U) st v absolitnej hodnote mensie ako 1. Pouzitim
vety 7.1 dostaneme pozadované tvrdenie. O

7.3 Gaussova-Seidelova iteraéna metoda

Nech A je reguldrna matica rddu n x n, pricom jej diagondlne prvky st nenulové. Urobme
LDU -rozklad matice A tak, ako aj pri Jacobiho itera¢nej metéde, t.j. A =—L+ D —U.
Vyjdime opat’ zo vzt'ahu (7.1). Tento si teraz modifikujme takto

z=(D—-L)'Uz+ (D—L) b
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Zaved'me iteracie nasledujicim spésobom
zp 1 = (D - L) 'Ux, + (D - L) 'b. (7.6)

L’ahko vidiet, 7e sa jednd o modifikiciu metédy postupnych aproximaécii, pricom
C =(D-L)'Uag=(D- L) 'b. Takie ak bude ||C| = |(D — L) 'U| < 1,
tak bude metéda konvergovat’ pre I'ubovol'nid §tartovaciu hodnotu xg.

Odvod'me si teraz formulku pre vypocet siuradnic vektoru &y 1. Zo vzt'ahu (7.6) vyplyva

(D—L)xg,1 =Uxp+0b

Dz =Lxg 1 +Ux;p+ b
Tp41 = D! [Lagi1+ Uz + b].
Ak oznagime stiradnice n-rozmerného vektora ako y = (y',...,y")7, tak mozeme pisat’
. 1 1—1 i n )
Thp1 = = | D GiiThpa + D GayT —bif (7.7)
Lt o|4=1 j=i+1

Gaussova-Seidelova metdda sa niekedy nazyva i jednokrokovym cyklickym procesom. Pri
vypocte i-tej stiradnice (k+1)-vej aproximadcie sa do pravej strany dosadzuji uz vypocitané
stradnice z - ,xﬁ_ll tejto (k + 1)-vej aproximécie.

Gaussova-Seidelova iteratna metdda pre sustavu dvoch rovnic je graficky zndzornend na
obrazku 7.2.

Obr. 7.2. Gaussova-Seidelova metéda v R

Priklad 7.1 Dané st matice

1 2 -2 1 -3 -1
A=|11 1|, B= 1 1 1
2 2 1 -3 -3 1

Preverte konvergenciu Gaussovej-Seidelovej i Jacobiho metédy pre obe matice.
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Riesenie: Uvazujme najprv maticu A. Zrejme

100 0 00 0 -2 2
A=Dy—-Ly-Uy=|1010|-] -1 O0O0]|—-10 0 -1
0 01 -2 -2 0 0 0 0

Itera¢na matica pre Jacobiho metédu je DZI(L A4+ U4). Pre charakteristicky polyném
plati

A -2 2
ps(\) =det [DFN(La+Ua) = M| =| =1 —x -1 ==
—2 —2 -\

Rovnica py(A) = 0 mi jediné riesenie A = 0 a spektrdlny rddius itera¢nej matice pre
Jacobiho metédu je 0, teda metéda konverguje pre 'ubovolny Startovaci vektor.

Itera¢nd matica pre Gaussovu-Seidelovu metédu je (Dy4 — L A)*IU 4. Pre charakteris-
ticky polyném plati

- =2 2
pe(N) =det [(Da— L) 'Us=M|=| 0 2-X -3 |=-22-)>
0 0 2-2X

RieSenia rovnice pg(A) = 0 st A = 0 a A = 2. Spektrdlny radius iteratnej matice pre
Gaussovu-Seidelovu metédu je 2, takze metéda nekonverguje.

Teraz uvazujme maticu B. Plati

100 000 0% 3
B=Dg—Lg-Ug=|010|—-| -1 00|—f[0 0 -1
001 5 50 00 0

Pre charakteristicky polyném Jacobiho metédy dostaneme

- 1 1

22 A 1
ps(X) = det [D;,l(LB +Upg) — AI} =| -1 —X -1 |=— <A2 -5+ 1) (5 + A) :
1 1
3 3 A
Rovnica py(A) = 0 m4§ tri rieSenia \ = —%, A= i + i‘{lﬁ, takze spektralny radius iteracnej
matice sa rovna 1. Jacobiho metdda nekonverguje.
Pre charakteristicky polyném Gaussovej-Seidelovej metédy plati
A 1 1
-1 12 23 A 2
pe(N) =det [(Dp—Lp)'Up—-M|=| 0 -}-x -3 |=-2(1+22)2
1 4
0 0 —5—A
Riesenia rovnice pg(A) = 0si A = 0a A = —%. Spektralny radius itera¢nej matice
pre Gaussovu-Seidelovu metédu je %, takze metéda konverguje pre I'ubovolny Startovaci
vektor. 0

7.4 Metdéda konjugovanych gradientov

Chceme riesit’ systém linedrnych algebraickych rovnic (7.1) v R" pri¢om matica systému
A je symetrickd a pozitivne definitnd. Zikladom pre odvodenie algoritmu konjugovanych
gradientov! je nasledujica veta.

1V literatire sa asto oznaluje ako CG - metdda. Skratka pochidza z anglictiny “conjugate gradients
method”.
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Veta 7.5 Vektor x je riesenim systému (7.1) so symetrickou pozitivne definitnou maticou
A vtedy a len vtedy, ak je minimom energetického funkciondlu

o) = (", Av) — (67, v).

DOKAZ: Jednoduchym vypoctom sa presvedéime, ze pre gradient funkcie F' plati
VF(v) = Av — b,

kde gradient je vektor prvych parcidlnych derivdcii. RieSenie @ systému (7.1) spina
nutnid podmienku pre existenciu extrému. Hessova matica pre F'(v), t.j. matica druhych
parcidlnych derivécii, sa rovna matici A a t4 je pozitivne definitnid. Teda x je minimom
F(v). Naopak kazdé minimum vy kvadratického funkciondlu F(v) je rieSenim (7.1). Z
jednoznacnosti riesenia (7.1) vyplyva vy = . O

Z vety 7.5 je zrejmé, ze riesit’ (7.1) znamend ndjst’ minimum energetického funkciondlu.

Opi8me teraz iteratny sposob hl'adania minima F(v). Vyjdime pritom zo §tartovacieho
vektora xo a hl'adajme minimum F'(v) v danom smere p # 0. Plati

1
F(zog+tp) = E(wg + tpT, Az +tp)) — (bT, xy + tp)

1
= §t2(pT, Ap) + t(p", Azo — b) + F(zy).

70 vztahu %gj—tm = 0 vidime, Ze minimum sa nadobiuda pre
(p",r)
tmin = — 57—, (7.8)
" (0", Ap)

pricom r = Azy—b je rezidudlny vektor. Skutocne pre hodnotu t,,,;, dostaneme minimum
F(v) v smere vektora p ak vychddzame z bodu ;. Tu je vSak potrebné aby (p’,r) # 0,
lebo inak by sme sa nepohli z miesta xy. Nova aproximdicia rieSenia bude &1 = xg+tminp-

Lema 7.1 Nech r1 = Ax1 — b je rezidudlny vektor v &1 = xy + tyinp. Potom
(p’,r1) =0.
DOKAZ: Pomocou (7.8) dostaneme
@', 71) = (p7, Ao + tminp) — b) = (T, 7) + tin(p”, Ap) = 0.
Teda rezidudlny vektor v bode x; je ortogondlny k pévodnému smeru p. O

Tvrdenie tejto lemy sa di geometricky pre n = 2 interpretovat’ takto. Potencidlové
krivky F(v) = konstanta si zndzornené elipsami so spoloénym priesetnikom ich osi bodom
x, ktory predstavuje exaktné rieSenie sustavy rovnic. Zatneme v bode @g a zvolime smer
p;- V bode xy je rezidualny vektor kolmy na potencidlovii krivku prechddzajicu cez
bod x. Nasledujtcu aproximéciu ; dostaneme ako minimum F(v) v danom smere p;.
Podla lemy je 71 kolmy na p;, teda p; je vlastne dotyénicou ku potencidlovej krivke
prechadzajucej cez 1 - pozri obrazok 7.3.

Zaved'me nasledujicu terminolégiu.
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Obr. 7.3. Geometrickd interpretcia lemy 7.1

Definicia 7.4 Dva vektory u,v € R" sa nazjvaji konjugované alebo A-ortogondlne, ak
pre pozitivne definitni maticu A plati

(u”, Av) = 0.

ALGORITMUS
Vstup Startovaci vektor xg
reziduum rg = Axg — b

prvy smer p; = —7g
prek=1,2,...
(7{_177%—1)
Tk =Tk 1+ —F——F DPg
(pf, Apy)
(TT_ \Th—1)
Tk =Tr-1 + (Ik)gliApk) Apk’ (79)
T
rL,T
Pry1 =Tkt 7( k)

(7{_1, rk—l)

Vlastnosti CG-metddy

Opisme si najdolezitejSie vlastnosti metédy konjugovanych gradientov. Tieto budeme
potrebovat’ pri dokaze konvergencie algoritmu. Tvrdenie lemy 7.1 o ortogonalite rezidudl-
neho a smerového vektoru sa da zovSeobecnit’ i pre d’alSie kroky.

Veta 7.6 Rezidudlne vektory ry tvoria ortogondlny systém. Smerové vektory p, su po
dvojiciach konjugované. Teda pre k > 2 plati

(rf_,,7) =0, pre j=0,...,k—2;
(rg—lapj) :Oa prej = 1aak_]-7 (710)
:(),

(pf, Ap)) pre j=1,...,k—1.
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DOKAZ: Pouzijeme matematickt indukciu podla k. Zaénime s k = 2. Potom pomocou

lemy 7.1 mame
(’f'?,’l"()) = _(r’{’pl) = 0.

Z kon$trukcie algoritmu vyplyva
T v, (rlr) o
(p2,Ap;) =|-m +( T, )pl,Apl
To,

(rTaTl) T
7(1’1 ,Ap,)
(lr ) ”'0)

1
o
’I“T r
=— <r1T, [r1— 7o (1(0 0} )1)> + E :)T’TI; (p1, Apy)

= —(’f‘{, Apl) +

=0,
lebo (rT,7¢) = 0. Nech st splnené vzt'ahy (7.10) pre k. Dok4zme ich platnost’ pre k + 1.
Pre rezidudlne vektory (j > 1) plati

("'f—la rk—l)
(T.Ta T.k) = <7~T’ Tkp—1+ Apk:
! ! (pt, Apy)

(TTf 77'16—1)
= (r], 7o) + — A= (r], Apy)

(pf, Apy)
(rg—lark—l) (rT,Tj) T T
= (r],rr_1) + ¢ P, —pi1, Ap,
! (pgaApk) (T?—larj—l) ! Ak

R & ("m%ﬁl""k—l)(r?a"'j) T
=(rj,rp-1) + (pf,Apk)(T‘JT_l,T‘j—ﬂ( s Apy)
. (Tz—l’rk—l)
(Pk, Apy)
Ak j=1,...,k—2, potom sa v8etky tri posledné s¢itance podla indukéného predpokladu
rovnaju nule. Ak j = k— 1, tak zo symetrie matice A vyplyva (pJT, Ap,) = (pi, Ap;) =0
a sucet prvého a tretieho séitanca je nula. Pre j = 0 postupujeme podobne a dostaneme

(p}11, APy)-

T T (7{ 1Tk=1) , T
(ro.mk) = (ro,Tk—1) + T(To . Apy) =0,
(pk, Apy)
lebo rg = —p; v druhom s¢itanci. Teda spolu zhrnuté
(r%,rj) =0, pre j =0,...,k—1. (7.11)
Dalej
(rf rr 1)
(®],76) = (0], 7i1) + — = (], Apy).

(Pk, Apy)
Pre j = 1,...,k — 1 pomocou indukéného predpokladu dostaneme 0. Ak 7 = k potom
pomocou rekurzie dostaneme

(ri1,7i1)

(,rT T 2)(7{,?1@—1) = 0.
k—2 -

(i, pr) = =(,me-1) +
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Pre smery mame

T  Ap.) — —(rT. Ap. (e 7 Ap-
(pk+1’ p]) ('rka p])+ T (pk:a p])
("'kfl""k—l)
T T
T (p] aAp]) (’l"k,’l"k) T
= — | T, — T 1 + (p 7Ap)
(k LA ](7']{1,7"3'71) iy, rp—1) T
=0. d

O konvergencii metddy hovori nasledujica veta.

Veta 7.7 Metoda konjugovanijch gradientov konverguje ku rieSeniu sustavy linedrnych
algebraickijch rovnic o n nezndmych najneskor po n krokoch.

DOKAZ: Rezidudlne vektory rq,..., 7, tvoria v R" ortogondlny systém. Teda najneskor
po n krokoch generuju cely R". Takze r, = 0, ¢o znamend, ze &, je rieSenim (7.1). O

Teoreticky je takto skoncipovany CG-algoritmus vzdy koneény proces. Dokonca tu
nezilezi ani na vol'be Startovacieho vektora . V skutocnosti tomu tak nie je. Z hl'adiska
numerickych chyb nie je mozné splnit’ podmienky ortogonality rezidudlnych vektorov
presne. Takze vykondvanie algoritmu i pre K > n mobze byt zmysluplné. V praxi vSak
maji stistavy linedrnych algebraickych rovnic obrovské rozmery (n moéze byt viac ako
10°), takze tu ostdva dufat, e CG-metéda bude aj pre maly pocet iterdcii ddvat’ dobri
aproximdiciu exaktného rieSenia. V tomto pripade vol'ba xy moéze zohrat’ dolezitta dlohu.

Cviéenie 7.1 Nech

1 1 0
A=|1 1 -1
0 -1 1
Pre ktoré hodnoty & € R* m4 nekoneény rad Z _—'AZ.'I: konecnii normu? Uvazujte rozne
— 4
1=0

typy vektorovych noriem.

Cvigenie 7.2 Nech n € N,a € R. Uvazujme maticu otocenia o uhol a v rovine danu
cosa sina
A= . .
—sina cosa
Pre dané b € R? chceme riesit’ systém

A"z =b.

Pre aké n bude Gaussova-Seidelova iteratni metdda konvergovat’ nezdvisle od vol'by Star-
tovacieho vektora xg?

Cviéenie 7.3 Charakterizujte vSetky reguldrne matice A € R"*"™, pre ktoré Jacobiho
itera¢nd metdda uz v prvom kroku dava presné rieSenie, ak na zaciatku Startovaci vektor
bol &y = 0.
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Kapitola 8

Numericka integracia

Viaceré problémy aplikovanej matematiky vedd popri inom i k vypoctom integralov,
ktoré sa nedaju vyjadrit’ v explicitnej forme. Tieto sa poCitaji pribliznymi metédami,
¢ize numerickou integraciou resp. kvadraturou. S pocetnymi aplikdciami kvadratiry sa
stretdvame pri vypocte ploch, objemov, v tedrii pravdepodobnosti, pri rieSeni integralnych
i diferencidlnych rovnic atd’. Na vypocet ur¢itého integralu sa daju pouzit’ viaceré zname
sposoby. Vyber vhodnej metédy zalezi od réznych kritérii:

e Hladkost’ integrovanej funkcie.

e Dostupné informdcie o integrovanej funkcii, napr. ¢&i je danad v tabelovanej forme
alebo v spojitom tvare.

e Pozadovand presnost’ numerickej integracie. !
e Kolkokrit sa kvadratira mé vykonat. 2

V tejto kapitole si ukazeme niektoré sposoby numerického vypoctu integralov, ktoré su
zaloZzené na interpoldcii integrovanej funkcie polynémom.

8.1 Interpolacné kvadratiirne metdody
V kapitole 4 sme sa zaoberali aproximdaciou funkcie pomocou Lagrangeovych polynémov.

Tieto mali v bodoch zg,...,z, tie isté hodnoty ako danid funkcia f. UvaZujme teraz
pripad, ze xg,...,x, si rovnomerne rozlozené, usporiadané vzostupne s krokom h. Teda

$k=$0+kh, k:O,l,...,n.

Zavedenim substitucie

T =x0+th

dostaneme

'Tu si treba uvedomit’, ze samotnd, kvadratira ¢asto byva len dieléim problémom. Preto jej presnost
musi byt’ vybalancovand s presnost’ou inych numerickych schém pouzitych pri rieSeni problému.

2Pri numerickom rieseni parcidlnych diferencidlnych rovnic napr. metédou koneénych prvkov je pre
kazdy element (a tych mozu byt’ tisice) potrebné viac razy previest’ kvadratiru. Takze v tomto pripade
treba upustit’ od prehnanej presnosti danej numerickej integracie, lebo inak celkovy ¢as vypoctu rieSenia
problému bude netdnosne dlhy.
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T —x; t—1

Tj—Z; J—1

Takze pre Lagrangeove koeficienty mézeme pisat’

o B2 R O

\r) = = —’L

! im0 Lj — Li i:Oj_i -7 i=0
i#j i#j i#j

Lagrangeov tvar interpola¢ného polynému bude mat’ tvar (pozri (4.4))

:le Zf%

!
j=0 = -7)' i=0

Pre chybu Lagrangeovej interpolacie z vety 4.2 vyplyva

hn—|—1f (n+1) (6)

oo+ 1) = plt) = t(t —1)... (¢ =)™

pre nejaké xp < € < xy,.

Priklad 8.1 Akn =1, tak p(t) = (1 —1t)fo +1f1. Takze dostaneme linedrnu interpoldciu
funkcie f. Pre jej chybu mame

f(mo +1th) —p(t) = K2FP(€)

pre z9 < £ < 1. O

Interpolaéné kvadratirne metddy si zalozené na aproximadcii funkcie f jej interpolaénym

polynémom p. Teda
b b
/ f(:v)dwz/ p(x)dx

Pre jednoduchost’ uvazujme len pripad, ze krajné body a, b splyvaju s niektorymi z bodov
Z0,-..,%n, NAPT. @ = Tp, b = x4 pre p < ¢. Integrovanim rovnosti f(z) = p(z) + E(z),
kde E(z) je chyba interpoldcie, dostaneme

/:q flz)dx = /:q p(z)dr + /:q E(z)dz = /:q p(z)dz + e,

kde e je chybou numerickej integracie. Teda
Tq n
[ t@de =3 A5 @)h + e (8.3)
x

P §=0

pricom
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(=) /q T
Aj =~ . (t —1)dt. (8.4)
T M=)y 1;[0
i
Koeficienty A; moézu byt vo vSeobecnosti i zaporné. Vzorce typu (8.3) sa nazyvaju
Newtonove-Cotesove. Tieto mozu byt otvoreného alebo uzavretého typu podla toho, &i
krajné body intervalu su povazované za uzly alebo nie.

8.1.1 Newtonove-Cotesove vzorce uzavretého typu

Nech p = 0, ¢ = n. To znameni, Z7e integracny aj interpola¢ny interval si zhodné, t.j.
koncové body intervalu berieme za uzly. PodrobnejSou analyzou chyby sa da dokazat’
nasledujice tvrdenie.

Veta 8.1 Nech funkcia f md (n+2) spojitych derivdcii v intervale [a,b]. Potom pre chybu
Newtonovej-Cotesovej metody s rovnomerne rozloZenymi uzlami xx = a+kh, k =0,...,n,

h= b; @ plati

e ak n je pdrne

b n (n+2) non
e:/aL f(:c)dx—;)Ajf(:cj)h:han(nT;i)/o til;[()(t—i)dt,

e ak n je nepdrne

pricom a < € < b.

DOKAZz: Podrobny dokaz je v [8], [3]. O

To znamend, ze uzavrety Newtonov-Cotesov vzorec je pre neparne n presny pre polynémy
stuptia n, pre parne n je kvadratirny vzorec presny pre polynémy stupiia (n + 1).

Lichobeznikova metdda
Newtonova-Cotesova metéda uzavretého typu pre n = 1 sa nazyva lichobeinikovd metida.
Ide teda o metédu, ktorej zdkladom je linedrna interpolécia.

Pre chybu kvadratiary dostaneme pre h =b—a

h3
e=—357P©,  ¢e(a)
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Simpsonova metéda
Newtonova-Cotesova metdda uzavretého typu pre n = 2 sa nazyva Simpsonova metida.
Jej zakladom je kvadraticks interpolacia. Uzly sa volia takto

:L'sz,

. _b—a
pricom h = -

Pre priblizny vypocet integralu dostaneme

a

[ s~ "5 [r@ v ar (50 + 500].

Pre chybu kvadratiry mame

h5
e=—5/"© e

Napriek tomu, Ze sme pri interpolécii vysli z kvadratickej interpolécie, I'ahko sa d4 overit’
presnost’ Simpsonovej metédy i pre polynémy tretieho stupna. Staéi to preverit’ pre
polyném z3.
—a
6

3 4 _ 4 b
a3+4<a-2|_b) + b :b a :/xsdx.
a

4

8.1.2 Newtonove-Cotesove vzorce otvoreného typu

Pri metéde otvoreného typu sa krajné body intervalu, cez ktory integrujeme, neberd ako
uzly. V tomto pripade budu uzly symetricky rozlozené podl'a stredu intervalu. Teda staci
polozit' p = —1, g =n+1 v (8.3), (8.4). Pre analyzu kvadratirnej chyby plati analogickd
veta k vete 8.1.

Obdiznikova metéda
Specidlny pripad ak n = 0 sa nazyva obdlZnikovd metdda. Pre niu plati

[ =00 1 (50) + 2o,

pre £ € (a,b), h = b—E—a. Pri praktickom vypotte hodnoty urcitého integrilu sa dizka
intervalu vynasobi hodnotou funkcie v strede intervalu.

Poznamka 8.1 Vsimnime si, Ze ku kaZdému kvadraturnemu vzorcu s uzlami xp sa dd
ndjst’ spojitd funkcia na danom intervale takd, Ze pribliznd hodnota urcitého integrdlu
bude rovnd 0. Na to staci, aby sa hodnoty funkcie v uzloch xj rovnali 0. O
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yA

Obr. 8.1. Lichobeznikova metdda

8.1.3 Zlozené kvadratirne metédy

Ak chceme interpolaénymi metédami dosiahnut’ pozadovant presnost’, potrebujeme dani
funkciu interpolovat’ polynémom dostatoéne vysokého stupna. Tento postup nie je vzdy
najpohodlnejsi a nemusi byt’ ani vhodny - pozri poznamku 4.3. Pri zloZenej kvadratirnej
metdde sa vychddza z iného principu. Dany interval [a, b] sa rozdeli na dostatotny pocet
podintervalov a na nich sa funkcia f interpoluje polynémom nizsieho radu. Teda f sa
vlastne interpoluje na intervale [a, b] splajnom.

Rozdelme interval [a,b] na m podintervalov [z;,z;11] rovnakej dlzky h = b—Ta. Pre
lichobeznikovi metédu teda dostaneme (pozri obrézok 8.1)

3

o

M

/$J+1
T

= Ja

:7::01 le—na f(xj) +f($g+1) B ?_;f(z)(éj)]

_b—a [@ Ff(@) + et f(@mo) + @] - mlff(”(é“)
b-a [@ ¥ @) et f(@mat) + f(zb)] _ _1‘;) " @),

pre nejaké & € (a,b), pricom &; € (z;,7;4+1). Poznamenajme, 7e ak f € C?([a,b]), tak také
¢ existuje.

Uvazujme teraz Simpsonovu metédu. Na kazdom dielcom podintervale potrebujeme i
jeho stred. Takie rozdel'me integraény interval [a, b] na 2m podintervalov rovnakej dizky
h= QQ_WG. Po tprave dostaneme
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b —a m—1 m—1
[ @z = =0 f@)+ 1) + 4 Y flean) +2 Y o)
a 4=0 j=1
4
16— a0

pre nejaké & € (a,b).

Pri odvodzovani vzorca pre obdiznikovi metédu (pozri obrazok 8.2) opat’ potrebujeme
uvazovat’ stredy podintervalov, teda rozdel'me integraény interval [a,b] na 2m podinter-
valov rovnakej dlzky tak ako i pri Simpsonovej metéde. Vysledny vzorec bude

b . m—1 2
[ 1@)ds =223 fany) + 0 - a2,

J=0

pre nejaké ¢ € (a,b) a h = U0,

yll

Obr. 8.2. Obdiznikova metéda

8.2 Richardsonova extrapolacia
Predstavme si, Ze chceme ur¢it’ hodnotu funkcie F'(0). Pri integraénych formuldch F(0)

predstavuje presnii hodnotu uréitého integralu funkcie f. K dispozicii mame aproximaéni
schému na vypocet F(h) o presnosti O (hk), teda

F(h) = F(0) + i a;h. (8.5)
j=k

Ukédzme si ako sa dd zvysit’ presnost’ uvazovanej schémy. Vypocitajme najprv F'(2h) a
potom
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2%k F(h) — F(2h) = (28 — 1)F(0) + i [25a;h7 — a;(2h)]

j=k
Odtial’ vyplyva
28 F(h) — F(2h X 2k 27
F, = (,Z ( ):F(O)+ > el (8.6)
2k —1 L 21

V8imnime si, Ze suma¢ny index j v poslednej sume za¢ina hodnotou k£ + 1. To zna-
mend, Ze presnost’ takto navrhnutej aproximdicie bude O (hk+1). Postup, ktory sme si
prave opisali sa nazyva Richardsonova extrapoldcia. Vztah (8.6) sme odvodili na ziklade
asymptotického rozvoja (8.5). V niektorych pripadoch méze mat’ tento rozvoj Specidlny
tvar, napr. obsahuje len parne alebo len neparne mocniny h. Potom treba i toto Specifikum
pri odvodzovani vzorca pre Richardsonovu extrapoliciu zohl'adnit’. Uvazujme napr.

F(h) =F(0) + Y a;h%. (8.7)
j=k
Potom analogicky dostaneme
k _ O gk _ i .
= TEW ZF@R) _ pgy 5o L2 e (8.8)
4% — 1 ik 4% — 1

8.2.1 Rombergov kvadratirny vzorec

Zovseobecnime si Richardsonovu aproximdaciu nasledujicim spoésobom. Predstavme si, Ze
sme urobili N vypoctov pre rézne hodnoty h, t.j. pre rozne pocty podintervalov. Vypocty
potom skombinujeme medzi sebou tak, aby prvych N —1 séitancov v sume vo vzt'ahu (8.5)
vypadlo. Aplikujme tento postup na lichobeznikovii metédu.

Nech I, st priblizné hodnoty integrdlu ziskané pomocou lichobeznikového pravidla s

konitantnou dizkou podintervalov b2—ka_ Aplikiciou (8.8) mdme

4T peq — T
I = mZ’;jl_lml”“ k=0,1,... . (8.9)

Postup vyzerd schematicky takto

Iy
Iy Iip
ILyo Iy Iy \ (8.10)
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V praxi to znamend, 7ze najprv vypocitame priblizné hodnoty integralu lichobeznikovym

. h—
pravidlom s krokom “— a

, t.j. prvy stipec v (8.10). Dalsie stipce sa ziskaji pomocou (8.9).

Takze z povodnej postupnosti {1y } 7, takto ziskame “diagondlnu” postupnost’ {Ix o}iv,
ktora konverguje podstatne rychlejsie. Prakticky si to ukdzeme na nasledujicom priklade.

Priklad 8.2 Rombergova schéma pre integral
2
/ dw =log2 ~ 0,6931471806
1z

vyzerd takto

| hi ] Iy | I | Iy | I3 | Iy
1 0, 7500000000
0,5 0,7083333333 | 0,6944444444
0,25 0,6970238095 | 0,6932539683 | 0,6931746032
0,125 || 0,6941218504 | 0,6931545307 | 0,6931479015 | 0,6931474776
0,0625 || 0,6933912022 | 0,6931476528 | 0,6931471843 | 0,6931471831 | 0,6931471819

O

2m

Cvicenie 8.1 Odvodte integraéni formulku typu / f(z)dz = Af(0) + Bf(m), ktord

m4 byt’ presnd pre funkcie typu f(z) = a + bcos(x).

Cvicgenie 8.2 Vypocitajte pribliznti hodnotu In2 s presnost'ou 10~4. Pri vypoécte pouzite
zlozenu kvadratirnu metédu lichobeznikového typu.

Cviéenie 8.3 Integracni formulka

/01 f(z)dz = aof(0) + a1 f(0,5) + az f(1)

ma byt’ presnd pre vSetky polynémy najviac druhého stupna. Urcite koeficienty ag, a1, ao.
yt p p y poly

Cvicenie 8.4 Odvodte integra¢nu formulku tvaru

[ f@de ~ ar(@ + 70

ktora je presnd pre vSetky polynémy najviac druhého stupia.

Cvicenie 8.5 Kolko bodov potrebujete, aby

1 2
/ e ¥dx
0

; 1
ste vypocitali zloZzenym obdlZnikovym pravidlom s presnost'ou 5.1074?
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Kapitola 9

Obycajné diferencialne rovnice

Mnohé problémy z aplikovanej matematiky sa daju opisat’ pomocou obyc¢ajnych diferen-
cidlnych rovnic (alebo systémov), ktoré opisuji ¢asovi zmenu jednej alebo viacerych
velicin. Zriedkavo sa daju rieSenia napisat’ v analytickom tvare. Z tohto ddévodu je
potrebné §tudovat’ priblizné metddy pre rieSenie obycajnych rovnic.

Na zaciatku sa pre jednoduchost’ a prehl'adnost’ obmedzime na jednu skaldrnu rovnicu
prvého radu

y'(z) = f(z,y(z)), (9.1)
ktora spiﬁa zaciatotni podmienku

y(z0) = Yo (9.2)

O existencii a jednoznaé¢nosti rieSenia zatiatoéného problému hovori nasledujica veta.

Veta 9.1 Nech funkcia f je spojitd v oboch svojich premenniych x,y a nech f je globdlne
lipschitzovsky spojitd vy, t.j.

|f($ay1) —f(33,y2)| SL‘yl _y2|a vz, y1, yo-
Potom rovnica (9.1) md jediné riesenie spliiajice (9.2).

V tejto kapitole si vysvetlime niektoré jednokrokové metddy na rieSenie obycajnych
diferencidlnych rovnic. V zivere si rozoberieme metédu sieti (diferenéni metédu) a ap-
likujeme ju na rieSenie okrajovej lohy pre ODR druhého radu.

Existuja i iné jednokrokové i viackrokové metdédy s vySSim radom presnosti vypoctu
(napr. metédy Rungeho-Kutta). Tieto si v8ak pomerne komplikované, preto sa nimi

nebudeme zaoberat’. Podrobnejsia analyza numerickych met6d sa dd ndjst’ napr. v [11],
[14], [16].

9.1 Eulerova metéda napred

Oznatme uzly

T, = x9 + nh, n €N,
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pricom h > 0 oznacuje dizku kroku. Rovnmica (9.1) v bode (zg,yo) uréuje smernicu
doty¢nice riesenia y'(z9) = f(zo,y0). Linearizdciou funkcie y(z) dostaneme postupné
aproximadcie y, pre exaktné hodnoty y(z,) na zéklade predpisu

Yn+1 :yn+h’f(wnayn)7 n= 0315"' . (93)

Aproximdcie su schematicky zakreslené na obrazku 9.1. Tato metdda sa niekedy nazyva i
mnohouholnikovd (polygénovd) metdda.

y(X)

Yo Y1 Y2 Y3

X X X

0 1 2
Obr. 9.1. Eulerova metdda

Odhad chyby
Pri odvodeni odhadu chyby budeme potrebovat’ tuto lemu.

Lema 9.1 Necheg=0, A=1+a, a >0 a pre vsetky n € N plati
len| < Alen—1| + B.

Potom

An
< B < B.
len| < A—-1  — «

DOKAZ: Jednoduchym vypoétom dostaneme

lenl < Alen-a| + B < A2en o] + B(L+ A)

n—1
<...<A%e|+BY A
1=0
A" —1
= B.
A—-1

Z rozvoja funkcie e® do Taylorovho radu v bode 0 pre nejaké £ € R mame

2
e’”:1+x—|—e§%21—l—x, Vr € R.

Takze



9.1 EULEROVA METODA NAPRED 101

A" — (1+a)n < eon

a nakoniec dostaneme
A" —1 e —1
\6n|§A_1B§ - B. 0

Z rozvoja y(z) do Taylorovho radu vyplyva pre nejaké &, € (,, Tni1)

2
Y1) = ylon +h) = y(on) + by (2a) + oy (€0)
2
= y(zn) + hf @n,y@n) + o (E)

Oznatme teraz e, := yn — y(xn). Odéitanim (9.3) a (9.4) mame
h2

ent1 = e+ hlf (o ) — [ (@n, y(n))] — 0" ()

Pomocou lipschitzovskej spojitosti funkcie f dostaneme

h2
lens1|l < len] + hL|yn — y(zn)| + 7Iy"(£n)|
h2 "
< |len|(1 + Lh) + 5 mgXIy (©)]
= Ale,| + B,

h2
pricom A =1+ Lh, B = 5 méax [v" (€)]- Z lemy 9.1 vyplyva

nLh __ 1 e(zn_IO)L —1

e
< = " )
el < B s maxly" ()] b

Takze ak |z, — z¢| < C pre vietky n € N a y” je ohraniCend, tak polygénovd metdda je
radu O (h).

VylepSend polygénova metdda
Predstavme si, ze pouzivame Eulerovu metédu napred s dlzkou kroku h a sme v bode
(zk,yx). Po jednom kroku dostaneme

Yhs1 = Yk + b (Tks Un)- (9.5)

Zmeiime teraz dizku kroku na % a urobme dva kroky, t.j.

h
yz+% =Yk + if(l‘kayk)a

(9.6)
2 — .2 h h 2
Y1 — y]ﬁ_% + if Tk + §ayk+% :

Pouzitim Richardsonovej extrapolacie na y,% 118 y,ﬁ 1 definujeme extrapolovani hodnotu
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h
Yet1 = 2Why1 — ki1 = 2y2+% +hf (fﬁk + anZJr%) —yr — hf(zr, yr)

h
=2y + hf(zk, yx) + hf (l‘k + §,y,§+%) — Yk — hf (T, yx)

h h
=yr+hf (-’L'k + Ykt Ef(ﬂﬂk,yk)) :

Vysledok zapisany algoritmicky je (pozri obrazok 9.2)
kl = f(xka yk)a
h h

Yk+1 = Yk + hko.

Yk Yi+1/2 Yk+1
h X
Xk Xy ¥+ > X k41

Obr. 9.2. Vylepsena polygénova metdda

9.2 Eulerova spatna metéda

Pri polygonovej metéde sme nahradili derivdciu ¢’ diferenciou napred, &ize

Y (zn) =~ w, a tak sme dostali explicitni aproximaénii schému pre vypocet oby-

cajnej diferencidlnej rovnice prvého rddu. Pri Eulerovej spatnej metdde sa derivacia v’

aproximuje diferenciou nazad (3 (z,41) ~ W) teda

Yn+l = Yn + hf(l‘n-f—la yn+1) n= 07 1a R (98)

Tato schéma je implicitnd vzhladom na y,4+1, takZze sa na kazdom kroku musi riesit’
iteratnym spdsobom.

Odhad chyby
Predpokladajme, Ze y(z) je dostatotne hladka funkcia, ktord sa d4 rozvinit’ do Taylorovho
radu. Mozeme teda pisat’ pre &, € (2, Tpi1)
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2
Y(n) = y(on+B) — hy' o+ B) + 0 (E0)
2
=y(@nt1) — hf (@nt1, Y(Tn41)) + fyll(fn) :

Takze
h2

Y(@nt1) = y(zn) + bf (@nt1, y(Tn41)) — ?y"(ﬁn). (9.9)
Oznatme teraz e, := y, — y(x,). Odéitanim (9.8) a (9.9) dostaneme

2
ent1 = €n + h[f(Znt1, Yny1) — f(@nr1, y(Tny1))] + 7y"(§n).

Pretoze f je globalne lipschitzovsky spojita funkcia, tak

h2
lent1] < len| +hLlyns1 — y(Tny1)| + 7|y"(§n)\

h2
< Jeul + hlewsa + 5 max |y (€)]

Odtial’ mame

| | < ! ‘ | ! h2 | ”(g)l - | |
IS5 + — Imax A -|- B
Entl|l > 1 Lh n ; Yy €n )

1—Lh 2
_ 1 A2
prléomAzl-I—a,a:%, = 1—Lh7m§ax|y"(£)|'
7Z lemy 9.1 vyplyva
Yl W L S BN L
5n < = Lh maXx y o
A—1 =5 L1—Lh ¢ 2
(zn—zg)L
e 1-Lh — 1]

o "

Takze, ak |z, —z¢| < C pre vietky n € N a y” je ohranicend, tak Eulerova spatnd metoda
je rddu O (h).

Priklad 9.1 Uvazujme diferencidlnu rovnicu so zatiatotnou podmienkou tvaru

y'(t) +ayt) = 1), te(0,7),

y(0) =, (9.10)

kde a > 0, yo € R, f € C([0,T]). Ukézte platnost’ apriérneho odhadu

T
kde ||.|| je norma v priestore Ly(0,T), t.j. ||v]|> = (v,v) = / v2(t)dt a y, je aproximécia
0
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rieSenia v ¢ase t, = nt (1 = %, pre dost’ velké N € N), ktoré sme ziskali Eulerovou
spatnou metédou, C' je konStanta nezavisla od 7.

Riesenie: Aplikujeme Eulerovu spdtnid metédu na (9.10), teda

% Yay=fi . (9.11)
Vynésobenim (9.11) pomocou y;, zintegrovanim cez (0,7) a séitanim pre ¢ = 1,...,n
dostaneme
n n n
Y Wi —viny) + D Talyi,vi) = > 7(fi vi)
i=1 i=1 i=1

Pomocou identity

1
(g — gi—1,4) = 2 {(giy @) — (@i=1,qi-1) + (& — Gi—1,G — ¢i—1)}

dostaneme
1 2 1 s 1 2 “ 2 T 2 T 2
~Mynll® = = llwoll* + 2 > Ny — vicall? + ar D Nwill* < 5 DI+ 5D llwill*,
2 2 23 i=1 it 2

2 12
pricom sme v pravej strane pouzili Schwarzovu nerovnost’ a vzt'ah ab < a—_2|i. Treti a
Stvrty ¢len na lavej strane s nezdporné, teda ich mézeme vynechat’ a nerovnost’ sa pritom
nezmeni. Pretoze funkcia f je ohraniend mozeme pisat’

n
lynll> < C+ 73" llwill®,

=1

odkial’ pre 0 < 7 < 1 mame

C
lynll* < 77—+ Z lyill* 7.

Pouzitim Gronwallovej lemy 3.2 dostaneme Ziadany apriérny odhad. O

9.3 Crankova-Nicolsonova metoda

V tejto Casti si ukdzeme ako sa jednoduchou kombindciou spatnej Eulerovej a polygénovej
metédy da zvysit’ rad konvergencie.

Uvazujme Crankovu-Nicolsonovu schému

h
Yn+1 = Yn + 5 [f(‘rnayn) + f(xn-l—layn-l-l)] 3 n= 07 1a e (912)

Ide tu opat’ o implicitnil metédu. Rozvojom funkcie y do Taylorovho radu dostaneme
2
y($n+1) = y(xn) + hy’($n) + hTy”(gn)a

2
Y(Tn)  =y@ny1) — hy’(~77n+1) + %y"(ﬂn),
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pre nejaké &,,n, € (Tn, Tpy1). Odéitanim oboch rovnic méame

Y(@ni1) —y(zn) =y(@n) = y(@nt1) + h[f (@0, y(2n)) + f(@ns1,Y(Eni1))]

H (e — o )

=y(zn) — y(@ns1) + h[f (@0, y(20)) + f(Znr1, y(Tni1))]

h? m
+?y (Hn)(gn_"?n)a

pre 0, medzi &, a n,. Odtial’ vyplyva
2

Y(ons1) = ylan) + 5 [ @n,y(@)) + F@nst, 9@ns )] + oy 0) G — ). (013

Odcitanim (9.12) a (9.13) dostaneme

NS

Ynt1 — Y(@Tnt1) = Yn — Y(@n) + 5 [f (@0, Un) — (70, y(70))]

2
+5 [f($n+1ayn+1) - f($n+1ay(mn+1))] - hzym(en)(fn - "771)7

NS

teda pomocou lipschitzovskosti funkcie f odhadneme

Lh Lh h?
el < feal (14 57 ) + lensal G + 7 max |y O)].
Takze
lent1| < Alen| + B,
1 A

pricom A=1+4+ 0, a = %, B= [ i 4 méa,x|y"'(9)|.

2 T2
Z lemy 9.1 vyplyva

(En—zgh)L
et —1 e "7 —1
< B — " 2

Takze, ak |z, — x| < C pre vietky n € N a y’ je ohranicend, tak presnost’ Crankovej-
Nicolsonovej metédy je O (h?).

9.4 Okrajova idloha pre ODR 2. radu

UvaZzujme nasledujicu okrajovi dlohu

—u"(z) + c(z)u(z) = f(=), 0<z<l,

u(0) =u(l) =0. (9:14)

Predpokladajme, ze funkcie ¢, f sd spojité na intervale [0,(] a navySe c¢(z) > 0 na celom
[0,1]. Za tychto predpokladov md problém (9.14) jediné riesenie (pozri [6]). Oznacme
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diferencidlny operdtor A = d.’L‘Z + c¢(x). Oblast’ definicie operdtora D(A) pozostiva zo
vietkych funkcii z X = C([0,1]), ktoré st dvakrat spojite diferencovatelné a spliiaji okra-
jové podmienky z (9.14).

a s uzlami z, = kh
zk) }p_o (na okrajoch
st fixné hodnoty u(zo) = u(z,) = 0). Zavedme sietovy priestor X, vektorov dizky n + 1
(s prvou a poslednou nulovou zlozkou) so skaldrnym st¢inom

S|~

Rozdel'me interval [0,!] na n rovnakych podintervalov dizky b =
prek =0,...,n. Preu € X definujme operator zuzenia T,u(z) = {u

—~

I n—1
(U,U) = — ULV
k=1

pre vektory v = (v, ..., V)
sférickd norma bude

Predpokladajme, ze rieSenie u(z) tlohy (9.14) je 4-krét spojite diferencovatelné v (0,1),
pricom

v= sup |u®(z)| < . (9.15)
z€(0,0)
7 Taylorovho rozvoja vyplyva
h? h3 h*
w(zpyr) = ulzy) + hu (z) + EU(Z) (zg) + gu(?’) (zk) + 24" u™ (9g),

2 h3 h4

w(rg 1) =u(zg) — hu(l)(xk) + %u@) (zg) — Eu@) (k) + 24 u* )(nk)

pre nejaké Oy € (zg, Tp11) a i € (Tk—1, ). Odtial vidime, Ze aproximécia u” centrdlnou
diferenciou je rddu O (h?), teda

w(Tpe1) — 2u}(l:2£k) + u(zk_1) Lo (hQ) .

’ll,”(iL'k) —
Aproximujme (9.14)

_9 _
Ukl ;;‘Qk-l_uk 1—|—Ck’U/k :fka k=1,...,n—1 (9 16)
Uy = Un =0,

pricom Ty, (f) = {f () }1=1 = {fu}7=1 = fnaTnlc) = {c(zx)}7=1 = {ck}?=;. Diferencns
schéma (9.16) v maticovom tvare vyzerd takto

Apun = fp, (9.17)

pricom
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Zte — 0 0
-5 AHte &0 0
0 -5 A4 -5 0 0
A, =
0 0 —7r #+t3 —32 0
0 0 -&  Atas 5
0 0 —Elg fg—l—cn,l

Uvazujme T'ubovolny prvok v € X,,. Pomocou Cauchyho nerovnosti odhadneme

n—1 n—11 1
o> = hy o fuil? =hYy 1> (g — vk 1)
=1 =1 k=1
n—1 % n—1 n
< hZ'LZ log — vp_1|> <h ZZ log — vp_1|> (9.18)
i=1 k=1 =1 k=1

n(n —1)h & 9 2 9
= _— — _ < _ — _ .
5 1;:1 o —vp—1]* < o7 kEZI\vk V—1|

Jednoduchym vypoctom sa mézeme presvedCit’, ze

n n—1
Z |’Uk — ’Uk,1|2 = — Z(U/H-l — 2u + ’kal)’uk. (919)
k=1 k=1
Dalej
n—1 1 n—1
(Apv,v) =h Z crvh — 5 Z('UIH—I — 2ug + Vg—1)Vk- (9.20)
k=1 k=1

Kombindciou (9.18), (9.19) a (9.20) spolu s nezdpornost'ou funkcie ¢ mame
202
2ol < (Auv,v),

teda
2
Sllol < 4], (9.21)

Zvolme teraz v = u, — T,u. Plati
% llun = Toul - < [[Anun — AnToul

< “Anun - TnAuH + ”TnAu - AnTnuH
= | ThAu — A, Thull.

Posledny vyraz odhadneme takto
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n—1 9
-9 B
IT0Au — A Toul? =0 |u”(zy) - u(Tr11) u}(:;k) + u(zp_1)
k=1

=0 (h).

ten — Tt = O (%) ~o(w).

Pomocou nerovnosti o ekvivalentnosti noriem

l I &
— | < | = 12 < . 22
10 S o 2 o <V o (6:22)

dostaneme tvrdenie o bodovej konvergencii siet'ovej metédy

Tymto sme dokazali

max |u; —u(z;)| = O (%) =0 (hQ) .

1<i<n—1

Cvicenie 9.1 Dokéazte platnost’ (9.22).
Yi —Yi—1

Cvicenie 9.2 Vo vztahu (9.11) ozna¢me dy; = — Ukézte, ze existuje také C > 0,
ze pre dostatoéne malé 7 a pre 1 < n < N plati
n
D lldwll*r < C.
i=1

Cvicenie 9.3 Uvazujme priblizna schému

Yi —Yi—1
% +ay; = f(yi-1)

pre 1 < i < N a pre dané a > 0. Podobne ako v (9.11) dokdzte, ze ak funkcia f je
lipschitzovsky spojita, potom vzt'ah

lyill* < C

plati pre vetky 1 <i¢ < N.

Cvicenie 9.4 Rieste okrajovu ulohu pre obyc¢ajnu diferencidlnu rovnicu druhého radu

—u"(z) = 2 v intervale (0, 3)
u(0) = -9
—u'(3) = 0

na danej sieti z; = ¢ pre 1 = 0,1, 2, 3.

Cvicenie 9.5 Rieste okrajovu ulohu pre oby¢ajnu diferencidlnu rovnicu druhého radu

—u'(z) = 2 v intervale (0,4)
u(0) = 0
u(4) = 8

na danej sieti z; = ¢ pre 1 =0,1,2,3,4.
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Kapitola 10

Parcialne diferencialne rovnice

Viaceré stavy vo fyzike, chémii ¢i bioldgii sa daju opisat’ pomocou funkcii viacerych pre-
mennych. Ich zmeny v priestore alebo ¢ase sa opisuji pomocou parcidlnych diferencidlnych
rovnic (PDR), ktoré vyjadruji napr. zdkon zachovania hmoty, energie, hybnosti atd’
Roznorodost’ takto ziskanych parcidlnych diferencidlnych rovnic alebo systémov je pric¢inou
vyvoja Specidlnych numerickych metéd pre ich rieSenie.

Vs8eobecna linedrna PDR dvoch premennych mé tvar
Atgy + 2Bugy + Cuyy + Dug + Euy + Fu = H,

pri¢om koeficienty A, B,C, D, E, F, H mézu byt’ i funkciami premennych z,y. Analogicky
ako aj pri klasifikcii kuzeloseciek

Az? +2Bzy + Cy* + Dz + Ey+ F =0
rozdel'ujeme PDR do troch zdkladnych tried:

1. PDR ELIPTICKE: |
ak AC — B? > 0 pre vsetky (z,7y) v danej oblasti Q. Kdnonicky tvar! je

Ugg + Uyy + Qg + Puy +yu = f(z,7).
Zname priklady su
e Laplaceova rovnica —Ugg — Uyy = 0,
e Poissonova rovnica —Uggy — Uyy = f(2, 7).

2. PDR HYPERBOLICKE:
ak AC — B? < 0 pre vsetky (z,y) € Q. Kénonicky tvar je

Ugy + AUy + /B'U'y +yu = f(x,y).
Znamy priklad je

e vInova rovnica —Ugg + Uyy = f(z,y).

'"Podrobnosti o transformécii PDR na jej kdnonicky tvar si uvedené napr. v [1].
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3. PDR PARABOLICKE:
ak AC — B? = 0 pre vietky (z,y) € Q. Kénonicky tvar je

Ugy + QUL + ﬂuy +yu = f(way)
Znamy priklad je
e diftzna rovnica Uy — Uzz = f(T,Y).

Okrajové podmienky
V mnohych aplikiciidch je uvazovand oblast’ {2 ohrani¢end a je zndme spravanie sa rieSenia
PDR na hranici oblasti I' = 9. Rozoznavame tri zdkladné typy hranié¢nych podmienok:

DIRICHLETOVA PODMIENKA: Dand je hodnota rieSenia u = ¢ na I'p C T'.

NEUMANOVA PODMIENKA: Dand je normélovd zlozka toku (cez hranicu 'y C T') —DVu-

v = v, pri¢om v je vektor vonkajSej normdly ku hranici v danom bode (pozri obrazok
10.1).

ROBINOVA PODMIENKA: Normdlova zlozka toku cez hranicu zavisi od hodnoty rieSenia v
danom bode, t.j. —DVu-v+au=pFnal'g CT.

/ r

\Y

Obr. 10.1. Oblast’, jej hranica a vektor vonkajsej normaly

Vsetky tri typy podmienok sa mozu vyskytovat’ v danej tlohe. Vtedy su vSak jednotlivé
casti navzdjom disjunktné, t.j. TpNT'y = TpNIT'gr = Tg NIy = 0 a pokryvaju celd
hranicu ' =T'p UT'y UTR.

Niekedy sa Dirichletova, Neumanova a Robinova podmienka oznacuji ako podmienky
1., 2. resp. 3. typu alebo tiez sa pre Robinovu podmienku mézeme v literattre stretnat’
s ndzvom Newtonova podmienka.
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10.1 PDR eliptického typu

Eliptické diferencidlne rovnice zohravaji vyznamnu tlohu pri §tidii PDR. Podmienka
elipti¢nosti pre diferencidlny operdtor 2. rdadu v R” tvaru

Z a; Ou + cu
(9:6, ” 8

1,j=1

je charakterizovand nerovnost'ou

n

D aiitié; > Co > &,

ij=1 i=1

ktord musi byt’ splnend pre vsetky (&1,...,&,) € R?, pricom Cy > 0.

Pojem elipti¢nosti nie je viazany na rovnice druhého rddu a d& sa zovSeobecnit’ i na
rovnice vys$§ich rddov. Typickym prikladom eliptickej diferencidlnej rovnice §tvrtého radu
je biharmonicka rovnica v n premennych

noo52 2
(Z W) w(z1, . oy o) = f(z1,.. ., ).

1=1

Najjednoduch$ou pribliznou metédou na rieSenie PDR je metdda sieti. Tato je zalozend
na aproximécii derivécii diferenénymi podielmi. Druhd skupina numerickych metéd na
rieSenie PDR je zalozend na varia¢nom principe. Z nich najdoélezitejsia je metéda konecnych
prvkov, tato vSak presahuje rdmec tejto publikicie, a preto sa nou nebudeme zaoberat’.

Dvojrozmerna elipticka tloha
Uvazujme obdlznikovi oblast’ © = (0,a) x (0,b). Chceme riesit’ Dirichletovu lohu

0%u 0?u(x, _
u =¢ na 0f,

pricom D € R, . Pravi strana f i okrajova podmienka ¢ st dostatoéne hladké funkcie svo-
jich premennych. Z teorie linearnych eliptickych rovnic vyplyva existencia i jednoznacnost’
rieSenia problému (10.1) (pozri [6]). Predpokladajme, ze rieSenie ulohy u m4 spojité §tvrté

derivicie a
Y= sup ( ) < 0.
(z,y)€Q

Nahrad’'me druhé parcidlne derivicie centralnymi diferenciami pre dve premenné, teda

0'u(z,y)
ozt

d'u(z,y)
oy*

82%(36:162, y) _ uz+Azy) - 222(3;,)2) + u(z — Az, y) Lo ((Ax)z) ’
20(x u(x, Ay) — 2u(zx, u(z,y — A
0 8(yQ,y) _ u(z,y + Ay) 2(£y)2;)+ (z,y y)+0((Ay)z)_

Rozdel'me interval [0, a] rovnomerne na L podintervalov diZky h = Az = {. Uzlové body
oznatme z; = lh pre [ = 0,...,L. Podobne rozdel'me interval [0,b] na M rovnakych
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podintervalov o dizke? h = Ay = %. Uzlové body budi y,, = mh pre m = 0,..., M.

Rovnica (10.1) v typickom uzle siete (z;, ¥,) bude mat’ tvar

82u(xl,ym) 8Q'U(-'Elaym)
—D
( 0z’ * oy?

) = (@1, Ym) = fim- (10.2)

Diferen¢nd aproximaénd schéma bude

Uit1,m — 2Upm + Up—1, Ulm+1 — 2Ulm + Ulm—1
prel =1,...,.L—1am =1,...,M — 1. Tato schéma sa da symbolicky vyjadrit’ v
operatorovom tvare, ktory je zachyteny na obrazku 10.2.

(10.3)

o -1
-1 4 - 2
De = e (® u+hf=0
.'1

Obr. 10.2. Operétorovs forma diferenénej schémy

V tomto sd uz zahrnuté i okrajové podmienky, takze musi platit’
Uom = ¢(0’ ym)a Urm = (]S(Cl, ym)
uro = ¢($l7 0)7 UL, = ¢("Ela b)

Spolu mdme teda (L —1) X (M — 1) vnatornych bodov, t.j. nezndmych. Hrani¢né hodnoty
st nahradené hodnotami okrajovej podmienky v prislusnom bode (pozri obrizok 10.3).

Oznacéme
ul = (1, U2, - U 1)
T — (

u UL, U2, US, ..., UL_1).

Dalej budeme potrebovat’ maticu K dimenzie (M — 1) x (M — 1) tvaru

4 -1 0 ... 0
-1 4 -1 0 0
®— 0o -1 4 -1 0 0
0 0 -1 4 -1
0 0 -1 4

2Nie je nutné aby sme uvazovali ten isty krok v smere osi « aj osi y. Ak Az = Ay, tak budd vzorce
prehladnejsie.
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0 a X

Obr. 10.3. Dve rozne polohy sablény na sieti. Znak e oznatuje
stred Sablény a o jej konce

a jednotkovd maticu I dimenzie (M — 1) x (M — 1).

Systém rovnic (10.3) sa d4 zapisat’ v maticovom tvare
Ku=F, (10.4)

kde matica K je dimenzie (L — 1) x (L — 1) tvaru

K -1 0 ... 0

-I K -1 0 .. 0
x-| 0 -I K -1 0 ... 0 ,

0 0 -I K -I

0 0 -I K

pricom

h2
Fl,m = Efl,m + ¢($la 0)5m,1 + ¢($l, b)‘sm,Mfl + ¢(Oa wm)dl,l + qﬁ(a, xm)dl,L—l-

Takto sme dostali formdlne podobny systém s (9.17). Vsimnime si, ze poévodne troj-
diagondlna matica v (9.17) sa zmenila na blokovo trojdiagondlnu v (10.4). Této je
pozitivne definitnd, a preto sa dd sdstava rovnic (10.4) rieSit’ Standartnymi metédami.
Takto sa ziska priblizné riesenie Poissonovej rovnice (10.1). Podobne ako aj v jednorozmer-
nom pripade sa i tu d4 odvodit’ odhad chyby aproximacie diferenénou schémou

nlggx|ui,j —u(z,y)| =0 (hQ) .
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Neumanova okrajova podmienka
Zmetnime povodny problém (10.1) na nasledujici. Chceme riesit’ zmiesand okrajovi ilohu

D (62u(x,y) + 82’211(!13,:1})) — f(;];’y) v Q= (Oaa’) X (0’ b)a

6.’1)2 8y2
u(z,y) =d¢(z,y)  nadQaky#0, (10.5)
_Dvu(xay)"/ =0 na, 052 ak y =0.

Teraz si nezndme hodnoty rieSenia i na casti hranice y = 0. Podmienku nulového toku
—DVu(z,y) - v = 0 cez tuto ast’ hranice si namodelujeme takto. Predstavme si, Zze sme
pomyslene prediiili Uy aj pre zaporné indexy m. Ak md byt’ normdlovd zlozka toku cez
os y = 0 nulov4, tak potrebujeme podmienku symetrie rieSenia vzhl'adom na os y =0

Up—1 = Uy, prel=1,...,L—1. (10.6)

Diferen¢nd aproximacna schéma bude

Ug41, —2ul, + U1, U m41 —2ul, + Upm-—1
—D( m h2m m + m h2m m _ fl,ma (107)
prel=1,...,.L—1am=0,...,M — 1. V tomto st uz zahrnuté i okrajové podmienky,
takze musi platit’
Uom = (;5(0, ym)a Urm = (}5(&, ym)a
Uppm = ¢($l> b)

Takze spolu mdme (L — 1) X M nezndmych a taky isty pocet algebraickych rovnic.

10.2 Jednorozmerna parabolicka tiloha

V tejto casti sa budeme zaoberat’ jednorozmernou ulohou pre vedenie tepla

ulba) _pOube) _j4a), (L)€ 0.7) x (0.D),
u(t,0) = u(t,l) =0 pre t >0, (10.8)
u(0,z) = ¢(x), pre z € (0,1),

pricom T,D € Ry a f,¢ st dostatotne hladké funkcie svojich premennych. Dalej pred-
pokladdme, ze zaciatotné i okrajové podmienky st navzdjom kompatibilné, t.j. #(0) =
¢(l) = 0. Z tedrie linedrnych parabolickych rovnic potom vyplyva existencia i jed-
noznatnost’ klasického riesenia problému (10.8).

Implicitnad diferenénd schéma

Rozdel'me ¢asovy interval [0, 7] na n rovnakych podintervalov dizky 7 = % s Gasovymi
krokmi ¢; = 47 pre i = 1,...,n. Priestorovy interval [0,[] rozdel'me na m podintervalov
[zj_1,z;] pre j = 1,...,m rovnakej dlzky h = % Teda z; = jh. Ak nahradime ¢asovi

derivaciu diferenciou nazad a priestorovi deriviciu druhého radu centralnou diferenciou,
dostaneme implicitni diferenént schému
i i—1 i

— — 2t
i~ Y% plit 2uj +u

T h?

i

1= = fi = f(ti,zy) (10.9)
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prei=1,...,n,j=1,...,m— 1. Okrajové podmienky budi

uh =ul, =0 prei=1,...,n. (10.10)
Zaciatotna podmienka znamend

= ¢; = ¢(z;) pre 5 =0,...,m. (10.11)

Rovnicu (10.9) si moézeme prepisat’ takto

i—1

+1 1
D J hQJ J J J f]’t

To znamend, ze pre pevné i sme dostali analégiu diferenénej schémy (9.16) pre obycajni
diferencidlnu rovnicu druhého riadu, ktori sme uz Studovali. TakZe na kazdom Casovom
reze ¢ mame zarucenu existenciu i jednozna¢nost’ riesenia u; pre j =1,...,m — 1.

Stabilita aproximaéného rieSenia
Cielom tejto Casti je ziskat’ apriérny odhad riesenia u (vo vhodnej norme) nezavisly od
i,7, t.j. od ¢asu i miesta. Upravme si preto (10.9) takto
2Dt Dt/ . ; ; -
(1 + 2 ) = F (’U/;'_l +’U/;‘+1) +Tf; + 'U/; !
Odtial’ pre absolitne hodnoty dostaneme
; 2D Dt ¢ j ' i—1
il (14 257) < S (15l + ) + 7151+
2DT i— 1|

< 7mjzxx|uj| +Tm]a.x|f]| —i—mjax|u

Takze plati

z1|
’

; 2D 2Dt
max |uj| (1 + —T> <
j

max (u,;| + 7 ma + max |u
h2 h2 JX| ]| T JX|f| P |

teda )
max |uj| <7-max|f|—|—ma.x|uZ 4
j J

<T (max|f;| +max|f;_1|> —l—max|uZ 2|
J J J

AN

< max|¢]| + Zmax|f] |7
k=1

<C,

pricom konstanta C zavisi len od ¢ a f.

Konvergencia metddy

2
Aproximadcia sa overuje zvlast’ pre % a pre % Postup je podobny ako pre diferenéni
schému pre obyc¢ajnu diferencidlnu rovnicu 2. rddu. Ak rieSenie u(t,z) je dostatotne

2 4
hladké, t.j. ak parcidlne derivacie 0 %(tté z) a 0 ggi z)

m’z}x |u u(ti, z;)| = O (7‘ + h2) .

su ohranicené, tak sa da dokazat’
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Vsimnime si, ze ¢asovy a priestorovy krok si pre implicitni schému navzijom nezivislé.
Cviéenie 10.1 RieSenie rovnice
2 2
_O%u(z,y)  Oulz,y)

0z 0y? =0

v (0,3) x (0,3) nadobtida dané hodnoty na stranich Stvorcovej siete s krokom dizky
Az = Ay = 1 - pozri obrazok 10.4. N4§jdite hodnoty rieSenia vo vnitornych uzloch

siete.

1 2
Obr. 10.4. Cvicenie pre Dirichletovu ilohu

Cvicenie 10.2 RieSenie rovnice
_Pu(z,y)  u(z,y)

=0
o0z? oy?

v (0,3) x (0,3) nadobuda dané hodnoty na stranich Stvorcovej siete s krokom dizky
Az = Ay = 1 - pozri obrdzok 10.5. Srafovanie znameni neumanovskid okrajovi pod-
mienku Vu-v = 0, pricom v je vektor vonkajSej normdly k danej strane. Najdite hodnoty
rieSenia vo vnutornych uzloch siete.

.

Obr. 10.5. Cvicenie pre zmieSanu tlohu

Cvicenie 10.3 RieSenie rovnice
Pu(z,y)  ulz,y)

=0
0z 0y?
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nadobida konstantnii hodnotu v = 100 na vonkajSich stranach Stvorcovej siete s krokom
Az = Ay = 1 - pozri obrazok 10.6. V strede oblasti sa nachadza obdlznikovy vyrez
znazorneny Ciernou farbou, na hranici ktorého plati okrajovd podmienka tretiecho druhu

—Vu(a:,y) V= u(.’L‘,y),

pricom v je vektor vonkajSej normdly k danej strane. NapiSte diferenénd schému pre
priblizny vypocet rieSenia na danej sieti.

Obr. 10.6. Cvicenie pre okrajovi podmienku tretieho druhu
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